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本 书 是 一 部 实 分 析 方 面 的 经 典 教材 ， 主 要 分 三 部 分 ， 第 一 部 分 为 经 典 的 实 变 函数 论 和 经 
典 的 巴 拿 赫 空间 理论 ， 第 二 部 分 为 抽象 空间 理论 ， 主 要 介绍 分 析 中 有 用 的 拓扑 空间 以 及 近代 
巴 拿 赫 空间 理论 ; 第 三 部 分 为 一 般 的 测度 和 积分 论 ， 即 在 第 二 部 分 理论 基础 上 将 经 典 的 测度 、 
积分 论 推广 到 一 般 情形 . 

本 书 内 容 详 尽 ， 论 证 严谨 、 清 晰 且 极 具 启 发 性 ， 分 析 透 彻 、 深 刻 ， 文字 叙述 简洁 、 流 畅 ， 
在 取材 和 处 理 方面 不 仅 深刻 地 反映 了 实 分 析 的 核心 精神 ， 而 且 包 含 了 作者 创造 性 的 构思 .本 
书 适合 作为 高 等 院 校 相关 专业 学 生 实 分 析 课程 的 教材 . 
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译 者 序 

本 书 的 英文 版 在 国外 作为 数学 与 统计 学 专业 研究 生 实 分 析 课 程 的 基础 教材 ， 在 过 去 的 40 
多 年 中 ， 已 被 许多 著名 大 学 (如 斯 坦 福 大 学 、 哈 佛 大 学 ) 采 用 . 

本 书 主要 分 为 三 部 分 ， 第 一 部 分 为 经 典 的 实 变 函数 论 (包括 勤 贝 格 测度 、 勒 贝 格 积分 、 微 
分 与 积分 等 内 容 ) 和 经 典 的 巴 拿 赫 空间 理论 (主要 为 L?* 空间 理论 )， 第 二 部 分 为 抽象 空间 理论 ， 
主要 介绍 分 析 中 有 用 的 拓扑 空间 以 及 近代 巴 拿 赫 空 间 理论 ， 第 三 部 分 为 一 般 的 测度 和 积分 论 ， 
即 在 第 二 部 分 理论 基础 上 将 经 典 的 测度 、 积 分 论 推 广 到 很 一 般 的 情形 . 

本 书 内 容 详尽 ， 论 证 严谨 、 清 晰 且 极 具 启 发 性 ， 分 析 透 物 、 深 刻 ， 文 字 叙 述 简洁 、 流 畅 ， 
在 取 烤 和 处 理 方面 不 仅 深刻 地 反映 了 实 分 析 的 核心 精神 ， 而 且 包 含 了 作者 创造 性 的 构思 ， 特 别 
是 对 不 变 测 度 以 及 贝尔 、 博 雷 尔 测 度 正则 性 的 处 理 更 是 别 具 匠 心 . 

本 书 是 一 部 实 分 析 方面 难得 的 优秀 教材 ， 译 者 在 力求 保持 互 . L. Royden 教授 原著 风格 的 
基础 上 翻译 本 书 ， 并 且 希 望 中 文 译本 的 出 版 能 对 我 国 相关 专业 的 人 才 培 养 以 及 广大 科学 技术 工 
作者 有 所 帮助 ， 但 限于 译 者 水 平 ， 必 定 会 有 许多 不 足 之 处 ， 希 望 广大 读者 指正 . 

本 书 的 翻译 得 到 了 国家 自然 科学 基金 (项 目 号 10501026 ) 与 南开 大 学 创新 基金 资助 ， 在 本 
书 的 翻译 过 程 中 ， 译 者 得 到 了 南开 大 学 数学 科学 学 院 的 梁 科 教授 等 的 热情 支持 和 帮助 ， 在 此 表 
示 诚 倪 感 谢 ， 此 外 ， 南 开 大 学 商学 院 的 李 嵘 老师 、 新 疆 伊 犁 师范 学 院 数 学 系 的 高 文 华 老 师 在 计 
算 机 的 使 用 以 及 译 稿 的 录 人 方面 提供 了 很 大 的 帮助 ， 在 此 一 并 致谢 . 


叶 培 新 
2005 年 4 月 


第 3 版 前 言 


自 上 次 修订 到 现在 的 20 年 来 ， 尽 管 本 书 在 贝尔 测度 的 处 理 和 不 变 测度 的 省 略 这 两 方面 有 
一 些 缺陷 ， 但 它 已 经 对 几 代 学 生 的 教育 做 出 了 贡献 . 因此 我 很 高 兴 有 机 会 提供 一 个 新 版 本 来 弥 
补 这 些 缺 陷 ， 由 于 这 些 内 容 对 我 来 说 是 新 的 ， 要 把 握 住 原作 的 观点 有 些 困难 ， 所 以 我 就 将 实质 
性 的 改动 限制 在 局 部 紧 空 间 的 理论 和 拓扑 空间 的 测度 研究 上 .其 他 地 方 的 改动 主要 是 小 的 改进 
和 增加 新 的 习题 . 

第 一 部 分 几乎 没有 变动 ， 最 值得 注意 的 变动 是 闵可夫 斯 基 不 等 式 和 赫 尔 德 不 等 式 的 处 理 . 
这 样 的 处 理 对 我 来 说 更 为 自然 ， 它 使 得 当 0 二 p 过 1 时 立刻 给 出 相反 方向 的 不 等 式 ， 关 于 测度 与 
积分 的 第 11 章 与 第 12 章 相对 来 说 也 几乎 不 变 . 只 是 在 第 12 章 中 增加 了 关于 积分 算 子 的 一 节 
与 关于 豪 斯 多 夫 测 度 的 一 节 . 

第 二 部 分 从 某 种 程度 上 来 说 进行 了 重新 组 织 和 扩充 : 把 紧 度 量 空间 和 阿 斯 科 利 定理 所 在 的 
小 节 从 关于 紧 空 间 的 一 章 移 到 关于 度量 空间 的 一 章 ， 使 得 这 些 题材 独立 于 拓扑 空间 的 一 般 理 
论 ， 扩 展 了 关于 贝尔 范畴 的 内 容 ， 说 明了 在 证 明 中 运用 该 理论 时 所 需 使 用 的 一 些 原理 . 

关于 拓扑 空间 的 第 8 章 基本 没有 变动 ， 但 第 9 章 大 大 地 改写 了 ， 扩 充 了 对 局 部 紧 空 间 的 处 
理 ， 不 仅 建立 起 了 测度 论 所 需 的 局 部 紧 空 间 的 性 质 ， 且 在 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 的 背景 下 讨论 了 
仿 紧 性 、 穷 举 和 o 紧 的 概念 ， 还 有 一 节 关 于 流 形 及 它们 仿 紧 性 的 意义 . 

第 10 章 除了 一 些 关 于 凸 性 的 内 容 外 没有 什么 变化 . 

关于 局 部 紧 空 间 的 贝尔 测度 和 博 雷 尔 测度 的 内 容 完全 重 写 了 . 第 2 版 在 这 方面 内 容 的 处 理 
上 有 严重 缺陷 ， 我 不 是 指定 理 和 命题 的 事实 有 实际 错误 ， 而 是 文中 有 误导 ， 并 且 习 题 中 的 许多 
陈述 是 错 的 ， 主要 的 问题 正如 同 其 他 一 些 出 版 物 中 一 样 ， 即 非 紧 空 间 的 测度 的 处 理 来 自 于 正 
则 性 ， 它 们 之 所 以 造成 误导 是 因为 回避 直接 谈 到 正则 性 ， 而 现 有 的 处 理 则 直接 面 对 这 些 问题 ， 
且 证 明了 贝尔 (或 博 雷 尔 ) 测 度 是 内 正则 或 拟 正则 的 ， 但 不 总 是 既 内 正则 又 拟 正则 . 包含 了 这 个 
内 容 就 给 出 了 Cv(X) 上 的 正 线性 泛 函 的 里 斯 -马尔 可 夫 定 理 的 直接 证 明 ， 该 证 明 独 立 于 丹尼尔 
积分 ， 因 此 我 们 把 丹尼尔 积分 放 到 本 书 的 末 屁 . 

关于 测度 空间 的 自 同 构 的 第 15 章 被 大 大 地 重 写 ,扩充 了 完备 可 分 度量 空间 上 的 博 雷 尔 测 
度 的 讨论 ， 我 希望 通过 强调 这 些 空间 与 某 些 标 准 的 测度 空间 (特别 是 R 的 区 间 上 的 勒 贝 格 测 
度 ) 的 等 价 性 来 使 我 的 朋友 George Mackey 高 兴 . 

现 有 版 本 的 第 三 部 分 包含 了 关于 不 变 测度 的 新 的 一 章 . 因为 我 不 满意 该 理论 通常 的 建立 方 
法 ， 所 以 在 先前 的 版 本 中 我 略 去 了 这 一 主题 ， 我 认为 哈 尔 测 度 的 标准 表达 式 在 用 选择 公理 以 保 
证 加 性 这 一 点 上 是 笨拙 的 ， 因 此 我 想 沿用 巴 拿 赫 在 可 分 度量 空间 运用 的 极限 概念 的 推广 来 代替 
它 。 我 也 相信 关于 不 变 测度 的 适当 背景 是 局 部 紧 空 间 X 上 的 同 胚 的 传递 群 ， 因 此 拓扑 应 该 在 
齐 性 空间 X 上， 其 中 同 胚 群 是 一 个 不 必 有 拓扑 结构 的 抽象 群 。 当然， 这 个 群 必须 满足 一 些 条 
件 以 使 得 x 上 存在 在 该 群 下 不 变 的 贝尔 测度 ， 我 引入 了 一 个 称 为 拓扑 等 度 连 续 的 性 质 ， 并 且 
证 明 它 足以 保证 不 变 测度 的 存在 ， 在 包括 局 部 紧 拓 扑 群 的 许多 特殊 情形 下 ， 我 们 考虑 了 这 种 测 
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度 的 惟一 性 ， 同 时 也 考虑 了 微分 同 肛 群 并 引入 胡 尔 维 芯 积分 ,该 积分 在 许多 情形 下 能 对 被 积 元 
给 出 具体 的 公式 ， 这 是 它 的 一 个 优点 . 

在 本 书 最 初 计划 与 编写 时 ， 一 般 认为 勒 贝 格 积分 理论 是 研究 生 水 平 的 内 容 ， 本 书 恰好 设计 
作为 一 年 级 的 研究 生 学 时 一 年 的 课程 教材 ， 而 那 时 本 科 生 的 课程 倾向 于 对 优秀 学 生 也 包含 勒 贝 
格 积分 的 内 容 ， 并 且 发 现 本 书 也 用 在 这 个 水 平 上 的 课程 。 因 此 这 里 所 提供 的 内 容 变 得 困难 且 让 
人 迷惑 ， 我 试图 将 各 章 安 排 得 有 相当 大 的 独立 性 以 使 得 本 书 可 适用 于 多 种 课程 。 对 于 短期 课程 
一 种 可 能 的 选择 是 覆盖 第 一 部 分 和 第 11、12 章 ， 这 就 给 出 了 R 上 的 微分 与 积分 以 及 抽象 的 测 
度 和 积分 基础 知识 的 全 面 讨 论 ， 还 可 用 覆盖 度量 空间 的 第 7 章 和 有 关 巴 拿 赫 空 间 的 一 些 主题 的 
第 10 章 加 以 补充 ， 对 那些 熟悉 基本 的 测度 和 积分 理论 以 及 度量 空间 要 点 的 学 生 ， 可 以 用 以 下 
方法 构造 一 个 关于 拓扑 空间 的 测度 和 积分 的 短期 课程 : 以 第 7 章 和 第 8 章 作为 背景 内 容 ， 覆 盖 
第 9、13、14 和 15 章 内 容 . 

在 写本 版 中 关于 集合 论 的 一 章 时 ， 我 打算 给 出 一 种 不 同 的 观点 ， 强 调 关 于 数学 基础 的 各 种 
哲学 观点 ， 且 告 诚 人 们 不 要 离开 集合 所 内 人 的 形式 系统 来 赋予 集合 本 质 和 意义 ， 按 这 种 观点 重 
写 该 章 的 尝试 遭 到 了 抵制 ， 但 我 希望 本 书 的 读者 在 对 无 限 集 的 本 质 形成 固定 的 观点 之 前 读 一 些 
关于 数学 基础 的 书 . 

感谢 在 过 去 的 20 年 中 所 有 给 我 提出 改进 意见 的 读者 . Jay Jorgenson 和 Hala Khuri 阅读 且 
检验 了 证 明 ，Elizabeth Arrington 和 Elizabeth Harvey 将 大 量 的 手写 改正 内 容 转 为 适 于 印刷 的 
稿件 ， 在 此 ， 对 他 们 表示 特别 感谢 . 


H. L. Royden 
斯 坦 福 大 学 
1987 年 7 月 


第 2 版 前 言 


本 书 是 随 着 斯 坦 福 大 学 的 课程 “ 实 变 函数 论 ” 一 起 成 长 起 来 的 ， 这 一 课程 在 过 去 的 十 年 里 我 
已 讲授 多 次 . 该 课程 是 为 数学 与 统计 学 专业 的 一 年 级 研究 生 设 计 的 .学 习 该 课程 要 求 有 本 科 数 
学 的 一 般 背景 以 及 对 本 科 涉 及 分 析 基 本 概念 的 课程 内 容 较为 熟悉 ， 我 试图 覆盖 每 个 研究 生 都 应 
该 知道 的 经 典 实 变 函 数论 与 测度 和 积分 论 的 基本 内 容 ， 以 及 一 般 拓扑 与 赋 范 线性 空间 理论 中 更 
为 重要 与 基本 的 一 些 题材 ， 这 里 所 给 出 内 容 的 处 理 方式 在 这 种 类 型 的 研究 生 课 程 中 是 十 分 标准 
的 ， 虽然 本 书 中 在 讨论 测度 与 积分 的 一 般 理论 之 前 首先 讨论 了 勒 贝 格 测度 和 勒 贝 格 积分 。 我 发 
现 这 是 一 次 愉快 的 实践 ， 因 为 学 生 首 先 熟 悉 了 一 个 重要 的 具体 情形 ， 接 着 就 看 到 他 所 学 的 知识 
还 适用 于 很 一 般 的 情形 . 

本 书 的 各 章 之 间 有 相当 大 的 独立 性 ， 而 “ 致 学 生 的 序言 ”中 的 附 图 给 出 了 各 章 之 间 的 内 在 联 
系 . 因此 教师 可 以 根据 意愿 将 这 里 的 内 容 安排 成 一 个 课程 ， 处 于 讨论 主线 边缘 的 各 节 用 星 号 
(x ) 标 记 . “ 致 学 生 的 序言 ”中 列 出 了 一 些 记号 、 习 惯用 法 且 提 出 了 一 些 建议 . 

本 书 的 内 容 属 于 数学 中 的 共同 文化 ， 并 且 反 映 了 许多 数学 家 独具匠心 的 成 果 . 本 书 对 它 的 
处 理 特别 归功 于 Constantine Carathéodory、Paul Halmos 与 Stanislaw Saks 已 出 版 的 著作 以 及 
Andrew Gleason、John Herriot 与 Lynn Loomis 的 演讲 和 讨论 . 本 书 的 第 15 章 是 与 John 
Lamperti 集中 讨论 的 结果 . 

我 还 要 感谢 许多 学 生 与 同事 们 的 有 用 建议 和 批评 ， 对 于 前 者 ， 我 想 特 别提 到 Peter Loeb， 
他 阅读 了 我 原 有 版 本 的 手稿 并 且 帮 助 澄清 了 一 些 证 明 ; 我 还 要 提 到 Charles Stanton， 他 阅读 了 
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致 学 生 的 序言 


本 书 覆 盖 了 每 个 数学 专业 的 研究 生 都 必须 知道 的 部 分 内 容 ， 因 为 想 不 出 一 个 更 好 的 名 字 ， 
所 以 就 把 这 里 的 内 容 称 为 实 分 析 ， 用 这 个 名 字 是 指 现代 数学 中 那些 根植 于 经 典 的 实 变 函 数论 的 
部 分 .其 中 包括 经 典 的 实 变 函数 论 自身 、 测 度 和 积分 、 点 集 拓 扑 以 及 赋 范 线性 空间 的 理论 ， 本 
书 相 应 地 分 为 三 部 分 ,第 一 部 分 是 经 典 的 函数 论 ， 其 中 包括 经 典 的 巴 拿 赫 空间 .第 二 部 分 是 一 
般 拓扑 与 一 般 巴 拿 赫 空 间 的 理论 ， 第 三 部 分 是 测度 与 积分 的 抽象 处 理 . 

预备 知识 .假定 读者 已 经 对 实 变 连续 函数 的 主要 定理 和 和 歼 曼 积分 有 所 了 解 ， 本 书 没有 正 
式 使 用 该 知识 ， 而 第 2 章 (正式 地 ) 提 供 了 所 需 的 全 部 基本 定理 .不 过 ， 本 书 第 2 章 内 容 只 进 
行 简要 论述 ， 目 的 是 回顾 和 作为 后 面 各 章 的 导言 . 因此 对 于 该 知识 不 甚 了 解 的 读者 或 许 会 发 
现 这 里 的 内 容 难于 学 习 ， 另 外， 我 们 还 假定 读者 对 于 一 般 本 科 课 程 中 讲授 的 现代 代数 基础 知 
识 有 所 了 解 ， 在 一 些 边缘 的 节 用 到 了 群 和 环 的 定义 和 基本 性 质 ， 而 且 在 第 10 章 用 到 线性 
向 量 空间 的 基本 概念 .集合 论 则 贯穿 全 书 所 有 内 容 ， 在 本 书 第 1 章 中 论述 该 理论 时 对 一 些 
基本 事实 进行 了 概括 .由 于 其 他 部 分 充满 了 集合 论 的 应 用 ， 因 此 学 生 应 该 在 学 习 本 书 的 
过 程 中 适应 集合 论 的 论述 方式 .建议 读者 首先 粗 读 第 1 章 ， 以 后 在 需要 时 再 回 过 头 来 重新 
复习 .在 Halmos[6]S 和 Suppes[14] 中 对 于 集合 论 有 更 为 全 面 透彻 的 论述 ， 相 信 可 以 对 读 
者 阅读 本 书 有 所 帮助 . 

远 辑 符号 ， 使 用 某 些 逻辑 表达 式 的 缩写 是 比较 方便 的 ， 我们 用 “&? 表 示 “ 和 ”， 所 以 
“A&B” 是 指 “A 和 了 >;“V?” 表 示 “ 或 ">， 所 以 “AV B” 是 指 “A 或 B”;“ 一 ”表示 “ 非 ” 或 “ 否 ”， 所 
以 “~A” 是 指 “ 非 A”， 另 一 个 经 常 使 用 的 重要 符号 是 “=>”， 它 有 许多 同义词 , “A 二 >B” 可 表达 为 
“如 果 A 成 立 ，B 亦 成 立 ”，“A 蕴涵 B”,“A 成 立 仅 当 B 成 立 ”,“A 是 B 的 充分 条 件 ”，“B 是 
A 的 必要 条 件 ”， 表 达 式 “A 二 B” 等 价 于 “(A)V B” 和 “一 (A&(-B))”. 此外， 还 使 用 像 "4 全 
B” 的 符号 ， 这 表示 “(A 二 B)&(B 二 A)”. “ASB” 等 价 于 “A 成 立 当 且 仅 当 B 成立 ”,，“A iff B”， 
“A 等 价 于 B”，“A 是 B 的 充分 必要 条 件 ”. 

除 前 面 的 符号 外 ， 我 们 另外 使 用 两 个 缩写 :“(z)” 表 示 “ 对 于 全 体 x” 或 “对 于 每 一 个 x”， 
而 “(3x)” 表 示 “ 存 在 一 个 x” 或 “对 于 某 一 个 z”， 因 此 表达 式 (z) (3y)(z<y) 是 指 对 于 每 一 个 z 
都 存在 一 个 y 大 于 x， 类 似 地 ，(3y) (zx) (zx 二 y) 是 指 存 在 一 个 y 大 于 每 一 个 z， 要 注意 这 两 个 
陈述 是 不 同 的 : 应 用 于 实数 时 ， 第 一 个 陈述 正确 ， 而 第 二 个 陈述 错误 . 

由 于 说 存在 一 个 z 使 得 A(Cz) 并 不 意味 着 对 于 每 个 工 有 -A(z) ， 所 以 (3z)A(z) 全 一 z) 一 A(z)， 
类 似 地 ，(zA(aD 怠 一 (3 阅 -A(Cz)， 这 个 规则 在 我 们 想 要 表达 复杂 陈述 的 否定 时 常常 是 方便 的 . 
因此 


* ”此 为 原 书 页 码 ， 一 一 编辑 注 
@@ ”括号 中 的 数字 参见 本 书后 面 的 “参考 文献 ”. 


{XI YI- rT) 一 (yy) 一 (所 人 
使 (3z)(y) 一 (zz < y) 
(3z)(Cy)Cy Rr), 
其 中 我 们 用 实数 的 性 质 推 出 (z<y) 合 (? 魏 z). 

有 时 我 们 也 对 标准 的 逻辑 符号 进行 略微 的 改动 . 我 们 写 (se 盖 0) (…)，(36>0)(…)， 
(3zEA)(…， 意 味 着 “对 于 每 个 大 于 0 的 s(…)”“ 存 在 一 个 大 于 0 的 8 使 得 (…)”,“ 存 在 集 
合 A 中 的 一 个 zz 使 得 (…)” 这 种 改动 简化 了 表达 ， 例 如 ， 用 标准 逻辑 符号 ，(e 汪 0)《(…) 应 写 为 
(e){(e>0)=>C.)). 

关于 如 何 正 式 地 使 用 逻辑 符号 的 全 面 论 述 ， 可 参考 Suppes[L 14j. 

陈述 及 其 证 明 ， 绝 大 多 数 数学 中 的 主要 陈述 (定理 、 命 题 等 ) 有 其 标准 的 形式 :“ 如 果 A， 
那么 B” 或 者 用 符号 表达 为 “A 二 B”.， A 过 B 的 逆 否 命题 为 (一 B) 二 (一 A)， 很 显然 ,一 个 陈述 和 
它 的 道 否 命题 是 等 价 的 ; 也 就 是 说 ， 如 果 一 个 为 真 ， 另 一 个 亦 为 真 . 证明 一 个 形 如 “A 二 B” 的 
定理 的 直接 方法 是 从 A 开始 ， 推 出 它 的 各 个 结论 ， 然 后 以 B 结束 . 有 时 用 逆 否 法 更 容易 证 明 
一 个 定理 ， 即 从 一 B 开始 导出 -4. 第 三 种 证 明 方 法 是 反 证 法 或 归 廖 法: 从 A 和 一 B 开始 ， 导 出 
矛盾 . 强烈 建议 不 要 使 用 反 证 法 ! 这 有 两 个 理由 : 首先 ， 这 样 的 证 明 通 常 有 错 ， 最 后 的 矛盾 
是 由 前 面 的 错误 推导 而 不 是 A 与 -B 的 不 相 容 性 引起 的 . 其 次 ， 即 使 正确 ， 也 看 不 出 多 少 A 
与 B 之 间 的 联系 ， 而 直接 证 明 与 逆 否 证 明 构 造 了 连接 A 与 B 的 论证 的 链 . 用 反 证 法 比 用 直 
接 证 法 和 着 否 证 法 容易 出 错 的 原因 是 ， 在 直接 方法 中 (假定 假设 不 总 是 错 的 )， 当 假设 成 立 
时 ， 所 有 从 假设 推导 出 的 陈述 是 正确 的 ， 类 似 地 ， 对 于 道 否 法 ， 当 结论 是 错 的 时 候 ， 从 结论 
的 否 推导 出 的 陈述 是 正确 的 . 这 两 种 方法 ， 一 种 处 理 的 是 正确 的 陈述 ， 一 种 是 关于 什么 是 正 
确 的 直觉 和 知识 ， 它 们 有 助 于 避免 做 出 错误 的 陈述 . 然而 ， 用 反 证 法 ， 你 假定 了 不 真实 的 世 
界 ( 假 定 定理 是 正确 的 )， 其 中 任何 陈述 都 可 推导 出 来 ,因而 陈述 的 错误 显示 不 出 错误 的 
推理 . 

本 书 每 一 章 的 主要 陈述 连续 依次 编号 ， 它 们 以 引 理 、 命 题 、 定 理 或 系 的 形式 出 现 . 定理 将 
被 经 常 使 用 ， 因 此 应 该 记 住 ， 命 题 本 身 也 有 独立 的 意义 但 不 经 常 使 用 ， 而 引 理 通常 仅 用 来 证 明 
本 节 的 命题 和 定理 ， 同 一 章 引用 的 陈述 使 用 编号 说 明 ， 如 定理 17. 引用 其 他 章 的 陈述 以 形 如 
命题 3. 21 出 现 ， 意 思 是 第 3 章 的 命题 21. 关于 习题 也 使 用 了 类 似 的 约定 .本 书 尽 量 避 免 各 章 
之 间 陈 述 的 引用 ， 而 是 用 诸如 “ 勒 贝 格 收敛 定理 ”来 命名 定理 ; 还 有 一 些 对 编号 的 陈述 的 引用 ， 
它们 大 多 是 辅助 性 的 引用 ， 学 生 应 该 知道 而 不 一 定 去 参考 . 

定理 、 命 题 等 的 证 明 以 “证 明 ” 开 始 而 以 符号 “ 国 ” 结 束 . “ 国 ” 的 含义 是 “这 完成 了 证 明 ”， 若 
一 个 定理 具有 形式 “4A 仿 B”， 则 证 明 通 常 分 为 两 部 分 : 一 是 “ 仅 当 ”部 分 ,证明 4 字 B; 二 是 “ 当 ” 
部 分 ， 证 明 B 二 A. 

各 章 之 间 的 关联 性 .每 一 章 和 前 面 各 章 的 关联 可 参阅 下 图 ，10a 表示 10. 1 一 10.4 和 10.8 
节 ; 10b 表示 10. 5 一 10. 7 节 . 
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第 1 章 集合 论 


集合 论 是 现代 数学 最 重要 的 工具 之 一 . 对 集合 及 其 在 数学 基础 中 的 使 用 的 研究 始 于 19 世 
纪 与 20 世纪 之 交 的 康 托 尔 、 弗 雷 格 、 罗 素 等 人 ， 他 们 的 研究 似乎 表明 所 有 数学 都 可 以 仅仅 建 
立 在 集合 论 之 上 . 事实 上 绝 大 部 分 数学 可 以 建立 在 集合 论 之 上 ,但 是 这 个 集合 论 不 是 像 弗 雷 
格 、 罗 素 所 设想 的 那样 简单 自然 ; 原因 是 人 们 很 快 发 现 自由 地 、 无 批判 地 使 用 集合 论 会 导致 矛 
盾 ， 因 此 对 集合 论 的 研究 必须 在 设计 出 多 种 方案 以 排除 这 些 巴 盾 的 基础 上 小 心经 翼 地 开展 . 大 
致 说 来 ， 当 人 们 使 用 的 集合 “ 太 大 ”时 ， 例 如 试图 描述 一 个 包含 所 有 事情 的 集合 时 ， 了 矛盾 便 出 现 
了 .本 书 中 我 们 用 以 下 方法 来 避免 这 些 矛 盾 : 在 我 们 讨论 的 范围 内 ， 固 定 某 个 集合 或 空间 X， 
且 仅 考虑 那些 元 素 取 自 X 中 的 元 素 的 集合 ， 或 元 素 取 自 X 的 子 集 的 集合 (这 种 集合 称 为 集 艇 )， 
或 元 素 取 自 X 的 子 集 的 集 秘 的 集合 (这 种 集合 称 为 集 族 ) ， 等 等 ， 在 前 面 的 几 章 ， 通 常 假 定 X 
为 全 体 实数 . 

本 章 我 们 描述 一 些 后 面 要 用 到 的 集合 论 概念 ， 所 给 出 的 论断 不 太 严密 ， 不 讲求 在 集合 论 的 
国有 基础 上 严格 论证 ， 但 (和 希望) 可 被 理解 . 这 里 给 出 的 描述 和 记号 绝 大 部 分 与 哈 尔 莫 斯 在 他 的 
书 Naive Set Theory[5] 中 所 描述 的 集合 论 一致 ， 然 而 与 本 书 的 目标 与 风格 相应 ， 像 自然 数 、 
有 理 数 、 范 数 等 概念 假设 为 原始 的 、 已 知 的 ， 而 在 哈 尔 莫 斯 的 书 中 则 可 以 根据 集合 论 的 概念 来 
严格 定义 这 些 概 念 . 

关于 集合 论 的 公理 化 讨论 ， 建 议 读 者 参考 萨 比 的 书 Axiomatic Set Theory[L14] 或 者 凯利 的 
书 General Topology[9] 的 附录 ， 

自然 数 ( 正 整 数 ) 在 本 书 中 极为 重要 ， 因 此 我 们 引入 特殊 记号 N 来 表示 自然 数 集 同时 我 
们 承认 数学 归纳 法 及 良 序 原理 ， 数 学 归纳 法 指 的 是 ， 如 果 PC(n) 是 对 每 个 自然 数 n 都 有 定义 的 
命题 ， 那 么 {P(1) & [P(n) 过 Pn 十 1)]) 之 (n)P(n)， 良 序 原理 则 断言 自然 数 集 N 的 每 一 个 非 
空子 集 都 有 一 个 最 小 元 素 . 

集合 论 的 基本 概念 是 集合 与 集合 的 成 员 ， 我 们 用 符号 “E ”表示 后 一 个 概念 ， 用 zE A 来 表 
示 “z 是 A 的 一 个 元 素 (或 成 员 )” 这 一 陈述 .一 个 集合 完全 由 它 的 元 素 所 确定 ， 也 就 是 说 ， 如 果 
对 两 个 集合 A 和 B，xEA 当 且 仅 当 zxEB， 那么 A==B， 假定 集 合 A 中 的 每 个 元 素 都 在 集合 B 
内 ， 即 x€E A 二 xzE€ B; 那么 我 们 说 A 是 B 的 一 个 子 集 或 者 A 包含 于 B， 记 为 ACB， 央 此 我 们 
总 是 有 ACA， 而 且 若 ACB 且 BCA， 则 A==B. 谈 到 “包含 ”的 概念 ， 我 们 或 许 遇 到 比较 遗憾 
的 事情 ， 英语 短语 “contained in” 通 常 既 可 用 来 表达 概念 “E ”又 可 用 来 表达 概念 “CC”， 但 这 里 
我 们 仅 用 它 来 表达 后 一 种 概念 ， 当 我 们 写 “<r# A”， 意 味 着 “ 非 (xE A)”， 即 x 不 是 A 的 一 个 
元 素 . | 

由 于 集合 由 它 的 元 素 所 确定 ， 所 以 确定 一 个 集合 最 常用 的 方法 之 一 就 是 列 出 它 的 所 有 元 
素 ， 因 此 集合 有 以 下 定义 : 集合 A 是 X 中 所 有 具有 性 质 P 的 元 素 x 的 总 体 ， 简 写 为 
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A=tzEX:PCz)). 
因此 rzE4 人 [rzEX & P(Cz)]， 其 中 ， 当 集合 X 熟知 时 ， 有 时 简写 为 9 
A= {rx:P(zx))}. 

我 们 通常 考虑 一 个 具有 一 些 元 素 的 集合 ， 但 为 方便 起 见 我 们 也 考虑 一 个 不 具有 任何 元 素 的 
集合 ， 由 于 集合 完全 由 它 的 元 素 所 确定 ， 因 此 这 样 的 集合 仅 有 一 个 ， 我 们 称 它 为 空 集 ， 且 记 为 
好 . 若 A 是 任意 集合 ， 那 么 名 的 每 个 成 员 ( 实 际 上 一 个 也 没有 ) 都 是 A 的 成 员 ， 因 而 几 CA. 因 
此 ， 空 集 是 任意 集合 的 一 个 子 集 , 

如 果 z，y，z 是 X 的 元 素 ， 我 们 定义 集合 {xz} 为 具有 惟一 元 素 x 的 集合 ; 集合 {z，?)} 为 
恰 有 两 个 元 素 x 和 y 的 集合 ; 集合 {Tz，y，z}) 为 由 元 素 z，y，z 构成 的 集合 ; 等 等 集合 {(z} 
称 为 单元 集 或 z 的 单元 素 集 .我 们 必须 仔细 区 分 x 与 {zx}， 例 如， 总 是 有 xzE€ {z}， 而 几乎 没有 
XELX. 

在 集合 {x，y} 中 ，xz 对 y 没有 任何 优先 关系 ， 即 {x，y} 二 {y，x)}.。 因 此， 我 们 称 {zx，y} 
为 无 序 对 ， 通 常 也 很 有 必要 考虑 有 序 对 (x，y);， 这 里 我 们 区 分 第 一 个 元 素 z 与 第 二 个 元 素 y. 
因此 (zr，y) 二 (a,，5) 当 且 仅 当 x=a 和 yy 一 b， 自 然 地 ， 若 x 关 y 则 (zx，y) 隆 (y，x)， 类 似 地 ， 
我 们 考虑 有 序 三 元 组 (x，y，z)， 四 元 组 (t+，y，z，w)， 等 等 ， 这 里 我 们 区 分 第 一 个 元 素 ， 第 
二 个 元 素 ， 第 三 个 元 素 …… 虽 然 可 以 通过 无 序 对 来 定义 有 序 对 ， 三 元 组 ， 等 等 (参见 哈 尔 莫 斯 
书 中 的 定义 ) ， 但 是 这 里 并 不 这 么 做 ， 

如 果 X 和 了 是 两 个 集合 ， 我 们 定义 它们 的 笛 卡 儿 积 或 直 积 XXY 为 其 第 一 个 元 素 属于 X、 
第 二 个 元 素 属于 Y 的 有 序 对 {Cz，y)} 的 总 体 构成 的 集合 。 类 似 地 ，XXYXZ 是 使 得 zEX， 
yEY，zEZ 的 有 序 三 元 组 {Lx，y，xz)} 的 总 体 构成 的 集合 。 如 果 XX 为 全 体 实数 ， 那 么 XXX 
是 全 体 有 序 实数 对 ， 如 同 我 们 从 解析 几何 所 知道 的 那样 ， 它 等 价 于 平面 上 的 点 集 ， 我 们 有 时 将 
XXX 写 为 X2， 将 XXXXX 写 为 X:， 等 等 . 


1. 证 明 {zx: z 天 z) 一 好 . 

2. 证 明 : 如 果 zx€E 名 ， 那 么 是 一 头 绿 眼 狮 子 . 

3. 证 明 : 一 般 说 来 XX(YX2Z) 与 (XXY) XZ 是 不 同 的 ,但 它们 中 的 任 一 个 都 与 XXYXZ 有 
一 个 自然 对 应 . 

. 证 明和 良 序 集 原理 蕴涵 数学 归纳 法 原理 . [考虑 集合 {nE N: 命题 P(n) 是 错 的 }. ] 

. 用 数学 归纳 法 来 建立 良 序 原理 . [给 定 一 正 整数 集 S， 令 PC(n) 为 命题 “ 若 nE€S， 则 S 有 一 个 
最 小 元 素 ” ] 


1.2 函数 


谈 到 从 X 到 了 的 函数 上， 我 们 指 的 是 这 样 的 规则 : 对 XX 中 的 每 个 = 指定 了 中 的 惟一 元 素 
Fr) 与 之 对 应 。XXY 中 所 有 形 如 C(x，f(z)) 的 有 序 点 对 称 为 函数 f 的 图 像 ，XXY 的 子 集 C 


a 心 


© (直接 或 间接 ) 给 出 对 X 的 限制 是 必要 的 ， 否 则 ， 我 们 会 遇 到 所 谓 的 罗素 悖 论 (参见 Suppes[14]， 第 6 页 ). 


[a 
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是 X 上 函数 的 图 像 ， 当 且 仅 当 对 每 个 zEX，G 中 有 惟一 的 有 序 点 对 ， 其 第 一 个 元 素 是 x， 由 
于 一 个 函数 可 以 由 它 的 图 像 所 确定 ， 因 此 许多 人 常常 将 函数 的 图 像 作为 它 的 定义 ， 但 即便 如 此 
或 者 用 函数 的 原始 概念 都 与 我 们 的 目标 关系 不 大 9? . 

函数 又 称 映射 ， 我 们 将 是 X 到 Y 的 函数 这 一 事实 记 为 

f:X—Y. 

集合 匀称 为 f 的 定义 域 ， 函 数 f 可 以 取 到 的 值 的 集合 {yEY: (3zx)[y 二 f(z) 小 称 为 值 域 .一 
般 说 来 函数 f 的 值 域 比 Y 小 ， 如 果 函 数 了 的 值 域 就 是 了 Y， 则 称 函 数 f 是 了 了 映 上 的 . “此 时 也 可 
用 另 一 个 术语 : f 是 满 射 的 .) 

若 A 是 X 的 子 集 ， 我 们 定义 它 在 映射 f 下 的 像 为 集合 Y 中 可 以 表示 成 y 二 f(x) 的 元 素 的 
总 体 ， 其 中 工 属于 4. 我 们 将 像 记 为 fLA] 

f[A] = {y EY:(3r)[zr € A, y= f(x)]}. 

因此 f 的 值 域 为 AFLX]， 且 f 是 Y 映 上 的 当 且 仅 当 Y= 二 [Xj. 

比 一 个 集合 在 映射 下 的 像 更 为 重要 的 概念 是 一 个 集合 在 映射 f 下 的 逆 像 ， 人 
的 一 个 子 集 ， 我 们 定义 它 在 映射 /下 的 游 像 了 ，[B] 为 中 使 得 /x) 属 于 的 无 素 集 合 ， 3 

fi[Bl= {x € X:f(z) € B}. 

我 们 应 注意 f 是 映 上 YY 的 当 且 仅 当 Y 的 每 个 非 空子 集 的 逆 像 非 空 ， 

函数 f: XY 称 为 一 对 一 的 (或 单 叶 ， 单 射 )， 若 等 式 f(z1) 一 f(zz) 仅 当 工 二 xz 时 成 立 . 
从 义 到 了 的 一 对 一 函数 通常 也 称 为 X 与 了 间 的 一 一 对 应 (它们 也 被 称 为 双 射 )， 在 这 种 情形 下 
存在 一 个 函数 g 使 得 对 所 有 xz 和 y， 有 g(f(x)) 二 + 和 f(g(y)) 王 y. 函数 g 就 称 为 f 的 逆 ， 
有 时 用 记号 三 :来 表示 . 

注意 ， 如 果 把 g 表示 为 / !， 那 么 f ! [EJ] 可 看 成 是 在 f 的 逆 像 或 是 EE 在 f' 的 像 好 
在 根据 我 们 规定 的 记号 ， 这 两 个 集合 是 相同 的 . 

对 于 两 个 函数 f: XY 与 g: Y>Z， 我 们 通过 令 h(x) 二 gCf(zx)) 来 定义 一 个 新 的 函数 
六 ，X-_>2Z. 函数 及 称 为 g 的 复合 函数 ， 记 为 g。 f/f， 对 于 函数 f/; XY 与 XX 的 一 个 子 集 A， 
我 们 定义 一 个 新 的 函数 g: A->Y， 使 得 g(x) 二 f(x) 对 所 有 zE€ 6 成立， 这 个 新 函数 g 称 为 了 
在 A 的 限制 ， 有 时 写 为 f| A， 在 许多 情形 下 都 要 仔细 区 分 函数 g 与 A， 它 们 的 值 域 不 同 ， 并 
且 一 个 集合 在 映射 /下 的 逆 像 与 其 在 映射 g 下 的 逆 像 也 是 不 同 的 . 

在 用 有 序 对 来 定义 函数 之 后 ， 我 们 应 该 指出 ， 反 过 来 ， 也 可 通过 函数 来 定义 有 序 对 ， 一 个 
有 序 对 是 一 个 定义 在 集合 {1，2) 的 函数 ， 类 似 地 ， 一 个 有 限 序列 或 一 个 元 组 ， 是 一 个 定义 在 
前 个 自然 数 的 函数 ， 即 集合 {iE N; i 声 n}. (我 们 称 这 样 的 集合 为 N 的 一 个 片段 . ) 类 似 地 ， 
一 个 无 限 序 列 是 定义 在 自然 数 集 N 的 函数 ， 我 们 用 术语 “序列 ”来 表示 一 个 有 限 或 无 限 序列 . 
若 一 个 序列 的 值 域 在 X 内 ， 则 说 该 序列 是 取 自 X 的 序列 或 X 的 元 素 的 序列 ， 通 常 在 讨论 序列 
的 时 候 ， 我 们 将 函数 在 i 的 值 记 为 x; 且 称 这 个 值 为 该 序列 的 第 i 个 元 素 ， 这 与 常用 的 函数 记号 


”函数 与 其 图 像 的 等 价 性 仅 当 它 是 从 一 给 定 集 X 到 另 一 集 Y 的 函数 时 才 是 对 的 ， 而 其 他 情况 考虑 这 种 等 价 性 会 遇 到 
困难 ， 例 如 在 定义 恒 同 函数 (i(z) 二 x 对 所 有 xz) 的 图 像 时 . 因此 在 把 函数 当成 原始 概念 正式 处 理 时 ， 必 须 有 描述 函 
数 性 质 的 公理 ， 如 (一 g) 包 (xz)[f(z) 一 g(x)]， 正 如 同 我 们 必须 有 能 够 构造 函数 的 公理 . 
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有 所 不 同 . 我 们 通常 将 有 序 n 元 组 记 为 (zi);-;， 而 将 无 限 序 列 记 为 (xi) 人 1， 在 不 会 造成 误解 
时 ， 常 简单 记 为 (x;);， 序 列 (x;) 的 值 域 为 集合 {x:}.。 因 此， 有 序 元 组 (x;)*-1 的 值 域 是 无 序 = 
元 组 {zx;}'-1!。 哨 数 的 这 个 记号 是 合理 的 ， 因 为 它 与 我 们 早先 关于 有 序 对 与 无 序 对 、 三 元 组 等 的 
记号 是 一 致 的 . 

若 集 合 A 是 某 个 序列 的 值 域 ， 则 称 它 为 可 数 的 . 若 集 合 A 是 某 个 有 限 序 列 的 值 域 则 称 它 
为 有 限 的 ， 非 有 限 的 集合 称 为 无 限 集 . (许多 作者 把 “可 数 ” 集 的 定义 限定 为 无 限 可 数 的 集合 ， 
而 我 们 的 定义 却 包 含 了 可 数 集中 的 有 限 集 . ) 这 里 用 “可 数 无 限 ” 这 个 术语 来 描述 无 限 可 数 集 . 在 
1. 6 节 ， 我 们 将 再 次 讨论 这 个 概念 . 

以 下 原理 给 出 一 个 定义 无 限 序列 的 有 用 方法 : 

递归 定义 原理 令 了 为 集合 X 到 其 自身 的 一 个 函数 ，& 是 X 的 一 个 元 素 ， 那 么 存在 关中 
的 惟一 无 限 序列 (x,) 使 得 Xi 二 a 且 对 于 每 个 i， Xiti 二 (zi). 

直观 上 看 这 种 序列 的 存在 性 是 很 清楚 的 : 定义 zi 二 a，zz 二 f(a)，zs 二 f(f(a))， 以 此 类 
推 ， 稍 微 正式 一 点 的 证 明 可 如 下 给 出 : 首先 根据 对 x 的 归纳 证 明 ， 对 每 个 自然 数 ”存在 惟一 的 
有 限 序列 


Cn) Cn) Cn) 
zx! 2 9 Ta 9 


使 得 
XxX” 二 a 与 X= f(x"*), li<n. 

由 惟一 性 得 出 xz? 二 x 对 于 in 有 om 成立， 因此 若 定义 z 为 zx ， 则 有 x" 二 zi; 对 in 成 
立 ， 并 且 可 看 到 序列 (z; 满足 原理 的 要 求 . . 

该 原理 可 略 推广 为 :对 每 个 自然 数 n, 令 f, 为 X" 到 X 的 函数 且 a EX， 那么 X 中 存在 惟 
一 的 序列 人 zi) 使 得 zi 一 a 且 zi+ 一 访 (Cz，…，2Zi). 

与 序列 有 关 的 一 个 重要 概念 是 子 序列 ， 为 说 明之 ， 我 们 首先 引信 序列 单调 的 概念 ， 若 从 
到 N 的 映射 g 满足 (> 门 之 Cg (让 >>g(j))， 则 称 之 为 单调 ， 对 于 一 个 无 限 序列 ( 即 一 个 定义 域 
是 N 的 函数 )f， 我 们 称 及 是 的 一 个 无 限 子 序列 ， 若 存在 一 个 从 N 到 N 的 单调 映射 g 使 得 
hh 二 f。g. 如 果 将 f 写 为 (f;)，g 写 为 (g;:)， 那 么 就 可 以 用 (fs ) 来 表示 f。&. 


习题 

6. 令 f 为 非 空 空间 X 到 Y 的 映射 . 证 明 上 是 一 对 一 的 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 映射 g 使 得 E “了 
是 X 上 的 恒 同 映射 ， 即 对 所 有 xE 关 有 g (CCz)) 一 工 . 

7. 令 了 为 非 空空 间 X 到 了 的 映射 证 明 是 映 上 的 ， 若 存在 一 个 映射 g 使 得 f。g 是 Y 上 的 
恒 同 映射 ， 即 对 所 有 yEY 有 f(g(y)) 一 y. (其 道 命 题 见习 题 21. ) 

8. 用 数学 妇 纳 法 证 明文 中 所 推广 的 递归 定义 原理 . 


1.3 并 、 交 和 补 


固定 一 个 集合 X， 考 虑 它 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 了 (X)， 我 们 对 X 的 子 集 实施 某 些 基本 的 
集合 论 运算 . 设 A 与 B 是 X 的 子 集 ,定义 它们 的 交集 4 门 B 为 既 属 于 A 又 属于 B 的 所 有 元 
素 . 因此 
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ANB= {rx:x€EA&zr EB). 
注意 这 个 定义 对 A 和 B 是 对 称 的; 即 A 站 mB 一 BN 站 A. 进一步 有 ANBCA 有 ANMNB=ASGAC 
B. 还 有 (ANB)NC=ANCBNC)， 因 此 把 这 个 集合 写 为 ANBNC， 该 集合 是 属于 A，B 与 C 
的 元 素 的 总 体 . 
我 们 定义 两 个 集合 A 与 B 的 并 集 AUB 为 属于 A 或 属于 B 的 元 素 ， 因 此 
AUB= {x:xEAVzrEB). 
我 们 有 
AUB=BUA 
AU(BUO=(AUBUC=AUBUC 
ACAUB 
A=AUBOBCA. 
还 有 关于 并 与 交 之 间 的 关系 ， 这 些 关系 称 为 分 配 律 : 
AN(BUO= (NBUCGANO 
AU(BNMNO=AAUBNAUO. 
在 这 些 关系 中 ， 空 集 必 和 空间 X 起 着 特殊 的 作用 : 
AUSY=A, ANMY=% 
AUX=X, ANX=A. 
如 果 A 是 X 的 一 个 子 集 ， 我 们 定义 A 的 补 集 A( 相 对 于 X) 为 X 的 不 在 A 中 的 元 素 总 体 . 
于 是 . 
A= {rE€ X:r ¢ A). 
有 时 也 将 A 写 为 一 A， 关 于 集合 的 补 集 ， 我 们 有 
B=X, X= 
A=A, AUZA=X, ANMA=% 
4AC BC 人. 
关于 集合 的 并 与 交 的 补 有 两 个 特殊 的 运算 律 ， 称 之 为 德 摩根 律 : 
~(AUB)=ZANBE 
~(ANMNB)=AUSE. 
如 果 A 和 B 是 X 的 两 个 子 集 ， 我 们 定义 差 B~A 或 者 A 在 B 中 的 相对 补 集 为 B 中 那些 不 
属于 A 的 元 素 ， 那 么 
BA4A=(zizEBR&zkgA}. 
所 以 有 了 一 A=BmA. 
我 们 也 用 记号 AAB 来 表示 两 个 集合 A 与 B 有 如 下 定义 的 对 称 差 : 
AAB=(A~BU(B~A). 
两 个 集合 的 对 称 差 为 那些 仅 属于 它们 其 中 一 个 集合 的 点 的 总 体 . 
若 两 个 集合 的 交集 为 空 集 ， 称 这 两 个 集合 是 不 相交 的 ， 若 一 个 集 艇 ce 中 的 任何 两 个 集合 都 
不 相交 ， 则 称 该 集 艇 Ce 为 不 交集 矮 或 两 两 不 相交 的 集 艇 . 
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将 两 个 集合 取 并 集 ( 或 交集 ?的 过 程 重 复 多 次 ， 就 可 以 得 到 有 限 集 簇 的 并 集 ( 或 交集 )， 因 
此 ， 可 以 给 出 任意 集 复 交集 的 定义 集 艇 e 的 交集 为 X 中 那些 属于 e 的 每 个 成 员 的 元 素 的 总 体 . 
将 这 个 交集 记 为 { 1A 或 44:; AEe}. 因此 

(1 A= {rE X:(A)(AE C=—r€ A)). 
类 似 地 ， 可 以 定义 任意 一 个 集 久 的 并 为 
(J A= {re xX:(3A)(AE € & zr € A)). 


AEE 


德 摩根 律 对 任意 的 交 与 并 都 成 立 : 


还 有 以 下 分 配 律 : 


BU| 门 4|= 门 cuU4). 
根据 定义 ， 空 集 簇 的 并 集 为 空 集 而 空 集 簇 的 交集 是 空 集 ， 
至 于 X 的 子 集 的 序列 ， 我 们 指 的 是 取 值 于 PC(X) 的 序列 ， 即 从 N( 或 N 的 一 段 ) 到 P(X) 的 


映射 ， 若 (A,) 是 X 的 子 集 构成 的 无 限 序列 ， 将 该 序列 的 域 的 并 写 为 | A,， 因 此 


A， 一 {zx:(3DD Cz 各 Ai))， 


IC 


类 似 地 ， 若 (B,); ,是 X 的 子 集 构成 的 有 限 序列 ， 将 该 序列 的 域 的 交 写 为 | ] B,， 因 此 


(1 B:=B NB NNB,. 


鉴于 序列 的 记号 是 如 此 便于 使 用 ， 因 而 可 将 它 推广 至 任意 集 秘 .为 此 引入 加 标的 集 驴 的 概 
念 . X 的 一 个 加 标 子 集 (或 X 的 子 集 构成 的 集 簇 ) 是 一 个 从 指标 集 4 上 到 X (或 X 的 子 集 ) 的 一 
个 函数 . 若 A 为 自然 数 集 ， 则 加 标 集 合 与 序列 的 概念 是 一 致 的 . 

为 与 序列 的 记号 一 致 ， 通 常用 x 来 取代 xz (X3)， 并 将 加 标 集合 表示 为 (zx,} 或 {zx: AEA4)} 
即 说 {xz} 被 A 加 标 。 定义 一 个 加 标 集合 的 并 与 交 为 用 来 定义 该 加 标 集 的 函数 的 值 域 的 并 与 交 . 
因此 有 


UA= (zrzE XWAEAL xzE A,)) 


AE€EA 


与 
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(Ai:= {rz€ XNA EE Ar € A)). 


aE€EA 


当 4 为 自然 数 集 N 时 ， 我 们 有 


类 似 的 关系 式 对 取 并 运算 也 成 立 . 
若 f 是 将 X 上 映 人 了 的 函数 ，{(A,} 是 的 子 集 构成 的 集 徐 ， 那么 


A|U A, | =【] fLA,;], 
但 我 们 仅 可 得 出 


A NM a] NAA. 
至 于 省 像 ， 对 于 Y 的 子 集 构成 的 集 秘 {B,) 以 下 等 式 成 立 ; 
PUB = Uf7CB,] 


[NB =N Ce 
且 对 BCY 有 
f7[B] =~ f7LB] 
对 ACX 且 BCY,， 有 
fiLf"LBJJCB 
5 . 


9. 证 明 ACBSANMB=ASAUB=B. 
10. 证 明 分 配 律 . 
11. 证 明 ACBOBCA. 
12. 证 明 
a. AAB=BAA 和 AA(BAC)=(AAB)AC. 
b. AAB= ZSOA=B. 
c. AAB= XOA=B. 
d. AAZ =A 和 AAX=A. 
e. (AAB)N E= (ANE)A(BNE). 
13. 证 明 德 摩根 律 ( 对 任意 的 交集 与 并 集 ). 
14. 证 明 


fiLfLA1 DA. 


BN[UA4|=U BNAa. 


AEE AEER 


15 
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15. 证 明 ， 若 @ 与 3 为 两 个 集 簇 ， 那 么 
LU {A:A EQ@}]NTLU {B:BEB}]=U {ANB:(A,B;E @ x 23). 
16. 证 明 
a. FLUA, = U/LA,]. 
b. ALNA, JCN LA,]. 
c. 给 出 一 个 例子 使 得 
FLn AdN A. 
17. 证 明 
a.f [UB]J= Uf LB,]. 
b. fCNMB, j= NFLB,]. 
c.f [LB]=~f7[B], BCY. 
18. a. 证 明 ; 若 了 将 X 上映 人 Y 且 ACX，BCY， 那 么 
f[f "LBJICB 
与 
f7 LLAJJOA. 
b. 给 出 一 个 例子 说 明 等 式 不 一 定 成 立 . 
c. 证 明 : 车 f 将 XX 映 和 信 Y 且 BCY， 那么 
f[f7LB}]]=B. 


1.4 集合 的 代数 


由 X 的 子 集 构成 的 集 簇 @ 称 为 一 个 集合 的 代数 或 布尔 代数 . 若 它 满足 以 下 三 个 条 件 : 
(让 只 要 A 与 B 属于 @ 就 有 AUB 属 于 G@; (iD 只 要 人 A 属 于 @ 就 有 A 的 补 A 属于 Q@; 根据 德 摩根 
律 我 们 有 ，(ii) 只 要 A 与 B 属 于 @ 就 有 AmB 属于 @. 根据 德 摩根 律 还 有 : 若 XX 子 集 的 集 艇 @ 
满足 GD 与 Gii)， 它 也 满足 (i)， 因 此 它 是 一 个 布尔 代数 .通过 一 次 取 两 个 集合 的 并 集 ， 我 们 看 
到 若 A ，…，A, 属于 @， 则 AiU As U…UA, 也 属于 @， 同样 地 ，Ali 门 Ai 门 … 门 4A, 也 属 
于 @. 

我 们 将 发 现 以 下 几 个 关于 集合 代数 的 命题 是 有 用 的 .首先 是 ， 

1, 命题 给 定 和子 集 的 任何 集 徐 6， 存 在 包含 e@ 的 最 小 代数 @ ; 即 存在 一 个 代数 @ 包 含 e 
且 对 每 一 个 包含 Ce 的 代数 了， 都 有 BB 包含 @. 

证 明 令 了 为 包含 e 的 所 有 代数 (X 的 子 集 ) 构 成 的 集 族 . 令 @ 二 站 (83: 38€F}， 由 于 了 中 
的 每 个 3 包含 e， 因 此 e 是 @ 的 一 个 子 和 能. 进一步 地 ，Q@ 是 一 个 代数 . 车 A 与 B 属 于 G@， 那 么 对 
于 每 个 BEF 有 AEB、BE B， 由 于 B 是 一 个 代数 ，AUB 属于 了， 因为 该 关系 式 对 每 个 BE F 
都 成 立 ， 我 们 有 AUB 属于 门 (3: BEF)， 类 似 地 , 若 AEGQ 那么 AE GQ. 根据 @ 的 定义 可 以 
得 出 ， 若 3 是 一 个 包含 e 的 代数 ， 则 32 二 Q@， 图 

包含 e 的 最 小 代数 称 为 由 e 生 成 的 代数 . 
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2. 命题 令 @ 为 义 的 子 集 的 代数 且 (A;) 为 @ 中 集合 的 序列 ， 那 么 存在 @ 中 的 集合 序列 (B,》 
使 得 当 ?2 天 加 ， 如 ,门卫 一 熙 且 


U B=U A. 
证 明 ”由 于 当 (A;) 为 有 限时 命题 是 平凡 的 ， 所 以 假定 Ai) 为 无 限 序列 . 设 Bi 一 Al， 且 对 
每 个 自然 数 n>1 定义 
B,= A, ~ [A U A: U…UA4-] 
= A, MN Ai NN A NN A 
由 于 @ 中 的 集合 的 补 集 和 交集 仍 在 @ 中 ， 因 而 有 每 个 B,E GQG， 还 有 B,CA,. 令 B 和 B。 为 如 


此 两 个 集合 ， 并 假定 mw 二 n， 那 么 BCA。， 因 而 
B» NN B.C A», NN B, 


因为 B,CA;, 所 以 


令 zE Ua.. 那么 xz 必须 至 少 属于 这 些 A; 中 的 一 个 . 令 n 为 使 得 x€ A; 的 最 小 的 i， 那么 


XEB,,H rE Us,. 因此 


因而 我 们 有 
U B= UA,. 面 


n= n=1 


一 个 集 代 数 @ 称 为 一 个 a 代数， 或 一 个 博 雷 尔 域 ， 若 @ 中 的 每 个 可 数 集 秘 的 并 集 仍 属于 @. 


即 ， 若 (A,) 是 一 个 集 列 ， 那么 A, 仍 在 @ 中 .根据 德 摩根 律 ，Q& 中 的 可 数 集 禾 的 交集 仍 属于 [如 
@， 对 命题 1 的 证 明 稍 作 修改 我 们 得 到 以 下 命题 : 
3. 命题 给 定义 的 子 集 的 任何 集 繁 e， 硝 在 包含 Ce 的 最 小 go 代数 ; 即 存在 一 个 a 代数 @ 包 
含 e， 使 得 对 每 一 个 包含 EC 的 5 代数 了 都 有 Q@C3. 
包含 e 的 最 小 a 代数 称 为 由 e 生 成 的 o 代数 . 
习题 


19. a. 证 明 命题 3. 


[19 | 
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b. 车 @ 是 由 e 生 成 的 代数 ， 那 么 @ 和 Ce 生 成 相同 的 a 代数. 

20. 令 e 是 一 个 集 簇 且 王 是 由 e@ 生 成 的 代数 的 一 个 元 素 ， 那 么 存在 一 个 可 数 子 集 簇 eeCe， 使 
得 EE 是 由 Ce, 生成 的 o 代 数 @ 的 一 个 元 素 . [提示 : 令 @ 为 所 有 由 6 的 可 数 子 集 簇生 成 的 o 
代数 的 并 ， 那 么 @ 二 @.] 


1.5 选择 公理 与 无 限 直 积 


集合 论 的 一 个 重要 公理 即 所 谓 的 选择 公理 . 它 与 公理 集合 论 的 其 他 公理 相 比 显得 不 那么 初 
等 ， 但 我 们 知道 选择 公理 是 独立 于 它们 的 . 许多 数学 家 喜欢 它 的 非常 明确 的 应 用 与 推论 ， 事 实 
上 关于 选择 公理 的 应 用 与 推论 已 有 很 多 重要 的 研究 成 果 . 但 在 这 里 我 们 对 它 应 用 的 探讨 是 不 太 
正式 的 . 下 面 给 出 该 公理 : 

选择 公理 令 C 为 任意 非 空 的 集 徐 ， 那 么 有 定义 在 C 的 函数 下 ， 其 将 C 中 的 每 个 集合 A 映 到 
A 的 一 个 元 素 F(A). 

函数 下 称 为 选择 函数 ， 它 的 存在 性 可 看 作对 e 的 每 一 个 集合 A 选 出 A 中 的 一 个 元 素 . 无 
疑 ， 当 集 艇 e 为 有 限 个 成 员 时 ， 这 样 做 没有 困难 ， 而 当 集 人 能 @ 为 无 限时 ， 我 们 就 需要 选择 公理 
了 .车 集 奥 不 相交 ， 我 们 可 认为 选择 公理 断言 要 选 出 这 么 一 种 “议会 ”， 其 成 员 来 自 C 中 的 每 个 
集合 的 可 能 性 . . 

令 e 二 {X;) 为 被 指标 4 标记 的 集 艇 .我 们 定义 直 积 
为 由 所 有 被 标记 的 具有 性 质 EX 的 集合 组 成 的 集 艇 {xz}， 车 A 二 {1，2)}， 我 们 有 早先 定义 


的 两 个 集合 Xi 与 X; 的 直 积 X; XX. 车 z= (zi) 是 XX 的 一 个 元 素 ， 则 称 zi 为 z 的 第 4 重 
坐标 . 


若 某 个 X, 为 空 集 ， 那么 儿 X, 也 是 空 集 ， 选 择 公理 等 价 于 它 的 着 命题: 若 每 个 X; 非 空 ， 
那么 XXX, 非 空 ， 为 此 贝 特 朗 。 罗素 倾向 于 将 选择 公理 称 为 乘积 公理 . 
21. 令 f; X-=Y 到 了 映 上 的 ， 那 么 存在 一 个 映射 g: YX 使得/。g 是 Y 上 的 恒 同 映射 . 
[将 选择 公理 运用 于 集 簇 (4: (3 y€Y 站 满足 A= [{y)]).] 
1.6 可 数 集 


在 1.2 节 中 ， 若 一 个 集合 是 某 个 序列 的 值 域 ， 则 定义 它 是 可 数 的 . 如 果 它 是 某 个 有 限 序列 
的 值 域 ， 我 们 就 得 到 有 限 集 ， 但 一 个 无 限 序 列 的 值 域 也 可 能 有 限 . 事实 上 每 个 非 空 有 限 集 都 是 
一 个 无 限 序列 的 值 域 ， 例 如 ， 有 限 集 {xi ，…，x。} 是 无 限 序列 {x;} 当 i>n,， Zi 二 工 的 值 域 ， 因 
此 一 个 集合 是 可 数 无 限 的 ， 若 它 是 某 个 无 限 序列 的 值 域 ， 但 不 是 任何 有 限 序列 的 值 域 ， 自然数 
集 N 就 是 一 个 可 数 无 限 集合 的 例子 . 
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在 进一步 讨论 之 前 ， 我 们 最 好 先 来 讨论 一 下 空 集 ， 空 集 不 是 任何 序列 的 值 域 (除非 我 们 承 
认 有 零 项 序列 )， 然 而 ， 为 方便 起 见 ， 在 给 出 有 限 集 与 可 数 集 的 定义 时 ， 我 们 约定 空 集 既 是 有 
限 的 又 是 可 数 的 ， 因 此 : 

定义 ”一 个 集合 称 为 有 限 的 ， 若 它 或 者 是 空 集 或 者 是 某 个 有 限 序列 的 值 域 .一 个 集合 称 为 
可 数 的 (或 可 列举 的 ) ， 若 它 不 是 空 集 就 是 某 个 序列 的 值 域 . 

由 上 面 这 个 定义 可 立刻 得 出 任何 可 数 集 的 像 是 可 数 的 ， 即 可 数 定义 域 上 任何 函数 的 值 域 可 
数 ， 类 似 的 结论 对 有 限 集 也 成 立 . 

数学 上 通常 会 给 出 稍微 不 同 但 等 价 的 定义 ， 该 定义 基于 一 一 对 应 的 概念 . 我 们 首先 注意 到 
任何 可 与 有 限 集 一 一 对 应 的 集合 是 有 限 的 ， 任 何 能 与 可 数 集 一 一 对 应 的 集合 必须 是 可 数 的 由 
于 自然 数 集 N 是 可 数 集 但 非 有 限 集 ， 那 么 任何 可 与 自然 数 集 N 一 一 对 应 的 集合 是 可 数 无 限 的 . 
习惯 上 常用 这 个 性 质 来 定义 可 数 无 限 集 ， 因 此 为 表明 我 们 的 定义 与 这 个 通常 的 定义 等 价 ， 我 们 
必须 证 明 ， 若 无限 集 下 是 某 个 序列 (z.》 的 值 域 ， 则 它 可 以 与 自然 数 集 N 建立 一 一 对 应 .为 此 
我 们 递归 地 定义 一 个 从 N 到 NN 的 函数 pg: 令 p(1) 一 1， 且 定义 gln 十 1) 为 使 得 zw 关 zi 对 所 有 i 二 
gln) 成 立 的 最 小 m， 因 为 EE 是 无 限 的 ， 所 以 这 样 的 m 总 是 存在 的 ， 且 根据 自然 数 集 N 的 良 序 
原理 ， 最 小 的 m 必定 存在 ， 因 此 ”一 zx 是 N 和 与 已 间 的 一 一 对 应 ， 这 样 就 证 明了 一 个 集合 是 
可 数 无 限 当 且 仅 当 它 可 以 与 自然 数 集 N 建立 一 一 对 应 关系 .现在 我 们 可 以 证 明 关 于 可 数 集 的 
一 些 简单 命题 ; 

4. 命题 ”可 数 集 的 每 个 子 集 可 数 ， 

证 明 令 下 = (z,} 为 可 数 集 ，A 为 EF 的 一 个 子 集 ， 若 A 为 空 集 ， 则 根据 定义 A 是 可 数 的 . 
若非 空 ， 选择 A 中 的 元 素 z. 用 以 下 方式 定义 一 个 新 序列 (yw): 车 xz,€ A，ys 王 zx; 若 
x, 攻 A，y, 二 +， 那么 A 是 (y,) 的 值 域 ， 因 此 可 数 . [i 

5, 命题 令 A 为 可 数 集 ， 那么 A 的 所 有 有 限 序列 构成 的 集 可 数 . 

证 明 由 于 A 是 可 数 的 ， 它 就 可 与 自然 数 集 N 的 一 个 子 集 一 一 对 应 ， 因 此 仅 需 证 明 自 然 
数 的 所 有 有 限 序列 构成 的 集 S 可 数 . 令 (2，3，5，7，11，…，pr，…) 为 素数 序列 ， 那么 N 
中 的 每 个 上 有 惟一 的 素 因数 分 解 en 一 2 3*… ph ， 其 中 zx;E No 一 NU{0) 且 x 之 0， 令 下 为 定 
义 在 N 上 的 函数 ， 它 将 每 个 自然 数 上 映 人 N。 中 的 有 限 序列 (x1，…，zY， 那么 S 就 是 也 值 域 
的 一 个 子 集 . 因此 根据 命题 4，S 是 可 数 的 . 本 

6. 命题 有 理 数 集 是 可 数 的 . 

7. 命题 可 数 集 的 并 是 可 数 的 . 

证 明令 e 为 可 数 集 构成 的 可 数 集 焦 . 若 e 中 的 所 有 集合 是 空 集 ， 那 么 并 集 就 是 空 集 并 是 
可 数 集 ， 因 此 我 们 可 以 假定 e 的 集合 非 空 ， 所 以 e@ 是 无 限 序列 4A.) 人 :的 值 域 ， 且 每 个 A， 是 无 
限 序列 (zn)! 的 值 域 ， 而 将 tn，m) 映 到 zw 的 映射 是 从 有 序 的 自然 数 对 到 集 艇 e@ 的 并 的 映 上 
映射 。 由 于 自然 数 对 是 可 数 的 ， 所 以 集 簇 e 的 并 必须 也 是 可 数 的 . 加 


日 除 1 外 ; 我 们 约定 写法 1 一 24. 
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习题 

22. 证 上 明 有 限 集 的 每 个 子 集 都 是 有 限 集 . 

23. 用 命题 4 和 命题 5 证 明 命题 6. [提示 : 映射 

‘p,q,1)—> p/g 
(p,q9,2)—>— p/q 
‘1,.1,3)—>0 

是 一 个 值 域 为 有 理 数 集 、 定 义 域 为 N 的 有 限 序 列 集 的 一 个 子 集 . ] 

24. 证 明 值 域 为 {0，1}) 的 无 限 序 列 集合 是 不 可 数 的 . [提示 : 令 了 为 从 N 到 瑟 的 函数 ， 那 么 
f() 是 序列 (am)%2%1. 设 刀 = 二 1 一 as， 那 么 (6,) 仍 然 是 值 域 为 {0，1} 的 序列 ， 且 对 每 个 
vEN 我 们 有 (5,) 关 (a )， 这 个 证 明 方 法 即 为 著名 的 康 托 尔 对 角 线 法 . ] 

25. 令 f 为 XX 到 由 XX 的 子 集 构成 的 集 艇 PCX) 的 映射 ,那么 存在 一 个 集合 ECX， 它 不 在 f 的 
值 域 中 . [提示 : 令 E=({zx:; zf(r)).] 

26. 用 选择 公理 与 广义 递归 定义 原理 证 明 每 个 无 限 集 X 包含 一 个 可 数 无 限 子 集 . 


1.7 关系 与 等 价 


给 定 工 与 y?， 它 们 之 间 可 以 有 许多 种 方式 相 “关联 ”， 例 如 zx 一 y，ZXEy，XxCy， 或 对 于 工 ， 
y 为 数 的 情形 x 二 y， 一 般 我 们 说 R 表示 一 个 关系 ， 给 定 z 和 y， 或 者 z+ 对 y 有 关系 R( 写 为 
zxRy) 或 者 z 对 y 没有 关系 R， 若 zRy 芍 涵 zEX 与 yEX， 则 称 及 是 和 上 的 一 个 关系 .因此 ， 
我 们 定义 及 的 图 像 为 集合 {(z，y) ，zRy}. 由 于 若 (zRy) 扣 (rzSy)， 我 们 考虑 两 个 关系 民 与 S 
相同 ， 所 以 每 个 集合 X 上 的 关系 被 它 的 图 像 惟 一 确定 ， 反 过 来 XXX 的 每 个 子 集 是 X 上 某 个 
关系 的 图 像 ， 因 此 将 X 上 的 关系 等 同 于 它 的 图 像 且 定义 关系 为 XXX 的 子 集 ， 在 许多 集合 论 
的 形式 化 处 理 中 ， 一 般 来 说 一 个 关系 可 简单 地 定义 为 有 序 对 的 子 集 ?. 

若 一 个 关系 及 对 所 有 和 中 的 zx，> 和 z， 满 足 zRy 和 yRz 都 蕴涵 xRz， 我 们 称 它 为 X 上 
传递 的 ， 因 此 二 和 (是 实数 集 上 的 传递 关系 ， 若 一 个 关系 R 对 所 有 XX 中 的 x 和 y 满足 xRy 药 
涵 y Rr， 则 称 它 为 了 上 对 称 的 ， 若 一 个 关系 R 对 所 有 zEX 满 足 zRz， 则 称 它 是 X 上 自 
反 的 . 

一 个 和 上 的 传递 、 对 称 、 自 反 的 关系 称 为 上 的 等 价 关系 或 简单 地 说 X 上 的 一 个 等 价 . 
假定 三 是 XX 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 对 给 定 的 x€EXX， 令 FE, 为 所 有 与 xz 等 价 的 元 素 ， 即 E, 一 >: 
y 二 zx). 车 y 与 z 都 在 E。， 那么 y=z 且 z 三 z， 根据 对 称 性 和 传递 性 有 zx 二 y， 因 此 下- 的 任意 两 
个 元 素 等 价 ， 若 yE E, 且 x 二 y， 那 么 zx 三 y 且 y 寺 +， 这 就 得 到 z 三 zx， 因而 x€ E:. 因此 X 中 
任何 与 ,的 元 素 等 价 的 元 素 ， 其 自身 也 是 已 -的 一 个 元 素 . 所 以 ， 对 X 的 任意 两 个 元 素 x 和 
y， 集 合 EE 与, 要么 相同 (车 z 硅 y) 要 么 不 相交 (车 zx 关 y)， 集 簇 {E。: ZzEX)} 中 的 集合 称 为 和 
在 三 下 的 等 价 集 或 等 价 类 ， 因 此 X 是 其 在 三 下 的 等 价 类 的 不 交 并 . 注意 到 xEE,， 因 而 没有 
空 的 等 价 类 . 


”参见 Suppes[14]，57 页 ， 或 Halmos[5]，26 页 ， 然而， 应 该 指出 ， 这 样 的 方法 存在 一 个 困难 ， 一 、E 和 己 不 是 关 
系 ， 为 此 我 倾向 于 如 Kelley[9](260 页 ) 的 处 理 方法 ， 在 那里 关系 不 必 是 有 序 对 的 集合 . 
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在 寺 下 的 等 价 类 的 集合 称 为 关于 夺 的 商 集 ， 有 时 记 为 X/ 三 .映射 zx 一 下 -是 X 到 X/ 三 映 
上 的 自然 映射 . 

集合 X 上 的 二 元 运算 是 一 个 从 XXX 到 X 的 映射 ， 若 zx 三 zx 和 yy 二 y 蕴涵 (zx 十 y) 寺 (zx' 十 
y ) 我 们 说 等 价 关 系 寺 与 二 元 运算 “十 ” 相 容 ， 在 这 种 情形 下 “十 ”定义 了 商 集 Q=X/ 反 上 的 一 个 
运算 : 车 EE 与 F 属于 Q， 选取 xEE，yEF， 定义 E 十 让 为 E(1». 由 于 三 是 一 个 等 价 关 系 ， 
所 以 EE 十 F 仅 依赖 于 E 和 下 而 与 x 和 y 的 选取 无 关 . 

想 要 了 解 更 多 细节 的 读者 可 以 查询 Birkhoff and MacLaneL2]，145 页 . 


习题 

27. 证 明 如 上 定义 的 下 十 G 仅 依 赖 于 下 与 G. 

28. 令 义 为 加 法 运算 十 的 阿 贝尔 群 ， 那 么 三 与 十 相 容 当 且 仅 当 zx 二 zx 蕴涵 x 十 y 志 xz 十 >， 因 此 
诱导 运算 使 商 空 间 成 为 一 个 群 . 


1.8 偏 序 与 极 大 值 原理 


集合 X 上 的 一 个 关系 及 称 为 反对 称 的 ， 若 对 于 所 有 xz 和 y，zxRy 和 yRz 蕴涵 x 一 y， 集合 
和 上 的 一 个 关系 去 说 为 偏 序 (或 偏 序 X) 若 它 在 X 上 传递 且 反 对 称 . 因此 和 是 实数 上 的 一 个 偏 
序 且 CC 是 ?(X)7 上 的 一 个 偏 序 ， 集 合 X 上 的 一 个 偏 序 过 称 为 一 个 线性 序 ( 或 简单 序 ) 若 对 X 的 两 
个 元 素 = 和 y， 不 是 有 z<y 就 是 有 yx， 因 此 万 是 实数 上 的 线性 序 ， 而 己 不 是 P(X) 上 的 线 
性 序 . 

若 志 是 和 上 的 一 个 偏 序 且 a<8， 我 们 常 说 a 先 于 5 或 6 跟随 a， 有 时 会 说 a 比 6 小 或 5 比 
4 大 ， 若 ECX， 我 们 说 一 个 元 素 eaE 已 是 下 的 第 一 元 或 正 的 最 小 元 ， 只 要 zE 已 且 工 入 4 就 有 
a<z. 类 似 地 可 定义 最 后 (最 大 ) 元 . 一 个 元 素 称 为 极 小 元 ， 若 不 存在 +E 使 得 x 关 a 且 x<a， 
类 似 地 可 定义 极 大 元 . 应 该 注意 到 ， 若 一 个 集合 有 最 小 元 ， 那么 这 个 元 素 就 是 极 小 元 ， 若 到 是 
线性 序 ， 则 极 小 元 是 一 个 最 小 元 ， 一 般 来 说 ， 可 能 会 有 非 最 小 元 的 极 小 元 . 

我 们 关于 偏 序 的 定义 未 曾 断 言 zz 的 可 能 性 或 必要 性 ， 若 对 所 有 的 z 有 x 工 <z， 则 称 << 自 
反 偏 序 ， 若 从 未 有 x 过 x， 那么 到 称 为 严格 偏 序 . 因此 到 是 实数 上 的 严格 偏 序 ， 委 是 实数 上 的 
自 反 偏 序 ， 对 任意 偏 序 过 存在 惟一 的 严格 偏 序 与 惟一 的 自 反 偏 序 使 得 对 所 有 满足 x 关 y 的 
(z，y) 与 < 一 致 . 若 志 是 任何 偏 序 ， 我 们 用 志 表 示 相 伴随 的 自 反 偏 序 . 

以 下 原理 等 价 于 选择 公理 且 更 便于 经 常 应 用 . 该 等 价 关系 的 证 明 与 相关 原理 的 讨论 ， 参 阅 
Suppes[14]， 第 8 章 , 或 Kelley[9]，31-36 页 . 

豪 斯 多 夫 极 大 和 值 原理 令 一 为 集合 上 的 偏 序 ， 那 么 存在 六 的 一 个 极 大 线性 有 序 子 集 S， 
即 X 的 子 集 S 具有 线性 序 过 和 以 下 性 质 : 若 SCTCX 且 本 在 尺 下 是 线性 序 ， 那 么 S 二 TT. 
29. 令 < 为 和 上 的 一 个 偏 序 ， 那 么 久 上 存在 一 个 惟一 的 严格 偏 序 二 和 一 个 惟一 的 自 反 偏 序 专 ， 

使 得 对 于 x 了 关 y 有 xy 人 XxX yOXSY. 
30. 给 出 一 个 有 惟一 的 极 小 元 但 没有 最 小 元 的 偏 序 集 的 例子 . 


24 


[25 


[26 | 
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1.9 和 良 序 与 可 数 序数 


集合 XX 上 的 一 个 严格 线性 序 二 称 为 X 的 良 序 或 称 为 将 X 良 序 化 ， 若 X 的 每 个 非 空子 集 含 
有 第 一 元 ， 因 此 ， 若 我 们 取 X=N， 且 去 指 的 是 小 于 ， 那 么 N 在 关系 < 下 是 一 个 良 序 集 ， 另 一 
方面 ， 实 数 集合 R 在 关系 “小 于 ?下 不 是 和 良 序 集 ， 以 下 原理 显然 蕴涵 了 选择 公理 并 且 能 够 证 明 
它 与 选择 公理 等 价 ( 见 Suppes[14]， 第 8 竟 ， 或 Kelley[9j]，31-36 页 ). 

良 序 原 理 每 个 集合 X 都 可 被 良 序 化 ， 即 存在 一 个 关系 二 可 将 X 良 序 化 . 

8. 命题 存在 一 个 不 可 数 集 义 被 关系 二 用 以 下 方式 良 序 化 : 

i. 存在 久 的 一 个 最 后 元 Q. 

ii. 车 ZEX 且 工头 Q， 那 么 集合 (EX: y 过 XT} 是 可 数 的 . 

证 明 令 Y 为 任意 不 可 数 集 ， 比 如 说 习题 23 所 给 出 的 一 个 例子 . 根据 良 序 原理 ， 存 在 了 
上 的 一 个 良 序 二 .车 Y 没有 一 个 最 后 元 ， 取 不 属于 Y 的 元 素 a。， 用 YU {a} 代 替 Y， 通 过 令 所 有 
的 yEY 有 ya 将 关系 二 延 拓 到 新 的 Y， 因 此 这 个 新 的 Y 就 有 一 个 最 后 元 且 在 < 下 是 良 序 的 . 
Y 中 使 得 集合 {zEY: xz 二 y}) 不 可 数 的 y 的 全 体 所 构成 的 集合 是 非 空 的 . 这 是 因为 它 包 含 了 Y 
的 最 后 元 ， 令 0 为 该 集合 的 最 小 元 ， 并 令 X= 二 {xEY: zx 过 0 或 x 一 0Q)， 那 么 集合 XX 就 是 我 们 
所 要 的 集合 . 本 

土 面 命题 中 给 出 的 良 序 集 X 在 构造 例子 过 程 中 十 分 有 用 ， 可 以 证 明 它 在 以 下 意义 下 是 惟 
一 的 : 若 了 是 任何 具有 相同 性 质 的 良 序 集 ， 那 么 X 与 Y 间 存 在 一 个 序 保持 的 一 一 对 应 。X 中 
的 最 后 元 Q 称 为 第 一 不 可 数 序数 ，X 称 为 小 于 或 等 于 第 一 不 可 数 序数 的 序数 集 ， 元 素 x 二 QQ 称 
为 可 数 序数 . 若 {y:， y<z} 有 限 ， 则 称 x 是 一 个 有 限 序数 . 车 w 是 第 一 非 有 限 序数 ， 则 
{zx: Zz<o} 是 有 限 序数 集 ， 并 且 作为 一 个 有 序 集 ， 它 等 价 于 正 整 数 集 N. 


31. a. 证 明 一 个 良 序 集 的 任意 子 集 良 序 . 

b. 若 二 是 一 个 X 上 的 偏 序 ， 且 X 的 每 个 非 空 子 集 有 一 最 小 元 ， 那 么 二 是 一 个 线性 序 进而 
是 一 个 良 序 . 

32. 令 Y 为 小 于 第 一 不 可 数 序数 的 序数 集合 ， 即 了 一 {zEX: zx 二 0). 证 明 Y 的 每 个 可 数 子 集 
EE 有 一 个 属于 Y 的 上 界 进而 有 上 确 界 . (一 个 元 素 5 称 为 E 的 一 个 上 界 ， 若 zx 委 8 对 每 个 
xX EE 都 成 立 ; 若 对 E 的 每 个 上 界 5* 有 和 ， 则 说 5 是 EEF 的 上 确 界 .) 

33. 良 序 集 X 的 子 集 S 称 为 一 个 节 ， 者 

S= {rE€ X:r=y) 
对 某 个 y€E XX 成 立 或 车 S 一 X. 证 明 节 的 并 仍然 是 一 个 节 . 

34. 令 X 和 YY 为 两 个 良 序 集 ， 从 久 到 Y 的 函数 了 称 为 一 个 后 继 保持 映射 若 对 每 个 zEX 元 
素 f(z) 是 Y 中 不 属于 f[{z: zx 过 zx)] 的 第 一 元 . 

a. 证 明 至 多 存在 一 个 从 X 到 Y 的 后 继 保持 映射 . 
b. 证 明 一 个 后 继 保持 映射 的 值 域 是 一 个 节 . 
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. 证 明 : 若是 一 个 后 继 保 持 上 映射 ， 那么 f 是 一 对 一 的 序 保持 映射 并 且 了 一 也 是 序 保持 映 
射 ， 

. 证 明 : 若是 一 个 从 X 到 YY 的 后 继 保持 映射 ,那么 f 对 一 个 节 的 限制 也 是 后 继 保持 的 . 
. 若 X 和 YY 是 良 序 集 ， 那 么 存在 一 个 从 它们 中 间 一 个 映 上 另 一 个 的 节 的 后 继 保 持 映 射 ; 
即 或 者 存在 一 个 从 和 上映 上 Y 的 节 的 后 继 保 持 映 射 ， 或 者 存在 一 个 从 站 映 上 X 的 节 的 后 
继 保持 映射 , [提示 : 考虑 X 上 那些 存在 一 个 后 继 保 持 映 射 将 其 映 人 YY 的 那些 节 簇 . 证 
明 存在 一 个 后 继 保持 映射 将 节 簇 的 并 S 映 人 了 的 映射 S 一 X 或 者 /LS]=Y.] 

. 证 明 命题 8 中 的 良 序 集 X 在 同 构 意 义 下 是 惟一 的 . 


2.1 实数 的 公理 


我 们 假定 读者 已 对 实数 集 R 与 实数 的 基本 性 质 较 为 熟悉 ， 这 些 内 容 通常 出 现在 大 学 分 析 
课程 中 .本 章 的 目的 是 对 那些 要 用 到 的 结果 进行 回顾 与 系统 化 . 

切入 实数 这 一 主题 的 一 个 途径 是 把 它们 定义 为 有 理 数 的 戴 德 金 分 割 ， 而 有 理 数 则 可 以 通过 
自然 数 来 定义 ， 这 就 给 出 了 实数 的 一 个 优美 的 构造 方法 ， 而 无 需 更 为 基本 的 概念 与 集合 论 . 但 
此 处 我 们 并 不 关心 实数 的 构造 ， 而 仅 把 它们 当成 已 知 的 接受 下 来 . 这 里 列 出 了 一 系列 有 关 它 们 
的 公理 .我们 要 用 到 的 性 质 都 是 这 些 公理 的 推论 .事实 上 ， 这 些 公 理 较 完全 地 刻画 了 实数 . 

假定 实数 集 R、 正 实数 集 已 与 从 RXR 到 RR 的 算 符 “ 十 "和 “。 ”都 是 给 定 的 ， 并 且 假 设 这 些 
数 集 和 算 符 满 足以 下 三 组 公理 .第 一 组 描述 实数 的 代数 性 质 ， 第 二 组 描述 实数 的 序 性 质 ， 第 三 
组 包含 上 确 界 公理 . 

A. 域 公理 ”对 于 所 有 实数 坟 7 和 xz， 我 们 有 : 

Al. z 十 y 一 ?十 工 , 

A2. (zr 十 y) 十 z 二 zx 十 (y 十 z)。 

A3. 存在 0ER 使 得 z 十 0 一 工 对 于 所 有 ZE 有 R 成 立 . 

A4. 对 于 每 个 ZER 存在 一 个 WE 有 R 使 得 二 也 一 0. 

A5. xzy= yx. 

A6. (zy)z=x(yz). 

A7. 存在 1ER 使 得 1 天 0 且 Zz，1= 工 对 于 所 有 ZE 及 成 立 . 

A8. 对 于 每 个 不 等 于 0 的 TIER， 存在 wER 使 得 zw= 二 1. 

A9. xz(y+z)=xy 二 rz. 

任何 满足 这 些 公理 的 集合 称 为 一 个 域 (在 十 和 ， 下 ).， 从 Al 我 们 知道 A3 中 的 0 是 惟一 的 . 
事实 上 在 A4、A7 与 A8 的 叙述 中 已 假定 了 0 是 惟一 的 ，A4 中 的 w 是 惟一 的 并 将 它 记 为 
“一 z”， 我 们 定义 xz 一 y(z 减 去 y) 为 xz 十 (一 y).， A?7 中 的 1 是 惟一 的 . 可 以 证 明 A8 中 的 多 是 
惟一 的 且 将 它 记 为 “z-!1”， 若 有 一 个 域 ， 即 任何 满足 从 Al 到 A9 的 系统 ,我 们 可 以 对 它 实施 所 
有 初等 代数 的 运算 ， 其 中 包括 解 线性 方程 组 .我们 将 使 用 这 些 公理 的 各 种 结果 而 不 作 特 别 
说 明 . 

实数 具有 的 第 二 类 性 质 与 实数 有 序 这 一 事实 有 关 . 我 们 可 以 用 公理 化 的 办 法 来 处 理 概念 a 
小 于 5， 但 是 将 正 实数 作为 原始 的 记号 来 使 用 更 为 方便 .因此 ,第 二 组 公理 具有 以 下 形式 ，: 

B. 序 公理 正 实数 的 子 集 P 满足 以 下 公理 : 

Bl. (x, yEP)=>zx+yE€EP. 

B2. (zx, yE P)—>zryE€EP. 

B3. (rE P)>—xEP. 


B4. (rER)=>(z==0) 或 者 (YEP 了) 或 者 (一 TEP). 

任何 满足 A 组 与 B 组 公理 的 系统 称 为 一 个 有 序 域 ， 因 此 实数 全 体 是 一 个 有 序 域 ， 有 序 域 
的 另 一 个 例子 是 有 理 数 全 体 . 

在 一 个 有 序 域 中 ， 我 们 定义 概念 zx<y 为 ?一 ZE P， 用 记号 “x 万 y” 来 表示 “x 二 y 或 + 一 y”. 
根据 过， 公理 Bl 等 价 于 

(Ty zw) 和 r+ yw, 

公理 B2 等 价 于 

(0<z<y 贡 0 二 = 扎 四) 一 zz yw. 

公理 B3 断言 一 个 数 不 可 能 既 大 于 又 小 于 另 一 个 数 ， 而 B4 说 的 是 两 个 不 同 的 数 必 有 一 个 较 大 

些 ， 由 于 公理 Bl 蕴涵 关系 二 是 传递 的 ， 可 看 到 在 二 关系 下 实数 是 线性 序 . 除了 在 下 一 节 开 始 

的 讨论 外 ， 我 们 将 这 两 组 公理 的 推论 都 视 为 当然 ， 且 在 不 明确 指出 的 情形 下 使 用 它们 . 对 有 序 

域 的 其 余 性 质感 兴趣 的 读者 请 参阅 Birkhoff and MacLane[ 2]. 

第 三 组 公理 仅 有 一 个 公理 ,但 该 公理 使 实数 区 别 于 其 他 有 序 域 ， 与 对 前 两 组 公理 的 推论 所 
采取 的 随意 性 态度 不 同 ， 我 们 要 明确 讨论 它 的 用 途 ， 在 叙述 该 公理 之 前 ， 先 介绍 一 些 术 语 ， 若 
S 是 一 个 实数 集 ， 对 于 每 个 zE S 我 们 有 z 委 8， 就 说 8 是 S 的 一 个 上 界 . 有 时 我 们 将 这 一 事实 
表示 为 S 己 b， 一 个 数 c 称 为 S 的 上 确 界 ， 若 它 是 S 的 一 个 上 界 且 对 S 的 每 个 上 界 b 都 有 < 魏 2. 
显然 ， 上 确 界 若 存在 则 惟一 ， 这 样 关 于 实数 的 最 后 一 个 公理 明确 地 保证 了 具有 上 界 的 集合 的 上 
确 界 的 存在 性 . | 

C. 完备 性 公理 ”每 个 具有 上 界 的 非 室 实数 集 S 必 有 上 确 界 . 

作为 公理 C 的 推论 我 们 有 以 下 命题 : 

1. 命题 令 L 和 UU 为 RR 的 非 空 陡 集 ， 满 足 R 一 LUU， 并 且 使 得 对 于 每 个 属于 工 的 与 每 
个 属于 口 的 u 有 1 二 wu， 那么 不 是 L 有 一 个 最 大 元 就 是 UU 有 一 个 最 小 元 . 

我 们 将 经 常用 sup S 或 sup z， 某 些 时 候 也 用 sup{(z: zES)} 来 表示 S 的 上 确 界 . 用 类 似 的 
方式 我 们 能 够 定义 下 界 与 下 确 界 ， 并 由 公理 C 知道 每 个 具有 下 界 的 实数 集 都 有 下 确 界 ， 用 
inf S 或 inf z 来 表示 集合 S 的 下 确 界 .注意 infz 一 一 su 一 并 
习题 
1. 证 明 1EP. 

2, 用 公理 C 证 明 实 数 集 的 每 个 具有 下 界 的 非 空子 集 具 有 下 确 界 . 

3. 用 公理 C 证 明 命 题 1. 

4. 车 x 与 y 是 两 个 实数 ， 当 x 之 y 时 定义 max (Tz，y) 等 于 xz， 而 当 y 之 + 时 等 于 y. 我 们 常 将 
max (zx，) 记 为 “<tV y”， 类 似 地 ， 我 们 定义 min (xz，y) 为 x 与 y 中 较 小 的 数 ， 并 将 它 记 为 
“zAy”. 证 明 
a.(zAy)Az 一 工人 (y 人 >z). 
b.zAy 十 zVy 一 十 y。 

c, (一 六 ) 信人 (一切 一 一 (CzZVy). 
d.zVy 十 z 一 (z 十 z)V(y 十 z). 
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e. ZzZ(XTVy) 二 (zz)V (zy)， 若 z 宇 0. 
. 车 x 之 0 定义 1x | 为 zx， 车 x<<0 定义 |x | 为 一 +， 证 明 


ol 


a. |zy|=|x| |y|. 
b. | z 十 y>| 委 |z|l 十 |>y|. 
c. | 并 | 一 V( 一 工 ). 


dzVy 一 斑 Cz 十 ?十 | zz 一 y | ). 
e. 若 一 y 魏 z 委 y， 则 | z | 委 y. 
作为 R 的 子 集 的 自然 数 与 有 理 数 


我 们 已 将 采用 自然 数 视 为 理所当然 ， 并 用 它们 来 计数 . 不 过 我 们 仍然 认为 3 不 仅 是 自然 数 
而 且 还 是 实数 .事实 上 ， 我 们 不 仅 用 记号 1 来 表示 第 一 个 自然 数 也 用 它 来 表示 公理 7 所 给 出 的 
特殊 实数 .人 们 可 以 尝试 把 实数 3 定义 为 1 十 1 十 1， 用 “类 似 的 ”的 方式 还 可 以 定义 对 应 于 任意 
自然 数 的 实数 ， 运 用 现 有 的 工具 ,我们 能 以 更 为 精确 的 方式 来 做 这 件 事 情 . 

根据 递归 定义 原理 ， 存 在 一 个 如 下 定义 的 从 自然 数 到 实数 的 函数 p: pg(1) 二 1， 且 P(z 十 1 一 
gln) 十 1( 这 里 右边 的 1 表示 实数 ， 而 左边 的 1 表示 自然 数 )， 我 们 将 证 明 映 射 p 是 一 个 从 NN 到 RR 
的 一 一 映射 令 p 和 为 两 个 不 同 的 自然 数 ， 比 如 说 pq， 那么 g 一 p 十 nx， 且 我 们 将 根据 对 的 
归纳 证 明 pC(p) 过 pCq)， 对 于 nn 二 1 有 g=p 十 1 且 pg) 二 gp (Pp) 1g(p)， 而 对 一 般 的 n， 我 们 有 
gp(p 十 n 十 了 二 g(p 十 ) 十 1>g(p 十 1) ,因而 gC(p 十 ) 之 gp(28) 蕴 涵 pl(p 十 n 十 1) 之 pl(p)， 因 此 根据 归 
纳 ，p(z8 十 四 过 p(p)， 并 且 看 到 映射 p 是 一 对 一 的 ， 还 可 以 通过 归纳 证 明 gp(p 十 q) 二 pg(p) 十 p(9) 
与 pg(pq) 一 pC(p)plq)， 因 此 yp 给 出 了 自然 数 N 与 实数 R 的 一 个 子 集 的 一 个 对 应 ， 而 且 p 保持 
和 、 积 与 关系 二. 严格 说 来 ， 我 们 应 该 区 别 自然 数 ”与 它 在 p 的 像 p(n)， 但 这 里 不 作 区 分 : 将 NN 
视 为 实数 R 的 子 集 ， 取 两 个 自然 数 的 差 ， 可 得 到 作为 实数 RR 子 集 的 整数 集 ， 取 两 个 整数 的 商 能 得 
到 有 理 数 . 由 于 讨论 中 我 们 没 用 到 公理 C， 所 以 同样 的 结论 对 任何 有 序 域 都 成 立 ， 因 此 我 们 已 经 
证 明了 以 下 的 命题 : 

2. 命题 ”每 个 有 序 域 包含 与 自然 数 集 、 整 数 集 和 有 理 数 集 同 构 的 集合 . 

运用 公理 C， 我 们 可 以 证 明 几 个 关于 作为 实数 集 的 子 集 的 整数 集 与 有 理 数 集 的 进一步 事实 . 
以 下 定理 是 关于 这 些 事实 的 最 重要 的 定理 之 一 ， 由 于 历史 原因 ”我 们 称 之 为 阿 基 米 德 公理 : 

3. 阿 基 米 德 公 理 ” 给 定 任意 实数 zx， 存在 一 个 整数 nn 使 得 一 nn. 

证 明 车 zx 二 0， 取 n= 二 0. 否则 满足 &E 委 z 的 整数 上 构成 一 非 空 集 S， 由 于 S 有 上 界 x， 根 


据 公理 C 它 有 上 确 界 y， 因 为 y 是 S 的 上 确 界 ， 所 以 > 一 元 不 能 为 S 的 上 界 ， 因 此 存在 一 个 


5” 
to 


kE S 使 得 & 之 y 一 子 . 但 4 十 1>>? 十 到 >y， 因而 (1) & S， 由 于 十 1 是 不 属于 S 的 一 个 整 


数 ， 根 据 S 的 定义 ， 必 须 有 有 & 十 1 大 于 >. 本 
4. 系 任意 两 个 实数 之 闻 必 有 有 理 数 ; 即 若 zz<y， 则 存在 一 个 有 理 数 了 使 得 <r<y. 


日 “不 按 历史 上 的 说 法 ， 阿 基 米 德 将 它 归功 于 欧 多 克 索 斯 . 
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证 明 首先 假设 0 委 z， 根 据 阿 基 米 德 公理 ， 存 在 一 个 整数 g>(?y 一 z)-:， 那么 (1/g) 去 
> 一， 使 得 y 委 (xz/9) 的 整数 ”的 集合 非 空 (根据 阿 基 米 德 公 理 ) ， 因 而 有 一 个 最 小 元 p， 那么 
(p 一 1)/g 过 y 委 (bp/a) ,并 且 Xz 二 y 一 Cy 一 Xx) 过 (pp/9) 一 (1/9) 一 (p 一 1)/g， 因 此 7 一 (p 一 1)/g 落 
在 zx 和 y 之 间 . 车 xz 过 0， 则 可 以 找到 一 个 整数 使 得 4 二 一 zx， 那么 2 十 z 盖 0， 因 此 存在 一 个 
有 理 数 + 使 得 n 十 x<r<n 十 y， 且 r 一 n 是 x 和 yy 间 的 有 理 数 . [J 


2.3 扩充 的 实数 


通常 为 方便 起 见 ， 我 们 添加 两 个 元 素 十 2 和 一 吕 以 拓 广 实数 系 ， 这 个 扩大 的 集合 称 为 扩充 
的 实数 集 ， 通 过 规定 对 于 每 个 实数 有 一 < 二 + 二 co， 可 把 过 的 定义 拓 广 到 扩充 的 实数 集 ， 对 
于 所 有 实数 z， 我 们 定义 
并 十 ceo 一 00，X 一 00 一 一 co 
zeoco 一 co 车 Xx 守 0 
I" 一 00 二 一 oo 车工 之 0 
且 设 
co 十 ce 一 co， 一 co 一 co 一 一 co 
co 。( 士 co) 一 士 cc， 一 co，( 士 ce) 王 干 ce. 
运算 co 一 co 无 定义 ， 但 我 们 采用 0。 co=0 这 种 随意 性 的 约定 。 
扩充 的 实数 的 一 个 用 法 出 现在 表达 式 “sup S” 中 . 若 S 是 具有 上 界 的 非 空 实 数 集 ， 我 们 定 
义 sup 5 为 S 的 上 确 界 . 车 S 无 上 界 ， 写 为 sup S 一 ce， 那么 sup S 对 于 所 有 非 空 集合 S 都 有 
定义 ， 若 定义 sup 名 为 一 号， 则 在 所 有 情形 下 sup E 就 是 大 于 或 等 于 E 中 每 个 元 素 的 最 小 扩充 
的 实数 ， 对 于 inf S 也 采用 类 似 的 约定 . 
取 值 于 扩充 的 实数 集 的 函数 称 为 扩充 的 实 值 函数 . 
习题 


6. 证 明 当 且 仅 当 瓦 非 空 时 有 inf EF<sup 上 上. 
2.4 实数 序列 


谈 到 实数 序列 e( zx)， 指 的 是 将 每 个 自然 数 ” 映 到 实数 z, 的 函数 . 我 们 说 实数 i 是 序列 
《zx,) 的 极限 : 车 对 于 每 个 正 数 。， 存 在 一 个 N 使 得 对 于 所 有 ?之 N 有 | zx, 一 上 | 二 e. 很 容易 证 
明 一 个 实数 序列 至 多 有 一 个 极限 ， 若 有 则 把 该 极限 记 为 im zx， 记号 /一 lm Zn 表示 

(e > O(N ND zx 一 上 1 到 e). 

实数 序列 (x,) 称 为 柯 西 序列 : 若 给 定 es 之 0， 存 在 自然 数 N 使 得 对 于 所 有 7 之 六 和 m 宇 NN 
有 |x, 一 zn | <e. 柯 西 准则 说 的 是 一 个 实数 序列 收敛 当 且 仅 当 它 是 柯 西 序列 (见习 题 11). 

我 们 用 以 下 方式 将 序列 的 极限 概念 推广 到 包括 c 值 的 情形 : lim z* 一 “2， 若 给 定 A>0， 存 


名 ”根据 第 1 章 的 术语 这 些 是 无 限 序列 ， 本 书 其 余部 分 ， 由 于 我 们 感 兴趣 的 主要 是 无 限 序列 ， 所 以 去 掉 形容 词 “ 无 限 ”， 
并 且 除 非特 别 说 明 都 假定 序列 无 限 . 
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在 自然 数 NN 使 得 对 所 有 ?之 N 有 zx, 汪 >A， 若 一 个 序列 有 极限 则 称 它 为 收敛 ， 这 个 定义 的 含义 有 
两 种 可 能 性 ， 它 取决 于 我 们 所 指 的 极限 是 实数 还 是 扩充 的 实数 .在 大 多 数 分 析 中 较为 普遍 使 用 
的 是 限制 性 的 定义 ， 即 要 求 极限 是 一 个 实数 .但 你 会 发 现在 接 下 来 的 个 别 章节 中 ， 有 很 好 的 理 
由 允许 我 们 把 极限 取 为 土 cx*， 在 那些 区 分 两 个 不 同 概 念 的 极限 是 很 重要 的 时 候 ， 我 们 将 尽量 用 
短语 “收敛 于 一 个 实数 ”或 “在 扩充 的 实数 集 收敛 ”来 明确 指出 . 

若 /二 lim z,， 常 常 写 为 zx, 一 l， 车 除 此 之 外 ，z; 还 是 单调 的 ， 即 zx, 二,+1， 则 写 为 r, 个/. 

在 极限 为 实数 情形 ， 关 于 极限 的 定义 可 表述 如 下 : /是 (x,) 的 极限 ， 若 给 定 e 汪 0，(x,) 除 
有 限 项 外 其 余 的 一 切 项 与 1 相差 不 超过 ec. 比 序列 有 极限 较 弱 的 要 求 是 序列 有 无 限 项 与 /不 超 
过 e. 这 种 情形 下 我 们 称 i 是 序列 (x ) 的 聚 点 .因此 若 给 定 es 之 0 和 给 定 N， 存 在 ”之 六 使 得 
| zs 一 | <s，/ 是 序列 (zu 的 聚 点 ， 可 将 这 个 定义 推广 到 /二 oo 的 情形 ， 阁 给 定 A 和 给 定 N， 
3z 之 N 使 得 xz, 之 A 则 说 co 是 《zx,) 的 一 个 聚 点 ， 将 该 定义 稍 作 修 改 ， 对 于 一 2 的 情形 我 们 也 可 
给 出 定义 ， 因 此， 车 序列 有 极限 :/， 则 / 是 一 个 聚 点 ， 反 之 一 般 不 成 立 ， 例 如 ， 如 下 定义 的 序 
列 (x,): zx, 二 (一 1)* 有 到 点 十 1 与 一 1， 但 没有 极限 . 

车 (zx;) 是 一 个 序列 ， 定 义 它 的 上 极限 如 下 : 

lim xz, = inf Sup xh. 

记号 [imi 与 lim sup 都 可 用 来 表示 上 极限 ， 一 个 实数 /是 (z,) 的 上 极限 当 且 仅 当 

(给 定 之 0 存在 nn 使 得 xz 二! 十 e 对 于 所 有 之 n 成 立 . 

(iD 给 定 之 0 和 给 定 nx， 存在 之 n 使 得 rt/! 一 e. 

扩充 的 实数 oo 是 序列 (x,) 的 上 极限 当 且 仅 当 给 定 A 和 2， 存在 & 之 ?使 得 zt>A， 扩 充 的 
实数 一 ce 是 (zy 的 上 极限 当 且 仅 当 一 ce 一 lim x,. 


定义 下 极限 如 下 : 
lim x, = sup inf zx. 
我 们 有 一 lim zx; 二 lim( 一 zx, )， 有 flim x, lim zu。 序列 (z。) 收 和 伍 至 扩充 实数 ! 当 且 仅 当 i= 
lim z, = lim zx,. 


车 (zx,) 和 (y,) 是 两 个 序列 ， 则 有 
lim z; + lim y, < lim(z; + y1) < lim zx + lim y, 
< Lim(z, ys) < Tim zx, + lim y,， 
这 里 我 们 假定 和 式 不 出 现 吕 一 2 的 形式 . 


7. 证 明 一 个 序列 至 多 有 一 个 极限 . 

8. 证 明 /是 《x,) 的 一 个 聚 点 当 且 仅 当 存在 一 个 收敛 于 的 子 序列 (xz, ) 关 1. 

9. a. 证 明 lim x, 与 lim z, 分 别 是 (z,)》 的 最 大 和 最 小 的 聚 点 . 
b. 证 明 每 个 有 界 的 无 限 序列 都 具有 一 个 收敛 到 某 个 实数 的 子 序列 . 

10. 证 明 序 列 (z*) 收 伍 当 且 仅 当 恰 好 存在 一 个 扩充 的 实数 作为 该 序列 的 一 个 聚 点 ， 
若 我 们 省 略 “ 扩 充 的 ”这 个 论断 成 立 吗 ? 


11., 


17. 


20. 


21. 


22. 
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a. 证 明 收 和 敛 到 一 个 实数 1 的 序列 (zx,) 是 一 个 柯 西 序列 . 

b. 证 明 每 个 柯 西 序列 有 界 . 

c, 证 明 : 车 柯 西 序列 有 一 个 收敛 到 1 的 子 序列 ， 那 么 原 序列 也 收敛 到 1. 
d. 建立 柯 西 准则 : 序列 (z,) 收 敛 到 一 个 实数 ! 当 且 仅 当 它 是 柯 西 序列 . 


. 证 明 lim zx, 二 x 当 且 仅 当 (x;) 的 每 个 子 序 列 都 有 收敛 到 z 的 子 序列 . 
. 实数 1 是 序列 (zx,) 的 上 极限 当 且 仅 当 Gi) 给 定 s 盖 0， 存 在 ?使 得 ze<<! 十 s 对 于 所 有 的 R 之 nm 


成 立 ，(ii) 给 定 s0 和 7 ， 存 在 & 之 ?2 使 得 zt 一 s. 


. 证 明 lim z, 一 co 当 且 仅 当 给 定 A 和 ”=”， 卫 &>>? 使 得 zx 一人. 
. 证 明 lim x 入 Jim z,，lim x, 二 lim zs 一 当 且 仅 当 :一 lim zx. 
. 证 明 


Hm zx, + lim y, < im(z, + ys) < Tim zx, + lim y,， 
假定 不 等 式 的 左右 两 边 不 出 现 co 一 ce 的 形式 . 
证 明 ; 若 zz >0， 且 y, 之 0 则 
Tim(Cx,y;) < (lim x,) (im y,), 
假定 右边 的 乘积 不 出 现 0。ce 的 形式 . 


. 著 由 5 二 六 ,定义 的 序列 (5,) 以 * 为 极限 ,我 们 说 一 个 序列 (或 级 数 )(z,) 可 和 于 实数 ;或 


有 一 个 和 s. 在 这 种 情形 我 们 写 * = >)， zx. 证明 :车 每 个 x, 之 0, 则 总 存在 一 个 扩充 的 实数 ， 
使 得 


. 若 序 列 (zx,) 满 足 


证 明 该 序列 可 和 | 
令 (z,) 是 一 个 实数 序列 证明 x 一 lim z, 当 上 且 仅 当 


工 王 1 十 Sz — x,). 
令 下 为 正 实数 集 , 我 们 定义 了 ix 为 sup{ss :FE 末 }, 其 中 F 是 已 的 有 限 子 集 的 集 簇 ,sr 是 下 的 


元 素 的 有 限 和 . 
a. 证 明 >,z < co 仅 当 五 可 数 . 


IEE 
b. 证 明 : 若 忆 可 数 且 (zs) 是 从 N 上 映 上 的 一 对 一 映射 , 则 D2)z 一 之 zr。 


人 ;为 大 于 1 的 整数 ，x 是 一 个 实数 ，0 二 + 二 1， 证 明 ; 存在 一 个 整数 序列 (a,) 满 足 0<< 
dan<p， 使 得 


[39 
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Ta 
7 
除去 当 z 具有 形式 g / p"( 这 种 情况 下 恰 有 两 种 这 样 的 序列 ) 外 ， 该 序列 是 惟一 的 . 证明 ， 


反之 ， 若 (a,) 是 满足 0 二 a, 达 p 的 任何 整数 序列 ， 级 数 
2 


收敛 到 一 个 实数 zx， 其 中 0 委 z 委 1. 若 p= 二 10， 该 序列 称 为 x 的 十 进 制 展开 . 对 于 p= 二 2 它 
称 为 二 进 制 展开 ， 对 于 p 二 3， 它 称 为 三 进 制 展开 . 
23. 证 明 R 不 可 数 . [用 习题 1. 24. 用 系 3.4 可 给 出 另外 一 个 证 明 ]. 


2.5 实数 的 开 集 与 闭 集 


最 简单 的 实数 集 是 区 间 . 我 们 定义 开 区 间 (a，5) 为 集合 {xX:; a 二 zx 二 b}. 通常 总 是 取 4 二 b， 
但 也 考虑 无 限 区 间 (a， 00) 二 {rx;: a 之 X} 和 (一 oo, 5)= 二 {zx: Xx 二 b)}， 有 时 也 将 实数 集 写 为 
(一 cc，co). 定义 闭 区 间 [La，5j 为 集合 {x: ec 委 z 委 引 ， 对 于 闵 区间 La，0， 我 们 取 a 与 6 有限 
但 总 是 假定 a 二 5. 定义 半 开 区 间 (a， bj 为 集合 {z: a 三 x 二 b}, 与 [a, 5) 二 {x: aX 达 56)}. 开 
区 间 的 推广 就 是 开 集 : 

定义 实数 集 O 称 为 开 的 ， 若 对 每 个 zEO 存 在 8>0 使 得 每 个 满足 | x 一 y | 二 8 的 y 都 属 
于 O. 

该 定义 的 另外 一 种 叙述 方式 是 : 一 个 集合 O 是 开 的 ， 若 对 O 中 的 每 一 点 xz 存在 区 间 工 使 
得 x€EICO， 开 区 间 是 开 集 的 一 个 例子 ， 空 集 名 和 实数 集 及 也 都 是 开 集 .下面 给 出 开 集 的 一 些 
性 质 . 

$5. 命题 .两 个 开 集 O, 和 @O: 的 交集 Oi 门 Q 是 开 的 . 

证 明 令 zEOnmQ. 由 于 zEOQ，Q 是 开 的 ， 则 存在 一 个 和 >0 使 得 所 有 满足 | x 一 y | 一 
8 的 y 属 于 Q， 类似 地 ， 存 在 2 >0 使 得 所 有 满足 | zx 一 y | <8 的 y 属 于 取 6 为 半 和 6 中 较 
小 的 数 ， 那 么 60， 且 车 | x 一 y | 二 8， 则 > 既 属 于 Oi 又 属于 O;， 即 属于 OQ. 国 

6. 命题 ”任意 有 限 开 集 的 交集 是 开 的 . 

7. 命题 任意 开 集 著 @ 的 并 集 是 开 的 ， 

证 明 令 U 为 集 簇 e@ 的 并 ，zEU. 那么 存在 OEe 满 足 zEO. 由 于 O 是 开 的 ， 则 存在 e> 
0 使 得 所 有 满足 | x 一 y | <e 的 y 属于 O， 因 而 属于 U( 由 于 OCU). 因此 UU 是 开 的 . 国 

根据 命题 5 任意 有 限 个 开 集 构成 的 集 艇 的 交集 为 开 集 . 然而 ， 任 意 个 开 集 构成 的 集 簇 的 交 


集 不 一 定 为 开 集 ， 例 如 ， 取 O, 为 开 区 间 ( 一 1/n，1/n). 那么 | 10,= 0)， 而 {0} 不 是 开 集 . 

由 命题 7 知 开 区 间 的 并 集 是 开 集 ， 其 较 强 形式 的 逆 也 是 正确 的 ， 

8. 命题 实数 集 的 每 个 开 集 都 是 可 数 不 交 开 区 间 的 并 集 . 

证 明 由 于 OO 是 开 的 ， 对 于 每 个 zEO 存 在 一 个 > 二 工 使 得 (XxX，y)CO. 令 5= 
sup{y: (xX, y)CO) ,a=in{f{z: (>z， Z)CO)， 那么 a<<zrx<b, 且 于 一 (a， 65) 是 包含 工 的 开 区 
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闻 ， 现 在 I: CO, 这 是 因为 车 wE€1， 例 如 x 二 w 二 5， 根 据 6 的 定义 可 找到 一 个 y 之 ww 使 得 Cx， 
y)CO， 进 而 wE O， 进 一 步 的 分 析 ，65bFO 这 是 因为 若 b5E€O， 则 对 某 个 e 汪 0 有 (一 es，8 十 e)C 
O， 因 此 有 (z，28 十 6CO， 而 这 与 六 的 定义 有 矛盾. 类 似 地 ， 还 可 以 证 明 a FO， 考虑 开 区 间 簇 
{1}，zxEO， 由 于 0O 的 每 个 元 素 xz 包含 在 [内 ， 且 每 个 天 包含 于 0O， 就 有 O= 二 Ul 令 (a， 
b) 和 (c，d) 为 这 个 集 簇 中 有 公共 点 的 两 个 区 间 ， 那 么 必须 有 cb 与 a 二 d， 由 于 c 不 属于 OO， 
不 属于 (a，5b)， 因 而 有 c 志 4a. 而 a 不 属于 O, 不 属于 (c，d)， 所 以 有 a 二 <， 因此 4a 二 c， 类似 
地 , 5 二 d，(a, 6) 二 (ec，d).， 因此 开 区 间 簇 {I} 内 的 不 同 区 间 是 不 交 的 ，O 是 不 交 开 区 间 簇 
{I} 的 并 集 . 接 下 来 仅 需 证 明 该 集 艇 是 可 数 的 .根据 阿 基 米 德 公理 的 系 可 知 每 个 开 区 间 都 包 合 
-一 个 有 理 数 ， 因 为 有 一 个 不 相交 的 开 区 间 簇 ， 每 个 开 区 间 都 包含 一 个 不 同 的 有 理 数 ， 而 这 个 开 


区 间 馈 可 与 有 理 数 的 一 个 子 集 建立 一 一 对 应 ， 所 以 它 是 一 个 可 数 复 . 图 
9. 命题 〔 林 德勤 夫 ) 令 C 为 实数 的 开 集 徐 ,那么 存在 C 的 一 个 可 数 子 签 {O,} 使 得 
U o= Uo. 


OE€EE 


证 明 令 U=U{0O0: OEe)，zEU， 那么 存在 个 OEeB zeO 由 于 OO 是 开 的 ， 因 而 
存在 一 个 开间 I 使 得 x€E 1CO 根据 系 4， 可 以 找到 一 个 有 有 理 端点 的 开 区 间 J ,使 得 
xz,CL. 因 为 具有 有 理 端点 的 开 区 间 徐 是 可 数 的 ， 所 以 集 簇 {J:},， zxzEU 是 可 数 的 ， 并 且 


U= 局 7 对 于 {J.} 的 每 个 区 间 ， 选 取 e 的 一 个 集合 包含 它 。 这 样 就 给 出 了 e 的 可 数 子 入 


{Oi)>1， 而 且 U= Uo. . | 

我 们 还 将 研究 闭 集 的 概念 ， 它 是 闭 区 间 的 推广 ， 下 面 就 从 定义 闭 包 点 开始 : 

定义 实数 工 称 为 集合 巨 的 闭 包 点 : 若 对 于 每 个 68>0 都 存在 一 个 属于 五 的 ?使 得 
| < 一 | <é. 

这 个 定义 等 价 于 说 二 是 五 的 闭 包 点 : 若 每 个 包含 z 的 开 区 间 也 包含 E 的 点 显然,，E 上 
的 每 一 点 就 是 EE 的 闭 包 点 .我 们 将 瑟 财 包 点 的 集合 记 为 下 ， 因 此 ECE. 

10. 命题 若 ACB， 则 ACB, 同时 (A4UB) 一 AUEB. 

证 明 ”命题 的 第 一 部 分 可 直接 从 闲 包 点 的 定义 得 到 ， 由 于 ACAUB， 有 AC(AUB). 类 
似 地 ， CCAUB)， 因 此 AUBC(CUUB). 假设 zz 不 属于 A U6， 那么 存在 一 个 1>>0 使 得 人 A 
中 的 点 y 均 不 满足 | x 一 y | 过 61 ， 存 在 一 个 总之 0 使 得 B 中 的 点 y 均 不 满足 | + 一 y | 二 6;:。 因 
此 若 5 二 min (6;，6;)， 则 AUB 中 不 存在 满足 | xz 一 y | <8 的 点 >， 所 以, z+ 不 属于 (AUB)， 
并 有 (AUB)CAUB. 加 

定义 ”对 于 一 个 集合 下 ， 若 下 二 F 则 称 它 为 闭 的 . 

由 于 总 有 FCF， 全 此 对 于 一 个 集合 下 若 CF， 册 若 下 包含 它 的 所 有 闭 包 点 则 下 是 闭 的 . 
空 集 多 和 实数 集 R 是 闭 的 ， 闭 区 间 [a，5j 和 [a，oo) 也 是 闭 的 . 

习惯 上 用 字母 下 来 表示 闭 集 (法 语 ，ferme6). 

11. 命题 对 于 任意 集合 FE， 集 会 忆 是 闭 的 : 即 E=EE. 

证 明 令 z 为 E 的 闭 包 点 ， 那 么 ， 给 定 6>0， 存 在 一 个 yE 巨 使 得 | zx 一 y | <6/2， 由 于 
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yEE， 存 在 一 个 zEE 满足 | z 一 y | <8/2， 因 此 | x 一 xz | <9， 可 知 工 是 下 的 闭 包 点 ， 国 

12. 命题 两 个 闭 集 已 与 已 的 并 集 Fi UUFs 是 闭 的 . 

证 明 根据 命题 10 有 

(FIUF)=F UF,=F UF,. | 

13. 命题 任意 闭 集 著 @ 的 交集 是 闭 的 . 

证 明 令 z 为 站 (FE: FEC} 的 闭 包 点 ,那么 ， 给 定 8>>0， 存 在 一 个 y€ mtF:， FE Ce} 使 得 
| z 一 y | 过 6， 由 于 这 样 的 y 属于 每 个 下 EC， 所 以 xz 是 每 个 下 EC 的 闭 包 点 .而 每 个 下 都 是 闭 
的 , 又 有 xEF， 因 此 x€EN{F: FE eC). 图 

14. 命题 开 集 的 补 集 是 闭 的 ， 闭 集 的 补 集 是 开 的 . 

证 明 令 O 是 开 的 . 若 zEO， 存 在 一 个 8>0 使 得 若 | z 一 y | <6， 则 >yEO， 因 此 二 不 能 
是 日 的 闭 包 点 .由 于 不 存在 一 个 y€E 〇 使 得 | x 一 y | <6， 因 此 马 包 含 它 的 所 有 闭 包 点 ， 所 以 
是 闭 的 . 

另 一 方面 ， 令 下 为 闭 的 ，zEF， 那 么 ， 由 于 xz 不 是 下 的 闭 包 点 ， 所 以 存在 一 个 >0 使 得 
没有 yEF 满 足 | x 一 y | 过 38， 因此 , 车 1 x 一 y | <9， 则 yE， 故 而 让 是 开 的 . 加 

对 于 集 簇 Ce 与 集合 下 ， 若 FCU{O: OEe}， 则 称 集 焦 e 覆 盖 集 合 下 ， 在 这 种 情况 下 集 簇 e 
称 为 F 的 一 个 覆盖 . 若 每 个 OE 6 是 开 的 ,我 们 称 e 是 下 的 开 覆 盖 ， 若 e 仅 包含 有 限 个 集合 ， 则 
称 e 是 有 限 覆 盖 ， 实际 上 这 个 术语 有 些 不 一 致 : 在 “ 开 覆 盖 ” 里 ， 形 容 词 “ 开 ” 指 的 是 覆盖 集 是 开 
的 ;而 在 “有 限 覆 盖 ?” 中 ， 形 容 词 “ 有 限 ” 指 的 却 是 集 秘 有 限 但 并 不 是 指 集 复 中 的 集 是 有 限 集 . 所 
以 术语 “ 开 履 盖 ? 是 语言 上 的 误 用 ， 确 切 的 说 法 应 是 “被 开 集 覆盖 ”， 但是， 这 个 术语 已 在 数学 领 
域 中 被 广泛 使 用 .下 面 就 用 这 个 术语 来 叙述 定理 ; 

15. 定理 ( 海 涅 - 博 雷 尔 ) 令 下 为 闭 有 界 实 数 集 ， 那 么 下 的 每 个 开 履 盖 都 有 一 个 有 限 子 履 
盖 。 即 著 e@ 是 一 个 开 集 秘 使 得 FCU{O: OEe)， 则 存在 一 个 e@ 的 有 限 集 徐 {D ，…，0O,) 使 得 


FcU Ci 


证 明 首先 考虑 下 是 闭 区 间 [a， 纪 的 情形 ， 其 中 一 cz"<a<p<ce. 令 王 为 具有 以 下 性 质 
的 数 集 zx 委 2:， 区间 [a，zj 可 被 e 的 有 限 个 集合 覆盖 .由 于 aE€Ek， 所 以 EE 非 空 ， 而 5 是 它 的 界 ， 
它 就 有 上 确 界 c<， 由 于 cE[a， 妇 ， 存在 一 个 OE e 包 含 c， 既然 O 是 开 的 ， 那 么 存在 s>0 使 得 
区 间 (c 一 e，c 十 e) 包 含 于 O， 现 在 c 一 e 不 是 EE 的 上 界 ， 因 而 必 有 一 点 XEE 满足 zx 之 c 一 e. 因 
为 zEE， 所 以 存在 e 中 的 有 限 集 艇 (0O,，…，0O;}) 覆 盖 [La，zj]. 相应 地 ， 有 限 集 艇 {0O, ，…， 
O;:，O 〇 } 覆盖 [a，c 十 e)， 因 此 [c，c 十 e) 中 小 于 或 等 于 5 的 点 落 在 玉 中 . 由 于 [c，c 十 e) 除 c 外 其 
他 的 点 不 可 能 属于 EE, 必 有 c==5b 且 65EE， 因 此 [a,， 65] 可 被 e 的 有 限 个 集合 覆盖 ， 这 就 证 明了 
此 种 特殊 情形 . 

现在 令 下 为 任意 有 界 闭 集 且 Ce 是 F 的 开 覆 盖 . 由 于 下 有 界 ， 所 以 它 包 含 在 某 个 闭 有 和 界 区 间 
[a, 65] 中， 令 e* 为 将 祈 加 入 e 后 所 得 到 的 集 艇 ; 即 e* 二 eU {FF}， 由 于 下 是 闭 的 ,下 是 开 的 ， 
且 e* 是 一 个 开 集 秘 .根据 假设 ，FCU{0O0: OE e}， 因 而 R=FUFCFU(U1{O;: OE 6))= 
U{O:OE ee:*)， 所 以 e* 是 R 的 开 覆 盖 ， 自 然 也 是 Le， 的 的 开 覆 盖 . 根据 前 面 的 证 明 ， 存 在 e* 
的 有 限 集 簇 覆盖 [a，5]， 因 而 覆盖 FE， 如 果 该 有 限 子 艇 不 包含 站， 由 于 它 是 6 的 子 人 能 因而 定理 
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的 结 从 成 立 . 如 果 该 该 子 簇 包 含 尼 ， 将 它 记 为 {O01， ""*y O,， F}. 那么 FCFUO, U…UO,. 因 
为 下 的 点 不 含 于 ， 所 以 有 CO,U…UO,， 而 集 簇 {O, ，…，O.} 是 覆盖 F 的 e 的 有 限 集 禾 . 


面 
16. 命题 令 6 为 (实数 集 的 ) 闭 集 繁 且 具有 性 质 : 的 每 个 有 限 子 猴 都 有 非 空 交集 ， 并 假定 


e 的 这 些 集合 中 的 一 个 有 界 ， 那 么 


门下 拓 好. 


FEE 


习题 


24. 
25. 
26. 
27. 
28. 


29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 


35， 
36. 


317. 


38. 
39. 


有 理 数 集 是 开 集 还 是 闭 集 ? 
什么 样 的 实数 集 既 开 又 闭 ? 
找到 两 个 集合 A 与 B 满足 AMmB= 与 4 门 B 关 7. 
证 明 是 E 的 闭 包 点 当 且 仅 当 存在 一 一 不 序列 (满足 内 E 巨 且 z 一 lim yy. 
一 个 数 z+ 称 为 是 集合 EE 的 聚 点 ， 若 它 是 EE~{zj 的 闭 包 点 ， 证 明 的 聚 点 集合 E' 是 一 个 
闭 集 . 
证 明 E=EUE.. 
一 个 集合 称 为 孤立 的 : 若 ENE' = 多 .证 明 每 个 实数 集 的 孤立 集 都 可 数 . 
一 个 集合 了 称 为 在 及 稠密 : 若 万 =R.， 证 明 有 理 数 集 在 R 稠密 . 
用 命题 5、7 和 14 证 明 命 题 12 和 13. 
用 命题 12、13 和 14 证 明 命题 5 和 7. 
一 个 点 工 称 为 集合 A 的 内 点 : 若 存在 $>0 使 得 区 间 (z 一 8，z 十 9) 包 含 于 A， 将 A 的 内 点 
集 记 为 A*， 证 明 
a. A 是 开 的 当 且 仪 当 A=A. 
b. A*=~(A). 
运用 德 摩根 律 由 海 涅 - 博 雷 尔 定理 导出 命题 16. 
令 (F,) 为 实数 的 非 空 闭 集 序列 且 满 足 FPCFE. 证 明 : 若 集合 ,中 有 一 个 有 界 ， 则 


门 到 .请 举 出 一 个 例子 说 明 ， 若 不 要 求 这 些 集合 中 的 一 个 有 界 ， 该 结论 可 能 不 成 立 . 


康 托 尔 三 分 集 C 是 由 所 有 [0，1] 中 的 实数 的 三 进 制 展开 《a,) 组 成 的 ， 其 中 a, 不 等 于 1( 参 见 
习题 22)，( 若 x 有 两 个 三 进 制 展开 ， 则 将 没有 等 于 1 的 项 的 那个 展开 式 放 入 康 托 尔 集 . ) 证 


明 C 是 一 个 闭 集 而 且 它 可 如 此 得 到 : 首先 从 [0，1] 中 去 乔 中 间 区 间 ( 专 ， 分 )， 然 后 再 从 科 


余 的 区 间 里 去 掉 ( 汗 ， 避 ) 和 (地 ， 急 )， 以 此 类 推 


证 明康 托 尔 三 分 集 可 与 区 间 [0，1] 一 一 对 应 
证 明康 托 尔 三 分 集 的 聚 点 集 是 康 托 尔 三 分 集 本 身 ， 


2.6 连续 函数 


令 f 为 定义 在 实数 集 E 上 的 实 值 函数 ， 我 们 说 在 E 中 的 点 x 连续 ， 若 给 定 。>0， 存 在 
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6>0 使 得 对 于 中 所 有 满足 | x 一 y | < 的 y 有 | f(x) 一 f(y) | < e， 车 函数 f 在 EE 的 子 集 
A 的 每 一 点 都 连续 ， 则 说 它 在 A 上 连续 ， 如 果 仅 说 f 连续 ， 指 的 就 是 了 在 其 定义 域 连续 . 

17. 命题 若 f 是 定义 在 闭 有 界 实数 集 政 上 的 实 值 连续 函数 ， 则 三 在 下 上 有 界 ， 并 能 取 到 
它 在 下 上 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 即 存在 下 中 的 点 Xx1 和 zs， 使 得 对 于 下 中 的 所 有 x 有 f(z) 声 
f(TEf (zr). 

证 明 首先 证 明 在 F 上 有 界 . 由 于 ff 在 F 上 连续 ， 那么 对 于 每 个 xE 下 存在 包含 x 的 开 
区 间 无 ， 使 得 | f(y) 一 f(x) | 过 1 对 于 yE TN 站 FF 成 立 ， 因此 对 于 yELNF, 有 | fy) | 声 
| f(x) | 十 1， 因 而 f 在 1I: 上 有 界 . 集 复 (五 : zEF) 是 一 个 覆盖 下 的 开 区 间 簇 ， 根 据 海 涅 - 博 
雷 尔 定理 存在 一 个 覆盖 下 的 有 限 子 徐 {I,，…, 了 I). 令 M=1 二 max [| f(x)|,…， 
| f(z,) | ]. 那么 下 中 的 每 个 y 都 属于 该 有 限 子 复 的 某 个 区 间 I ， 因 而 | f(y) | <1 十 
| flzs) | 委 M、 这 就 表明 f 在 上 有 界 (M 为 它 的 界 ). 

为 证 明 f 在 下 上 取 到 最 大 值 点 , 令 mm 二 sup (f(z): xzEF}， 由 于 ff 有 界 ， 故 mw 有 限 ， 我 们 
的 目标 是 证 明 存在 一 个 x; EF 使 得 fx) 二 m， 若非 如 此 ， 那 么 对 于 下 中 的 每 个 z，f(x)<<m， 
并 且 根 据 连 续 性 可 知 存 在 一 个 包含 x 的 开 区 间 I[:， 对 所 有 的 y€E1lNnMnF,， 有 f(y) 一 


廊 (f(z) 十 m). 再 次 使 用 海 涅 - 博 雷 尔 定理 ， 可 以 找到 有 限 个 覆盖 下 的 这 类 区 间 {1 ，…，1,,). 
令 a 一 maxL f(zi)， 四 flx,)], 那么 每 个 yE 开 都 属于 某 个 区 间 Lf(y)< 5[f (x) +m]< 


(atm). 因此 地 (a 十 m) 是 了 在 F 上 的 界 . 但 是 到 Ca 十 mm) 之 m， 所 以 这 是 不 可 能 的 .故而 ， 


必 有 一 点 zt! 使 得 F(Czi) 王 mm 类 似 地 ， 可 证 明 存在 x; 使 得 f 在 该 点 取 到 最 小 . | 

18. 命题 令 /为 定义 在 (一 oo，co) 上 的 实 值 沪 数 ， 那 么 f 连续 当 且 仅 当 对 于 每 个 实数 的 
开 集 D， 集 合 f ' [Oj 是 开 的 . 

证 明 ”假设 对 于 每 个 开 集 O，f“' [Oj 是 开 的 ,， 令 z 为 任意 实数 ， 那 么 ， 给 定 s>0， 区 间 
I 二 (f(x) 一 e，f(x) 十 e) 是 一 个 开 集 ， 因 此 它 的 逆 像 f7! [了 门 必须 是 开 的 . 由 于 XEf [Lj， 必 
有 某 个 S>0 使 得 (z 一 6，z 十 DC 广 ![ 门 . 但 这 意味 着 ， 若 | y 一 x | 过, 则 f(y)E(f(zx) 一 e， 
f(z) 二 +e); 即 | f(z) 一 f(y) | 二 e. 因此 和 在 点 z 连续 . 由 于 zz 是 任意 的 ， 所 以 了 连续 . 

现在 假设 了 连续 而 O 是 一 个 开 集 . 令 z 为 广 :[O] 的 点 ， 那 么 fCz)EO， 且 存在 一 个 e>0 
使 得 (f(x) 一 e，f(x) 十 e)CO， 由 于 了 在 xz 连续， 则 存在 一 个 8$S>>0， 使 得 当 | x 一 y | 二 8 时 
| f(z) 一 f(y) | 二 e， 因 此， 对 于 每 个 yE (x 一 6,， ZX 十 6)， 有 f(y)E(f(zx)—e, f(x) 二 e)C 
O， 所 以 (zx 一 8，z 十 人 )Cf "1[O]， 故 而 ALO] 是 开 的 . 图 

19. 命题 ( 介 值 定理 ) 著 了 是 定义 在 [ae， 的 上 的 连续 实 值 函数 ， 并 假定 f(a) 委 7 魏 太 (0) 
[或 f(0) 志 7 和 f(a)]， 则 存在 点 cE La，6j] 使 得 f(c) 二 7Y. 

定义 定义 在 集合 已 的 实 值 函 数 矿 称 为 一 致 连续 的 (在 瑟 上 )， 若 给 定 se 盖 0， 存 在 8>0， 
使 得 对 下 中 所 有 满足 | z 一 y | 过 6 的 Zz 和 y 有 | f(r) 一 f(y) | <e. 

20. 命题 ” 若 实 值 函 数 f 定义 在 实数 的 闭 有 界 子 集 玉 上 并 在 其 上 连续 ， 则 它 在 下 上 一 致 
连续 
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证 明 给 定 es 之 0 和 属于 忆 的 z， 存 在 2 >0 使 得 |1z 一 7 | <5. 蕴 涵 | f(x) 一 f(y) | 过 


] ~ 
去 e 令 0. 为 区 间 {z 一 六 8.，z 十 于 3. ) ， 那 么 (O.， ze 囊 是 正 的 一 个 开 柳 盖 ， 根据 海 温 - 博 雷 和 尔 


定理 知 ， 存在 F 的 一 个 有 限 子 覆盖 {0 ， “gy O, }. 令 86 一方 min(8， ***y 06- )， 那么 6 是 正 
的 ， 给 定 下 中 的 两 点 y 与 z 使 得 | y 一 z | 二 6， 那么 点 y 必须 属于 某 个 O,， 因 而 存在 一 个 i 使 
得 | y 一 zi | 0,. 因此 


1z— zl<|z—y tl yz |< 0, +6<6. 


而 且 

| fC 一 fz) | 过 六 
以 及 

| f(z) 一 f(z) [< 5， 
这 就 得 到 


| f(z)— f(y) |< es， 
这 表明 f 在 F 上 是 一 致 连续 的 . | 
定义 定义 在 集合 玉 上 的 函数 序列 (f,) 称 为 逐 点 收 化 于 f， 若 对 于 正中 的 每 个 有 
f(x) 一 limf,(x); 即 著 给 定 XEE 与 6 之 0， 那 么 在 在 一 个 N 使 得 对 所 有 n 之 N， 有 | fx) 一 
f(x) | <e. | 
定义 ”定义 在 集合 下 上 的 函数 序列 (f,) 称 为 在 下 上 一 致 收 全 的 ， 若 给 定 e 之 0， 则 在 在 一 
个 N 使 得 对 所 有 zxEE 和 n 宇 N， 有 | f(z) 一 f(z) | <e. 
习题 
40, 令 下 为 闭 实数 集 ，f 是 定义 在 下 上 的 连续 实 值 函数 ， 证 明 存在 一 个 定义 在 (一 eo，o2) 上 的 
连续 函数 a， 使 得 ftz) 一 g(z) 对 于 每 个 zxE 下 都 成 立 . [提示 : 取 g 使 其 在 构成 的 每 个 
区 间 线 人 性. ] 
41. 令 f 为 定义 在 EE 上 的 实 值 函 数 ， 证 明 f 连续 当 且 仅 当 对 于 每 个 开 集 O 存在 一 个 开 集 UU 使 
得 -1LOl=ENU. | 
42. 令 ( 三 ) 为 定义 在 瑟 上 的 连续 函数 序列 .证明 : 车 (f,) 在 E 上 一 致 收 全 于 f， 则 了 在 E 上 连 
续 . 
43. 令 f 为 
工 若 z 为 无 理 数 


. 1 p 
1 2 ， 
psin 3 若 工 一 了 p,q 互 素 


所 定义 的 函数 ， 请 问 f 在 什么 点 连续 ? 
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44. 


45. 
46. 


47. 


~ 


48. 


49, 


a. 证 明 若 上 和 8&g 是 连续 函数 ， 则 巩 数 f 十 g 和 fg 是 连续 的 . 

. 若 上 和 8g 是 连续 函数 ， 则 /。g 也 是 连续 函数 . 

c. 令 fVg 是 由 (fVg)(z) 二 f(x)V g(xzx) 定 义 的 函数 ， 类 似 地 定义 fAg. 证 明 若 上 和 g 
是 连续 函数 ， 则 fV g 和 fAg 也 是 连续 函数 . 

d. 若 f 是 连续 函数 ， 则 | f | 也 是 连续 函数 . 

证 明 命 题 19. 

实 值 函 数 f 称 为 单调 递增 的 ， 若 只 要 z 委 y 就 有 (xz) 三 f(y)，、 耻 称 为 严格 单调 递增 的 ， 若 

只 要 zy 就 有 f(x) 二 f(y)， 如果 或 一 f 是 单调 (或 严格 单调 ) 弟 增 的 ， 就 称 为 单调 (或 

严格 单调 ) 的 . 令 f 为 定义 在 区 间 La,，5j 上 的 连续 函数 ， 那 么 存在 一 个 连续 函数 g 使 得 

g (f(z))==z 对 所 有 属于 La,，65] 的 都 成 立 当 且 仅 当 了 严格 单调 ， 在 此 情形 也 有 Cg(y)) 一 y 

对 f(a) 与 Ab) 间 的 每 个 y 都 成 立 ， 具有 连续 闭 的 函数 f 称 为 (在 它 的 定义 域 和 值 域 之 间 的 ) 

同 胚 映射 . 

定义 在 区 间 [a，6bJ 上 的 连续 函数 og 称 为 折线 的 (或 分 段 线 性 的 )， 若 存在 一 个 分 划 a 二 zo 一 

Ti<…<z 一 0 使 得 p 在 每 个 区 间 [x;，zi+tij 都 是 线性 的 ， 令 f 为 La，b] 上 的 任意 连续 隆 数 

且 。 是 一 个 正 数 ， 证 明 La，5] 上 存在 一 个 折线 水 数 pg 满足 : 对 所 有 zxELa, 5J， 有 | f(x) 一 

px) | <e. 

设 z 为 [0，1] 间 的 实数 并 具有 三 进 制 展开 (a,( 人 参见 习题 22). 令 N 一 cc， 当 所 有 a 都 不 


等 于 1， 否则 令 N 为 使 得 a,==1 的 最 小 值 m 对 于 mw<N， 令 已 = 工 o， 吕 一 1.， 证明 


[= 


2 
SE 
会 { 2" 
与 过 的 三 进 制 展开 无 关 ( 若 二 有 两 个 三 进 制 展开 ) ， 而 由 下 式 
ws， 
fx) 一 一 


n=1 2 
所 定义 的 函数 f 是 [0，1] 上 的 连续 单调 函数 .证 明 f 在 包含 于 康 托 尔 三 分 集 的 补 集 的 每 个 
区 间 ( 习 题 37) 都 是 常数 ， 并 且 了 f 将 康 托 尔 三 分 集 映 上 区 间 [0，1]. (该 函数 称 为 康 托 尔 三 
分 函数 , ) 
实 变 函数 的 上 极限 ， 令 了 为 对 所 有 包含 y 的 区 间 内 的 x 所 定义 的 实 值 (或 扩充 的 实 值 ) 沿 
数 . 我 们 定义 

Ef BR 

Him f(z) 加 inf ouP,f (7) 
类 似 地 还 可 给 出 lim 的 定义 . 
a. mf (zx)<<A 当 且 仅 当 ， 给 定 e>0， 存 在 89>0 使 得 对 于 所 有 满足 0< | xz 一 y | <8 的 ， 

有 f(x) 志 A+e. 

b. Jim (x) 之 A 当 且 仅 当 给 定 e>0 和 6>0， 存 在 一 个 + 使 得 0 | x 一 y | <6 并 且 f(x) 之 


A—e. 
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50， 


51., 


c lim f(z)<im f(x) 等 式 成 立 ( 对 于 Hm f 隆 十 0) 当 上 且 仅 当 lim f(z) 存 在 . 

d. 若 lim f(x) 一 A，(zx,) 是 满足 z 天 ? 的 序列 使 得 ?一 lim zx， MI f(z)<A. 

. 车 jim f(zx) 二 A， 则 存在 一 个 满足 x, 关 y 的 序列 (x,) 使 得 > 一 lim z, 且 A=limf(z,). 

. 对 于 实数 1，! 一 lim (zx)， 当 且 仅 当 /二 limf(z,) 对 每 个 满 x, 关 y 且 y 一 lim x, 的 序列 
《zz) 成 立 . 


半 连 续 函 数 ， 我 们 称 一 个 扩充 的 实 值 函 数 了 在 y 点 是 下 半 连 续 的 ， 若 f(y) 隆 一 2 且 f(》) 志 
lim f(z). 类 似 地 ， 称 一 个 函数 f 在 y 是 上 半 连 续 的 ， 若 f(y) 关 十 2 且 f(y) 之 lim f(x). 


车 一 个 函数 f 在 区 间 的 每 一 点 下 半 ( 上 半 ) 连 续 ， 则 称 它 是 下 半 ( 上 半 ) 连 续 . 函数 /上 半 连 

续 当 且 仅 当 一 了 是 下 半 连 续 . 

a. 令 f(y) 有 限 ， 证明 和 在 y 下 半 连 续 ， 当 且 仅 当 给 定 s>0， 存 在 $>0 使 得 f(y) 所 f(x) 十 e 

对 所 有 满足 | x 一 y | <8 的 成 立 . 

函数 /连续 (在 点 或 区 间 ) 当 且 仅 当 它 既 是 上 半 连 续 又 是 下 半 连 续 ( 在 点 或 区 间 ). 

. 证 明 实 值 函数 上 在 (ce， 纪 下 半 连 续 当 且 仅 当 对 于 每 个 实数 1， 集合 (z: F(Cz)> 人 } 都 是 
开 集 . 

. 若 f 和 g 是 下 半 连 续 函 数 ， 则 fVg 和 上 j 十 g 也 如 此 . 

若 (f,) 是 一 个 下 半 连 续 函 数 序列 ， 证 明 函 数 f(z) 二 sup{f,(7z): mn} 也 是 下 半 连 续 函 数 . 

. 定义 在 区 间 [e， 妇 上 的 实 值 函 数 p 称 为 阶梯 函数 : 若 存在 一 个 分 划 4 一 Z 志 立志 人 … 去 

zs 二 6b 使 得 对 每 个 i 函数 p 在 区 间 (z ，zi+i) 仅 取 … 个 值 . 证 明 一 个 阶梯 函数 p 下 半 连 续 

当 且 仅 当 g(x;) 小 于 或 等 于 它 在 区 间 (zx-1，zx:) 和 (x;， ZXi+1) 所 取 到 的 较 小 值 . 

定义 在 区 间 [c<， 妇 上 的 函数 f 是 下 半 连 续 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 单调 递增 的 、 下 半 连 续 

的 阶梯 函数 序列 (gp,，， 使 得 对 于 每 个 zE La, 5j] 都 有 f(x) 二 limg, (Xx). 

定义 在 区 间 [a，6]j 上 的 函数 上 是 下 半 连 续 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 单调 递增 的 连续 函数 序 

列 (y)， 使 得 对 于 每 个 xE La，5]J 有 f(z) 一 lim 内 (z)， [提示 : 修改 (g) 部 分 的 函数 pr。 

使 得 它们 连续 . ] 

. 证 明 一 个 定义 在 [a，5] 上 ， 并 在 其 上 有 下 界 的 下 半 连 续 函 数 f 在 [a,，5] 上 可 取 到 最 小 
值 ， 即 存在 一 个 yE[a， 引 ， 使 得 对 于 所 有 xE€La， 65] 都 有 f(y) 夺 fx). 

函数 的 上 下 包 络 . 令 f 为 定义 在 [a，5j 上 的 实 值 函 数 ， 我 们 定义 的 下 包 络 g 为 函数 

5 Pp ed 


[e") 
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[= 要 中 
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i 


mo” 


5 


i 


而 定义 上 的 上 包 络 六 为 函数 
ho27) 一 inf sup 7). 
a. 对 于 每 个 XE[fa, ]，g(x) 志 f(z) 志 h(x) 和 g(xz) 二 f(x)， 当 且 仅 当 f 在 xz 下 半 连 续 ， 
而 g(Cz) 一 An(z) 当 且 仅 当 了 在 z 连续 . 
b. 若 上 有 界 ， 则 函数 g 下 半 连 续 ， 而 h 上 半 连 续 . 
c. 若 p 是 使 得 p(z) 委 PCz) 对 于 所 有 zE[a， 的 都 成 立 的 下 半 连 续 函 数 ， 那 么 对 于 所 有 的 
XE[La,b] 有 % (xX)g(r). 
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2.7 博 雷 尔 集 


虽然 任意 闭 集 簇 的 交集 与 任意 有 限 闭 集 艇 的 并 集 均 为 闭 集 ,但 可 数 闭 集 簇 的 并 集 不 一 定 为 
闭 集 . 例如 ， 有 理 数 集 是 可 数 闭 集 艇 (其 中 每 个 集合 仅 包含 一 个 数 ) 之 并 .因此 车 对 包含 所 有 闭 
集 的 o 代数 感 兴趣 ， 就 必须 考虑 比 开 集 与 闭 集 更 一 般 的 集合 ， 这 就 导致 以 下 定义 : 

定义 博 雷 尔 集 往 呈 为 包含 所 有 开 集 的 最 小 代数 . 

由 命题 1. 3 可 知 存在 这 样 一 个 最 小 的 c 代数 ， 它 也 是 包含 所 有 闭 集 的 最 小 c 代数 与 包含 所 
有 开 区 间 的 最 小 c 代数 . 

若 一 个 集合 是 可 数 闭 集 的 并 集 则 称 它 为 一 个 F, 集 (F 表示 闭 ，c 表示 求 和 )， 因 此 每 个 可 数 
集 都 是 F,， 当 然 每 个 闭 集 也 如 此 . F, 中 的 集 的 可 数 并 集 仍 然 在 下 内， 由 于 

a,b) =U [<+ 冯 2 一 款 ]， 
所 以 每 个 开 区 间 是 F,， 因 而 每 个 开 集 都 是 F. 

我 们 称 一 个 集合 为 G;， 车 它 是 可 数 开 集 簇 的 交集 (G 表示 开 ，8 代表 durchschnitt)， 因 此 
一 个 FF, 集 的 补 集 是 G，， 反 过 来 也 对 . 

F, 与 G; 是 两 种 相对 简单 的 博 雷 尔 集 .我们 也 可 考虑 像 Fs 类 型 的 集合 ， 它 是 每 个 成 员 为 
FF, 的 可 数 集 簇 的 交集 ， 类 似 地 ， 还 可 以 构造 Gw ，Fs。 类 等 等 ， 因 此 以 下 两 个 序列 

F, ,Fs Fos ss Gas Ga » Gs »*"" 
中 的 类 型 的 集合 都 是 博 雷 尔 集 ， 然 而 ， 并 非 每 个 博 雷 尔 集 都 属于 以 上 类 型 中 的 一 个 ， 博 雷 尔 集 
的 进一步 理论 可 从 Kuratowski [11] 中 找到 ， 但 我 们 仅 需 要 那些 直接 从 它们 是 构成 包含 所 有 开 
集 与 闭 集 的 最 小 o 代数 这 一 事实 所 导出 的 性 质 . + 


52. 令 为 对 于 所 有 实数 定义 的 下 半 连 续 丽 数 ， 对 于 集合 {(z: f(x) 之 a},， (xz: f(z) 之 a}， 
{tz，FCz)<ay，tz: xz) 委 a) 与 1z: f(x) 二 a}) 可 以 得 出 什么 结论 ? 

53. 令 三 为 对 于 所 有 实数 定义 的 实 值 函数 ,证明 /的 连续 点 的 集合 是 Ce. 

54. 令 《f,) 为 定义 在 R 上 的 连续 函数 序列 ， 证 明 使 得 该 序列 收敛 的 点 集 C 是 下 。. 
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3.1 引言 


与 往常 一 样 ， 把 区 间 了 的 长 度 1(D) 定 义 为 该 区 间 的 端点 差 . 长 度 是 集 了 员 数 的 一 个 例子 ， 即 
将 集 簇 的 每 个 集 赋予 一 个 扩充 实数 .在 长 度 的 情形 下 集 函 数 的 定义 域 就 是 所 有 区 间 组 成 的 簇 ， 
我 们 想 将 长 度 的 概念 推广 到 比 区 间 更 为 复杂 的 集合 ， 例 如 可 以 定义 开 集 的 “长 度 ” 为 组 成 它 的 开 
区 间 的 长 度 的 和 ， 然 而 对 于 我 们 的 目标 来 说 ， 开 集 仍 显得 过 于 狭隘 .我 们 想 构 造 一 个 集 函 数 
它 能 赋予 实数 集 簇 蝗 中 的 每 个 集合 下 一 个 非 负 扩充 实数 mm 已 ， 我 们 将 此 集 函 数 称 为 天 的 测 
度 . 最 理想 的 情况 是 m 具有 以 下 性 质 : 
i. mE 对 于 实数 集 的 每 个 子 集 EE 都 有 定义 ; 即 路 二 了 《了 R)， 
ii, 对 于 区 间 I，mI 二 必 D. 
ii 车 (E,) 是 不 相交 集合 的 序列 (Cm 在 其 上 有 定义 )， 
m(UE,)= 2mE,. 
iv. m 是 平移 不 变 的 ; 即 若 EE 是 一 个 集合 使 得 m 在 其 上 有 定义 ， 而且 车 十 y 是 集合 {x 十 
y: XEE}， 即 将 的 每 个 点 x 用 点 zx 十 y 代替 所 得 到 的 集合 ， 则 
| m(E+y) = mE. 
遗憾 的 是 ， 我 们 将 在 3. 4 节 看 到 ， 不 可 能 构造 出 满足 所 有 性 质 的 集 函 数 ， 而 且 也 不 知道 能 
否 构 造 出 满足 前 三 条 性 质 9 的 集 函 数 . 相应 地 ， 必 须要 把 这 些 性 质 中 的 某 一 条 减弱 ， 最 有 效 的 
处 理 方法 是 保留 后 三 条 性 质 ， 减 弱 第 一 个 条 件 ， 即 mE 不 必 对 于 所 有 实数 的 集合 下 有 定义 .® 
我 们 想 要 mE 对 于 尽 可 能 多 的 集 有 定义 ， 且 要 求 被 m 定义 的 集 族 吧 是 一 个 e 代数 . 因此 我 们 
说 m 是 一 个 可 数 加 性 测度 ， 若 它 是 一 个 非 负 扩充 实 值 函 数 , 其 定义 域 是 一 个 代数 吐 , 且 我 们 
有 mCUE,) 二 mE, 对 于 狗 中 每 个 不 相交 的 集合 序列 (E,) 成 立 . 在 以 下 两 节 我 们 的 目标 是 构造 
出 一 个 可 数 加 性 测度 ,其 平移 不 变 且 具有 性 质 :ml = !(D 对 于 每 个 区 间 工 成 立 . 
令 m 为 定义 在 o 代数 叹 上 的 所 有 集合 的 可 数 加 性 测度 . 
1. 若 4 和 昌 是 哎 中 的 两 个 集合 满足 4ACB， 那 么 mA4 生 mB. 这 个 性 质 称 为 单调 性 . 
2. 车 (EE) 是 哎 中 的 任意 集 列 , 则 m(UE,) 志 DmE,. [提示 :使 用 命 古 1, 2. ] 这 个 性 质 称 为 测度 的 
可 数 次 加 性 . 


mm 


- 


”车 我 们 假定 连续 统 假设 (每 个 不 可 数 实数 集 都 能 与 全 体 实数 组 成 的 集 建立 一 一 对 应 )， 那么 这 样 的 测度 是 不 存在 的 . 

所 ”减弱 性 质 (i) 并 非 惟一 途径 ;也 可 以 用 较 弱 的 性 质 一 - 有 限 加 性 来 替代 可 数 加 性 的 性 质 (ii). 对 于 不 交 有 限 集 列 
《EE,) ,我 人 有 m(UE,) 一 mE。( 见 习题 10. 21). 另外 一 种 可 能 是 用 可 数 次 加 性 来 代替 可 数 加 性 ,我 们 在 下 一 节 所 构 
造 的 外 测度 即 可 满足 此 性 质 ( 见 习题 2). 
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3. 若 跑 中 存在 一 个 集合 A 使 得 mA < ce, 则 mg = 0. 
4. 令 nFE 当 EE 为 无 限 集 时 等 于 ce; 当 互 为 有 限 集 时 等 于 五 中 元 素 的 个 数 ， 证明 nn 是 可 数 加 性 
集 珊 数 ， 它 具有 平移 不 变性 旦 对 于 所 有 实数 集 有 定义 ， 这 个 测度 称 为 计数 测度 . 


3.2 外 测度 


对 于 每 个 实数 集 A， 考 虑 覆盖 A 的 可 数 开 区 间 簇 (I,}， 即 集 簇 满足 AC UI,， 考 虑 该 集 簇 
所 有 区 间 的 长 度 和 ， 由 于 长 度 是 正 数 ， 所 以 此 和 惟一 确定 并 且 与 项 的 顺序 无 关 ， 定 义 A 的 外 
测度 mm" A 为 所 有 这 些 和 的 下 确 界 ， 用 较 简 单 的 记号 写 为 


m’* A= inf 371,). 
A4CUT 


从 mm 的 定义 即 知 m* 名 = 二 0， 而 且 若 ACB， 那么 m* A 万 m* B. 此 外 单 点 集 的 外 测度 为 
零 . 下 面 我 们 给 出 关于 外 测度 的 两 个 命题 ; 

1. 命题 一 个 区 间 的 外 测度 就 是 它 的 长 度 . 

证 明 从 闭 有 限 区 间 [<， 纪 开始 ， 因 为 对 于 每 个 正 数 s 开 区 间 (a 一 e，6 十 e) 包 含 [a,， 5], 所 
以 有 各" [a, 5] 志 l(a 一 e，5 十 e) 二 6 一 4a 十 2e， 由 于 m* [a,，6] 志 6 一 4 十 2e 对 于 每 个 正 数 s 成 立 ， 
即 有 m* [a，] 志 5 一 a。， 因 此 仅 需 证 明 m* [a，05] 之 6 一 a， 而 这 等 价 于 证 明 若 {1,) 是 任意 覆盖 
Le， 妇 的 可 数 开 区 间 簇 ， 则 有 

ZL ) 之 0 一 4. (1) 
根据 海 涅 - 博 雷 尔 定理 ，[La，6j 的 任何 开 覆 盖 都 包含 一 个 有 限 子 覆 盖 ， 而 有 限 子 禾 的 长 度 和 不 
大 于 原 集 簇 的 长 度 和 ， 所 以 仅 需 证 明 不 等 式 (1) 对 于 覆盖 [ae， 妇 的 有 限 子 钞 ({7.) 成 立即 可 ， 由 
于 a 包含 于 U 玉 ， 那 么 这 些 卫 中 必须 有 一 个 包含 ai， 就 令 这 个 区 间 为 Ca， 六 )， 有 wa < 二 所 . 
车 刀 志 5， 则 bfa,，6]， 且 由 于 如 对 (a1， 机)， 因 此 必 有 {1,) 中 的 区 间 Ca， 乌 ) 使 得 
blaz，b2); 即 as 过 6 过 bs 依 此 下 去 ， 可 从 {I,} 中 得 到 一 个 序列 Coy， 刀 )，*…，(ar，b4) 使 
得 ai<p <， 

而 { 卫 } 是 一 个 有 限 和 能 ， 因 此 这 个 过 程 必须 中 止 于 某 个 (os ， 久 )， 但 是 该 过 程 要 趾 仅 当 5GE 

(ax，B4)， 即 车 a 过 5 过 Bb:， 所 以 
D1 ) a;, b;) 
=(b—ar) 二 Cb iari) 二 … 十 (ba1) 
=b— (a br1)— (ar-1™— bz) 
(as—b)—a>b—al, 
由 于 4 过 5 1. 但 b, 之 b、ai 二 a， 因 而 有 bi. 一 41 之 5 一 a， 这 就 得 到 UT) 之 (5 一 a)， 这 表明 
m"* [a, 6]=6—a. ” 
若 I 是 任意 有 限 区 间 ， 则 给 定 se 之 0， 存 在 闭 区 间 JCTI 使 得 !CJ)> 上 D 一 se， 因此 


白 “为 将 该 测度 区 别 于 第 12 章 所 考虑 的 更 一 般 的 外 测度 ， 我 们 称 这 个 测度 为 勤 贝 格外 测度 ， 根 据 享 利 。 勤 贝 格 命名 ， 
由 于 本 章 不 考虑 其 他 外 测度 ， 就 将 m* 简单 地 称 为 外 测度 . 
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ID—e<HAD)=m mlm1T= 1 = (DD. 


所 以 对 每 个 e 盖 0 有 
LD—e<m’1<UD, 
因而 m.* I=LD. 
车 I 是 一 个 无 限 区 间 ， 则 给 定 任意 实数 A>>0， 存 在 闭 区 间 JCI 使 得 1(]) 一 A， 因此 m* 1 之 
m* J 二 1(]) 二 A.， 由 于 m* 1 之 A 对 于 每 个 A 都 成 立 ， 所 以 m* I 二 oo 二 DD. 醒 


2. 命题 邻 (A,) 为 可 数 实数 集 效 ， 那 么 
mi (UA,)<2m’ A,. 
证 明 ”车 集合 A, 中 的 某 个 集 具有 无 限 外 测度 , 自然 该 不 等 式 成 立 . 车 m" A, 有 限 , 则 给 定 
e > 0, 存 在 一 个 可 数 开 区 间 簇 { 友 , 小 使 得 4 CU Ti 且 2)4C1.) 之 mA, 十 2"e. 现 在 区 间 簇 


(TD 二 {14.10): 可 数 ,这 是 因为 它 是 可 数 个 可 数 集 簇 的 并 集 ,并 且 它 覆盖 U 4 因此 
mr (UA) < DT) = 2 D2) < 2 Cm’ As te2™) 
=2m’ 4A, 十 e. 


由 于 s 是 任意 正 数 ， 因 而 
m’ (UA m’ A,. LJ 


3. 系 若 A 可 数 ,，m* A=0., 
4. 系 集合 [0，1] 不 可 数 . 
5. 命题 给 定 任意 集合 A 与 任意 e>0， 存 在 一 个 开 集 〇 使 得 ACO 且 m" Om" A 十 e。 还 存 
在 一 个 GEGs 使 得 ACG 且 mm* A=m* G. 
5. 令 有 A 为 0 与 1 之 间 的 有 理 数 集 ， 且 令 {1,) 为 覆盖 A 的 有 限 开 区 间 徐 ， 那么 LT,) 之 1. 
6. 证 明 命 题 5. 
7. 证 明 m 平移 不 变 . 
8. 证 明 若 mm" A==0, 则 m* (AUB) 二 m*B. 


3.3 可 测 集 与 勒 贝 格 测度 


虽然 外 测度 具有 对 于 每 个 集合 都 有 定义 的 优点 ， 但 它 不 是 可 数 加 性 的 . 不 过 ， 如 果 适 当地 
缩小 它 所 定义 的 集 族 ， 它 就 可 以 成 为 可 数 加 性 的 .也许 使 用 下 面 由 卡拉 泰 奥 多 里 所 给 出 的 定义 
是 实现 这 一 目标 的 最 好 方法 ， 

定义 ”一 个 集合 已 称 为 可 测 的 8 ， 若 对 于 每 个 集合 A 有 ma" A 二 m* (AEE) 十 m* CANE). 

由 于 总 有 m2* A 志 m* (4 门 E) 十 m* (CANME)， 所 以 若 巨 可 测 当 ( 且 仅 当 ) 对 每 个 A 有 m" A 之 


”目前 情形 m* 为 勒 贝 格外 测度 ,EE 是 勒 贝 格 可 测 的 ， 在 第 11 和 第 12 章 我 们 将 考虑 更 一 般 的 可 测 集 概念 . 


57 
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mm (ANE) 十 m* (ANE)， 因 为 可 测 性 的 定义 关于 玉 和 EE 对 称 ， 所 以 只 要 瑟 可 测 ， 就 有 天 可 
测 ， 显然 空 集 避 和 由 所 有 实数 构成 的 集 R 可 测 . 
6. 引 理 若 m*FE=0， 则 可 测 . 
证 明 令 A 为 任意 集合 ， 那么 ANmECE， 因 而 mm* (ANE)<m* E=0，A 慷 ANE， 所 以 
mA 之 m’(ANE)=m’ (ANE)+m’ (AN DBE), 
因此 已 可 测 . | 
7. 引 理 若 巨 和 可 测 ， 则 FilUE 可 测 . 
证 明 令 4 为 任意 集合 ， 由 于 五 :可 测 ， 有 
m* (ANE)=m’'(ANE NNE)+m’ ANE, NE,), 
且 因 为 AN (EUE,)=[ANEJULANE:NE,], 
我 们 有 
m’* (ANEE UE)D)<m’ ANE)+m’ (ANE, NE). 
因此 根据 EE 的 可 测 性 
m* (ANELE UED+maANE NE)<m’ (Ann 已) 
4m (ANE, NE)+m’'(ANE, NE,) 
=m* (ANE)+m’ (ANE)=m’A, 
既然 一 (EU E;) 一 BE 门 E ， 这 就 表明 Ei UE 可 测 . 器 
8. 系 可 测 集 族 哎 是 一 个 集合 代数 . 
9. 引 理 令 A 为 任意 集合 ，E; ，…， 巨 ,是 一 个 有 限 不 交 可 测 集 的 序列 ， 那 么 


~ (AN| UE)- Dm aN, 
证 明 通过 对 n 归纳 来 证 明 该 引 理 .对 于 n= 二 1 引 理 显然 成 立 ， 假 定 对 ?一 1 个 集合 五 它 
也 成 立 ， 由 于 这 些 FE, 是 不 相交 的 集合 ， 所 以 


AN|UBINE-ANE, 
与 
an|UaglnE=an[Ual 
根据 对 一 1 个 集合 引 理 成 立 的 假设 ，E, 的 可 测 性 蕴涵 


a (ANn[UEl)-m aNnE +tm (AN[UE)) 


=m' (ANE)+ Ym (ANE) 国 

10. 定理 ”可 测 集 禾 负 是 一 个 o 代 数 ; 即 可 测 集 的 补 集 是 可 测 的 ， 可 数 可 测 集 答 的 并 集 
(与 交集 ) 是 可 测 的 ， 此外， 外 测度 等 于 零 的 集合 是 可 测 的 ， 

证 明 已 知 叹 是 一 个 集 代 数 ， 仅 需 证 明 若 一 个 集合 已 是 可 数 可 测 集 复 之 并 ， 则 它 是 可 测 
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的 ， 根 据 命题 1. 2， 这 样 的 EE 必 是 两 两 不 相交 的 可 测 集 序列 (E,) 之 并 . 令 A 为 任意 集 ， 且 令 


F,.=UE,, 那么 F, 可 测 ， ,一 记 ， 因 此 


mA=m'(ANF)+m’ ANE,)>m’ ANF,)+m’ ANE. 
由 引 理 9， 


mv” (A N F,) = > mv (A f E,). 
i 
mv A 之 Dm (A N ED) +m’* (AN EB). 
由 于 上 面 不 等 式 的 左 侧 与 ” 无关， 根据 m" 的 可 数 次 加 性 ， 有 
mi* A 之 > m’* (ANE)+m’' (ANE) 


宕 m* (An 本 十 me (A NE) 图 
11. 引 理 区 间 (ae，ce) 可 测 ， 
证 了 明 令 A 为 任意 集 ， Al 一 AN Ca，ce)，A:=An (一 se，a]， 那 么 必须 证 明 m* A: 十 
m* As 志 m* A， 若 mr A 二 0， 就 没什么 可 证 的 了 . 车 mx" 4<co， 给 定 se>0， 则 存在 开 区 间 簇 
{1,}， 它 构成 覆盖 A 的 可 数 集 簇 且 
DL) Em’ Ate. 
令 攻 = 站 (a，o0), 了 丑 == 了 站 ( 一 oo，a]， 那 么 1 与 1 是 区 间 (或 空 集 ) 且 
(TD) = I) HAF) 一 了 十 了 r. 
由 于 AiCUI,， 我们 有 
mm’ Am (UT)STm’ 1,, 
且 由 于 AsCUI， 还 有 
m* As<m’' (UP)<ETm’ TT. 
因此 
m* Ai+m’ A; Hm’ Ttm’ EF) 
UT Em’ Ate. 
但 是 。 为 任意 正 数 ， 所 以 必 有 mm: Al 十 m* As 志 m* A. 面 
12. 定理 ”每 个 博 雷 尔 集 都 可 测 ， 特 别 是 每 个 开 集 与 每 个 闭 集 也 都 可 测 . 
证 明 ”因为 可 测 集 簇 锦 是 一 个 o 代 数 ， 对 于 任何 a 有 (一 20,，al] 二 ~(a，0)， 因此 (一 ,aj 
可 测 ， 由 于 


0 


n=1 


所 以 (一 co， 人 可 测 ， 因 此 每 个 开 区 间 (a， 人 一 (一 co， 人 人 (ea，ce) 可 测 . 但 每 个 开 集 都 是 可 
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数 个 开 区 间 的 并 集 且 因此 必须 可 测 ， 那 么 哎 就 是 包含 开 集 的 c 代数 且 因 此 必须 包含 博 雷 尔 集 族 
3， 这 是 由 于 3 是 含有 开 集 的 最 小 c 代数 . [注意 : 定理 也 可 从 事实 mM 是 包含 形 如 (a，oo) 区 间 
的 c 代数 与 事实 3 是 包含 所 有 这 些 区 间 的 最 小 c 代数 直接 得 出 . ] | 
车 玉 是 可 测 集 ， 定 义 勒 贝 格 测度 mE 为 E 的 外 测度 ， 因 此 集 函 数 m 是 由 m' 限制 在 可 测 集 
族 叹 上 所 得 到 的 ， 勒 贝 格 测度 的 两 个 重要 性 质 可 由 以 下 命题 概括 : 
13. 命题 令 (E;) 为 可 测 集 序列 ， 那 么 
m(UE)<2mE.. 
若 集 合 EF, 两 两 不 相交 ， 则 
m( UE,)= mE.. 
证 明 上 面 不 等 式 不 过 是 命题 2 所 给 出 的 m* 的 次 加 性 的 重新 叙述 ， 若 ( E,) 是 不 相交 可 测 
集 的 有 限 序列 , 令 A==R 那么 引 理 9 蕴涵 
mlUE.)= mE.. 
因而 m 是 有 限 加 性 的 ， 令 ( E;) 为 两 两 不 相交 的 可 测 集 的 无 限 序 列 ， 那 么 


因而 


由 于 该 不 等 式 左边 与 无关， 所 以 


-= 中 
故而 反 向 不 等 式 即 由 可 数 次 加 性 得 到 ， 有 
af(U FE ) 一 > mE.;. 许 


14. 命题 令 (E,) 为 无 限 递减 的 可 测 集 序列 ， 即 对 于 每 个 n 有 st1CE,， 令 mF! 有限， 
那么 


"(NE) = 吉 wE 


证 朋 人 SE-=[\E, F;= FE;~Eiri, 那么 | 


且 集 合 FF; 两 两 不 相交 .因此 


mE ~ E)= 》) mF:= Dm(E, ~ En). 
i=1 


i=1 


但 mE =mE+m(E ~E) » mkE, =mbE,r1 +m(E; ~ E+1 ) 多 出 于 ECE, 与 E;,ri CE,. 因 为 mE, 
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mE1<co， 因 此 有 m(El~E)=mEi 一 mE, m(E:~Ei+1) 王 mE; 一 mEi+1.， 因此 


mE — mE 一 了 mE,; — mE.in) 
i=1 


= lim >) GnE; — mEin) 
DO i=1 
= lim(mE: — mE.) 


= mE — lim mE.,. 
noo 


而 mEi<<o%0， 所 以 


mE = lim mE.,. | 


以 下 命题 用 多 种 方式 表明 可 测 集 几乎 就 是 一 个 完美 的 集合 ， 有 关 证 明 留 给 读者 (习题 13). 
15. 命题 令 巨 为 给 定 集 ， 那 么 以 下 5 个 陈述 等 价 : 
i 可 测 . 
ii. 给 定 se 这 0， 存 在 一 个 开 集 ODDE 满足 m* (O~E)<e. 
iii, 给 定 e 盖 0， 存 在 一 个 闭 集 FCE 满足 m* (下 ~ 一下)<e， 
iv. 在 在 一 个 GG 属于 Gs 满足 ECG, m'* (GC 一 已 ) 一 0. 
v.、 存在 一 个 下 属于 下 ,满足 FCE, m* (E~F) 二 0. 
若 m* 玉 有 限 ， 以 上 陈述 都 等 价 于 : 
vi 给 定 s>0， 存 在 开 区 间 的 有 限 并 集 U 使 得 
m* (UAE) < e. 


9. 若 已 是 可 测 集 ， 则 互 的 每 个 平移 下 十 y 也 是 可 测 集 . 


10. 


11. 


12., 


13. 


14. 


车 E 和 ;是 可 测 的 ， 则 
m(E) UY ED) +m(E 站 E;) = mE + mE;. 
证 明 命题 14 中 的 条 件 mE 二 oo 是 必要 的 : 给 出 一 个 递减 的 可 测 集 列 (E,) 满 足 必 二 门 E, 且 对 每 个 
n, mE,=oeo, 
邻 (E,) 为 不 相交 的 可 测 集 序列 且 A 是 任意 集 ,那么 zm* (4 NU E:) = Dm ANE). 
证 明 命题 15. [提示 : 
a. 证 明 若 m' EE 二 co ，() 过 (让 合 (vi) (参见 命题 5). 
b. 用 (a) 证 明 对 于 任意 集合 EE，O 坟 (让 地 (iv) 过 0. 
c. 用 (b) 证 明 (D=>(Gii) 之 (之 GD. 
a. 证 明康 托 尔 三 分 集 ( 习 题 2. 37) 的 测度 为 零 . 
b. 令 下 为 [o， 如 的 子 集 ， 它 的 构造 方式 几乎 等 同 于 康 托 尔 三 分 集 ， 除 了 在 第 步 将 所 去 
掩 的 区 间 长 度 换 为 x3-" 外 ， 其 中 0<x<1， 因 此 下 是 一 个 闭 集 ， 尼 在 [0， 菇 稠密 且 


[ed 
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mF 二 1 一 a. 这 样 的 集 下 称 为 一 个 广义 康 托 尔 集 . 
“3.4 一 个 不 可 测 集 


我 们 将 说 明 不 可 测 集 的 存在 性 ， 若 z 和 yy 是 [0，1) 内 的 实数 ， 定 义 z 与 y 的 模 1 和 为 x 十 y 
(车 z 十 y<<1) 和 x 十 y 一 1( 车 zx 十 y 宇 1). 将 x 与 y 的 模 1 和 表示 为 x 十 y， 那 么 十 就 是 一 个 交换 
与 结合 的 运算 它 将 每 对 [0，1) 内 的 数 映 射 到 [0，1)， 若 将 每 个 zE [0，1) 对 应 于 和 角 2xzxz， 则 模 
1 加 法 对 应 于 角度 相 加 . 若 瑟 是 [0，1) 的 一 个 子 集 ， 则 定义 集合 已 模 1 的 平移 为 集合 下 十 y 一 (zx， 
z 一 z 十 y 对 某 个 xEE}， 若 将 模 1 加 法 作为 角度 相 加 ， 则 模 1 平移 y 对 应 于 角度 旋转 2xy， 以 
下 引 理 表明 勒 贝 格 测度 在 模 1 平移 下 不 变 . 

16. 引 理 令 EC [0, 1) 为 可 测 集 ， 那 么 对 于 每 个 yE [0，]) 集 合十 y 可 测 且 m(E 十 y) 二 mE 

证 明 令 忆 =E 站 [0, 1 一 y),， Es 一 EN [1 一 y，1)， 那么 E, 和 Es 是 不 相交 的 可 测 集 ， 
而 其 并 集 为 已 ， 因 而 

mE = mE' + mE;,. 
由 于 加 十 y= 十 y， 因 而 已 十 y 可 测 且 有 mr(E 十 y) 二 mE1， 这 是 因为 m 平移 不 变 。 同样 
羽 十 y= 十 (y 一 1) ,因而 Es 十 y 可 测 且 m (Ez 十 y) 王 mE， 但 是 Ey 一 (Ei 十 y)U (Es 十 y) 并 
且 集 合 已 十 y 与 E, 十 y 是 不 相交 的 可 测 集 ， 因 此 已 十 y 可 测 且 

m(E| y= mE y) +m(E, + y) 

一 mFEi+ mE, 

一 mE. 力 
下 面 来 定义 一 个 不 可 测 集 ， 若 x 一 y 是 有 理 数 ， 即 说 x 和 y 是 等 价 的 并 写 为 x~y， 这 是 一 个 等 
价 关 系 ， 它 将 [0，1) 划 分 为 等 价 类 ， 即 同类 的 不 同 元 素 仅 相差 一 个 有 理 数 ， 而 不 同类 的 元 素 相 
差 一 个 无 理 数 ， 根 据 选 择 公理 存在 一 个 集合 已 恰 包 含 每 个 等 价 类 的 一 个 元 素 ， 令 (rz。 
为 [0，1) 上 有 理 数 的 一 个 列举 ， 其 中 7 一 0， 定义 Pi 二 P 十 ni. 那么 P,=P. 令 zEPnPi. 
那么 Zz 二 pi 十 ri 二 pj; 十 7;， 其 中 Pp; 和 pi 都 属于 P. 但 pi 一 pj 二 rj 一 7 是 有 理 数 ， 因此 pi ~ pj;. 
由 于 PP 中 仅 有 来 自 每 个 等 价 类 的 一 个 元 素 ， 所 以 必 有 i=j， 这 意味 着 , 车 ;ij, Pi 门 P;==Y 
即 <P,) 是 两 两 不 相交 的 集合 序列 ， 另 一 方面 ，[0，1) 中 的 每 个 实数 zx 均 属 于 某 个 等 价 类 ， 因 而 
与 P 的 一 个 元 素 等 价 ， 但 二 仅 与 已 的 元 素 相差 一 个 有 理 数 ~: ， 那 么 zE Pi， 因 此 UP 一 [0,，1). 
由 于 P; 是 了 模 1 的 一 个 平移 ， 所 以 若 P 可 测 ，P, 就 可 测 ， 而 且 其 测度 与 P 的 测度 一 致 ， 但 是 
若 如 此 ， 


m[0,1) = y mpP., = 了 mpP,， 


上 式 右边 等 于 零 或 无 限 ， 这 依赖 于 mP 为 零 或 正 ， 但 由 于 mf[0，1) 二 1， 所 以 这 是 不 可 能 的 . 
因此 PP 不 可 能 可 测 . 
虽然 以 上 有 关 卫 的 不 可 测 性 的 证 明 方法 是 反 证 法 ， 但 应 该 注意 到 (直到 最 后 一 句 )， 我 们 
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并 没有 用 到 除 平 移 不 变 与 可 数 加 性 之 外 的 勤 贝 格 测度 的 性 质 ， 因 此 上 述 证 明 也 给 出 了 以 下 定理 
的 直接 证 明 : 
17. 定理 若 m 是 一 个 定义 在 包含 集合 PP 的 o 代数 上 的 可 数 加 性 的 平移 不 变 测度 ， 则 
mL0，1) 或 者 等 于 零 或 者 无 限 . 
P 的 关于 任何 平移 不 变 、 可 数 加 性 且 满 足 m[0， 1) 等 于 1 的 测度 mm 的 不 可 测 性 可 由 道 否 关 
系 得 到 . 
15. 证 明 若 忆 可 测 且 已 CP， 则 mE 一 0. [提示 : 令 FE, 二 E 十 r;， 那么 (E;) 是 一 个 不 相交 的 可 测 
集 序列 且 m EFE,; 二 mE. 因此 mE; 一 mU Em[0，1].] 
16. 证 明 ， 若 A 是 任意 使 得 m* A 沁 0 的 集合 ， 则 存在 一 个 不 可 测 集 ECA. [提示 : 若 AC 
4 (0，]), 令 E;= 二 ANP;. EE 的 可 测 性 表明 mE; 一 0, 而 2m’ Ei; 之 m* A>>0.] 
17. a. 给 出 一 个 (E;) 是 不 相交 和 集 列 的 例子 且 
m’ (UE)<Hm’ E. 
给 出 满足 以 下 条 件 集 列 (E,) 的 一 个 例子 ; E; 防 Eini, m’ Ei:<oo, 和 且 m* (Ei)< 


lim mm”* E.,. 
3.5 可 测 沙 数 


既然 不 是 所 有 的 集合 都 可 测 ， 那 么 一 个 至 关 重 要 的 问题 是 如 何 知 道 在 某 种 构造 下 自然 产生 
的 集合 是 否 可 测 ， 若 从 一 个 函数 f 出 发 ， 以 下 命题 列 出 了 由 它 产生 的 最 重要 的 集合 : 

18. 命题 令 了 为 扩充 实 值 函 数 ， 其 定义 域 可 测 ， 那么 以 下 陈述 等 价 : 

i, 对 于 每 个 实数 a 集合 {z: JFCz) 二 a) 可 测 . 

ii. 对 于 每 个 实数 a 集合 {IT: f(z) 之 a) 可 测 . 

iii, 对 于 每 个 实数 a 集合 {Tz: FCz)<a) 可 测 . 

iv. 对 于 每 个 实数 a 集合 {xX: FFCz) 委 ao) 可 测 ， 

这 些 陈述 蕴涵 了 

v， 对 于 每 个 扩充 实数 a 集合 {xX: f(x) 王 a) 可 测 . 

证 明 令 f 的 定义 域 为 D， 我 们 有 人 之 (iv)， 这 是 由 于 {x: f(z) 专 a}=D~{zx: f(z)> a) 

且 两 个 可 测 集 的 差 集 可 测 ， 类 似 地 ，(iv) 过 (D 和 (iD 全 (ii)， 现 在 (D 之 (ii)， 这 是 由 于 {z: 


f(D Zo)={\{z: fz)>a 一 1/n}， 而 且 可 测 集 列 的 交集 可 测 ， 类 似 地 ， 由 于 {zx: f(z) 之 a} 一 
Ua fz) 之 a 十 1/n) 且 可 测 集 列 的 并 集 可 测 ， 则 有 (i) 过 (i)， 这 就 表明 前 4 个 陈述 等 价 . 


若是 一 个 实数 ， {xz: f(z)=a}={zx;: f(x)a}f) (xr: f(z)<a), 因而 对 于 a 是 一 个 实数 ， 
(和 (iv) 二 (v)， 由 于 


{zsf(z) 一 co = (| {r:f(7) 7), 
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所 以 对 于 a 二 oO，( 让 和 (Vv)， 类 似 地 ， 对 于 a 二 一 上 oO ，(iv) 二 (v)， 因 而 有 Gi) & (iv) 僵 (v). 图 

定义 扩充 实 值 函数 f 称 为 ( 勒 贝 格 ) 可 测 ， 若 它 的 定义 域 可 测 且 满足 命题 18 前 4 个 陈述 
的 任 一 个 . 

因此 若 限 定 可 测 函 数 ， 那 么 与 之 相 联系 的 最 重要 集合 是 可 测 的 .应 该 注意 到 (具有 可 测定 
义 域 的 ) 连 续 函 数 可 测 ， 当 然 阶梯 函数 可 测 ， 若 f 是 可 测 函 数 ，E 是 f 的 定义 域 的 可 测 子 集 ， 
将 f 限定 于 FE 所 得 到 的 函数 也 是 可 测 的 .从 以 下 命题 可 知 对 可 测 函 数 实 施 某 些 运算 后 仍然 得 
到 可 测 函 数 . 

19. 命题 令 c 是 一 个 常数 且 f 和 gg 是 定义 在 同一 定义 域 的 两 个 可 测 实 值 函 数 . 那么 函数 
ftc、 cf、 ft+tg、g 一 f 和 fg 也 是 可 测 的 . 

证 明 用 命题 18 的 条 件 (iii)， 那 么 

{zx: f(x) + ea) = {rx:f(x) La— ce), 

因而 当 了 可 测 时 f 十 c 可 测 . 类似 的 讨论 表明 cf 也 可 测 . 

若 f(z) 十 g(xz) 二 a， 那么 f(x) 二 a 一 g(z)， 并 且 根 据 阿 基 米 德 公理 的 系 可 知 ， 存 在 一 个 
有 理 数 ~ 使 得 

fx) ra gr). 

因此 


{x:f lz) + gz) a} =) (rf lr) rf {rig(7) <c 一 站 )， 


因为 有 理 数 集 是 可 数 的 ， 那 么 该 集合 可 测 ， 因 而 f 十 g 可 测 . 由 于 当 g 可 测 一 g 王 (一 1)g 可 测 ， 
所 以 f 一 g 可 测 . 

由 于 对 于 wx 之 0 

{zf (x) > a} = {zf(7) > va} U {zr:flr) < 一 Va) 
对 于 a 二 0 
{xz:f (x)>a}=D 
所 以 函数 户 可 测 . 其 中 D 是 了 的 定义 域 ， 因 此 
fg = 5[L(f+e) ~— fg] 

是 可 测 的 . 国 

我 们 想 将 命题 19 推广 到 扩充 实 值 函数 f 和 g. 遗憾 的 是 ， 在 形 如 ce 一 so 的 点 f 十 g 没有 定 
义 ， 然 而 ，fg 总 是 可 测 的 . 若 在 f 十 g 没有 定义 的 这 些 点 对 f 十 g 取 固 定 的 值 ，f 十 g 也 可 测 . 
还 有 : 假定 f 十 g 没有 定义 的 这 些 点 是 测度 为 零 的 集合 ， 那 么 无 论 对 f 十 g 取 什 么 值 f 十 g 都 可 
测 . 〈 见 习题 22. ) 


20. 定理 令 ( 广 ) 为 可 测 函 数 的 序列 (具有 相同 的 定义 域 )， 那么 函数 sup{fi, 的 三)， 
inf{ i， sup{ fi: n}，inf{f: n}，lim 万 与 lim f, 都 是 可 测 的 . 
证 明 若是 由 h(z) 二 sup{ 有 (xz)，…，f(z)} 定 义 的 隐 数 ， 则 {rx: 疡 (zz) >aj) 一 


U tz; f(z)>a}， 因此 了 的 可 测 性 北 涵 h 的 可 测 性 ， 类 似 地 ， 若 定义 g 为 gCz) 一 sup f(zx)， 
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那么 (zg(z)> 中 一 人 Utz， 六 (z)>e}， 因 而 g 可 测 ， 对 于 inf 也 可 建立 相应 的 命题 讨论 
由 于 lim 户 一 infsup fs， 有 Jim f, 可 测 ， 类 似 地 lim f, 可 测 . 国 

我 们 说 一 个 性 质 几乎 处 处 (简写 为 a. e. ) 成 立 ， 指 的 是 那些 使 该 性 质 不 成 立 的 点 集 的 测度 为 
零 . 因此 特别 地 f 二 g a. e. ， 若 ff 和 g 有 相同 的 定义 域 且 m{x: FGCz) 天 g(Cz))} 一 0 类似 地 ， 我 
们 说 亡 几 乎 处 处 收 伍 于 g : 若 存 在 一 个 零 测 度 集 王 使 得 f, (x) 在 每 个 不 属于 EE 的 点 xz 收敛 于 
s(z). 下 面 的 命题 是 等 式 a.e. 成 立 的 一 个 推论 : 

21. 命题 若 厂 是 一 个 可 测 函 数 且 太一 g a.e.， 那 么 g 可 测 . 

证 明 令 下 为 集合 {zx: f(z) 关 g(x)}. 根据 假设 mE 二 0， 有 

{zg(x) > a} = [{zr:f (rx) > a} U {zr € Eg(zr)> a}] ;, 
~ {rE Eg(r) a). 

因为 是 可 测 函 数 ， 所 以 上 式 右边 的 第 一 个 集合 可 测 ， 而 右边 的 最 后 两 个 集合 可 测 ， 是 由 于 它 
们 是 EE 的 子 集 且 mE=0.， 因此 对 于 每 个 a{z: g(Cz)> ea) 可 测 ， 故 而 g 可 测 . 国 

由 下 面 的 命题 可 知 一 个 可 测 函 数 “ 几 乎 ”就 是 一 个 连续 油 数 . 该 命题 的 证 明 留 给 读者 (参见 
习题 23). 

22. 命题 邻 f 为 定义 在 区 间 [a,， 5] 上 的 可 测 函 数 ， 假 定 它 只 在 零 测 度 集 上 取 十 oo 或 一 oo 
值 ， 那 么 给 定 e 汪 0， 就 可 以 找到 一 个 阶梯 函数 g 和 一 个 连续 函数 有 使 得 

|f—gl<ef1|f—h|<e 

在 除去 测度 小 于 ee 的 集合 上 成 立 ; 即 m{x: | f(z) 一 g(x) | 之 e} <e, 且 m{zx: | f(x) 一 
h(x) | 渤 e) 二 e。 若 还 有 mm 声 f 碾 M， 那 么 还 可 以 选取 函数 g 和 用 使 得 m 夺 gM 且 m 志 
hM. 


车 A 是 任意 集合 ， 定 义 集合 4 的 特征 函数 X。 为 函数 
1 若 zEA 
0 若 z A. 
, 函数 xX。 是 可 测 的 当 且 仅 当 集 合 A 是 可 测 的 . 因此 不 可 测 集 的 存在 性 蕴涵 着 不 可 测 函数 的 存在 性 . 
一 个 实 值 函数 p 称 为 简单 的 当 且 仅 当 它 是 可 测 的 且 仅 取 有 限 个 值 . 若 g 是 简单 的 且 具 有 值 


sya 那么 g 二 wy ,其 中 入 = (zsp(z) = ww}. 两 个 简单 函数 的 和 、 积 、 差 还 是 简单 函数 ， 


习题 
18. 证 明 命 题 18 中 的 (v) 不 蕴涵 (iv)， 构 造 函 数 上 使 得 {z: f(x) 之 0) 二 EE 是 一 个 给 定 的 不 
可 测 集 ， 且 f 一 次 至 多 取 到 每 一 个 值 . 
19. 令 D 为 实数 的 稠密 集 ， 即 D 是 一 个 实数 集 且 每 个 区 间 包 含 D 的 一 个 元 素 . 令 了 为 上 的 
扩充 实 值 函数 对 于 每 个 cE D 使 得 {z: f(x) 之 a} 可 测 ， 那 么 了 可 测 . 
20. 证 明 两 个 简单 函数 的 和 与 积 是 简单 的 ， 证明 
Xans 一 Xa * Xs 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 


27. 
28. 


Xavn = Xa + Xs — Xa «Xs 
X= 1—X. 

a. 令 卫 与 已 为 可 测 集 ，7 为 定义 在 DUE 上 的 函数 ,证明 f 是 可 测 的 当 且 仅 当 它 在 D 与 EE 
的 限制 是 可 测 的 . 

. 令 7 为 具有 可 测定 义 域 D 的 函数 . 证 明 f 可 测 当 且 仅 当 函 数 g: g(x)=f(x), x€ED 
且 g(Cz) 一 0，Zz 红 了 p 可 测 . 

a. 令 f 为 具有 可 测定 义 域 刀 的 扩充 实 值 函数 ， 且 令 Di={x; f(z)=o0)}, Ds 一 {zx; f(z)= 
一 o0}， 那么 f 可 测 当 且 仅 当 DDi; 和 D; 可 测 且 限制 在 D~(D; UD,) 可 测 . 

b. 证 明 两 个 可 测 的 扩充 实 值 函数 的 乘积 可 测 . 

. 令 了 和 g 为 可 测 的 扩充 实 值 函 数 且 w 是 一 个 固定 的 数 ， 若 只 要 出 现 co 一 co 或 一 co 十 co 的 
形式 就 定义 f 十 g 为 <， 那么 f 十 g 可 测 . 

d. 令 f 和 gg 为 可 测 的 扩充 实 值 函 数 ， 它 们 几乎 处 处 有 限 ， 那 么 无 论 /十 g 在 形 如 oo 一 co 时 取 何 
值 ， 它 都 可 测 . 

通过 建立 以 下 引 理 证 明 命题 22: 

a. 令 为 [ae， 的 上 的 可 测 函 数 ， 并 仅 在 零 测 度 集 取 十 ce 或 一 cc， 给 定 s>0， 存 在 一 个 M 
使 得 | f | 万 M， 在 除去 测度 小 于 e/3 的 集合 上 成 立 . 

b. 令 为 [e， 门 上 的 可 测 函数 ， 给 定 se>0 和 人 MM， 存在 简单 函数 p 使 得 | f(z) 一 g(x) | <e 在 除 
去 | flx) 1  M 的 z 处 成 立 . 若 msJSM,， 那么 可 以 取 p 使 得 me<M 

c. 令 gp 为 [Le， 扑 上 的 简单 函数 ， 存 在 [ae， 纪 上 的 阶梯 本 数 g 使 得 g(x) 一 p(x) 在 除去 一 个 
测度 小 于 e/3 的 集合 外 成 立 . [提示 : 用 命题 15. ] 若 mSp<M,， 那么 可 以 取 g 使 得 m 声 
gM. 

d. 给 定 [ae， 纪 上 的 阶梯 函数 8， 则 存在 一 个 连续 函数 使 得 除去 个 测度 小 于 e/3 的 集合 
g(z) 一 hz)、 若 mm 和 g 委 M， 我 们 可 以 取 户 使 得 普 委 六 M. 

令 f 可 测 且 B 为 博 雷 尔 集 ， 那么 /-!1[B] 是 一 个 可 测 集 [提示 : 使 -1'[E] 可 测 的 集 类 是 o 

代数 . ] 

证 明 若 f 是 可 测 实 值 函 数 且 g 是 定义 在 (一 ee，co) 上 的 连续 函数 ， 那 么 g。/ 了 可 测 . 

博 雷 汞 可 测 性 ， 一 个 函数 f 称 为 是 博 雷 尔 可 测 的 ， 若 对 于 每 个 a。， 集合 {zx: f(x) 之 a} 是 一 

个 博 雷 尔 集 ， 证 明 用 “ 博 雷 尔 集 ” 代 替 “ 可 测 集 ”,，“ 博 雷 尔 可 测 ” 代 替 “ 勒 贝 格 可 测 ”， 命 题 18 

和 19 以 及 定理 20 仍然 成 立 ， 每 个 博 雷 尔 可 测 的 函数 都 是 勒 贝 格 可 测 ， 若 f 是 博 雷 尔 可 测 

的 且 B 是 博 雷 尔 集 ， 则 f-1[B1 是 一 个 博 雷 尔 集 ， 若 上 和 & 都 是 博 雷 尔 可 测 的 , 则 /。g 

是 博 雷 尔 可 测 的 ， 若 f 博 雷 尔 可 测 且 g 勤 贝 格 可 测 ， 则 f。g 是 勒 贝 格 可 测 的 . 

若 用 任意 集合 的 o 代数 @ 来 代替 博 雷 尔 集 类 3 ， 请 问 有 多 少 个 前 面 的 问题 可 以 研究 . 

令 广 为 康 托 尔 三 分 函数 (参见 习题 2. 48) ， 定 义 FCz)= 户 (z) 十 z. 

a, 证 明 f 是 一 个 从 [0，1] 到 [0，2J] 上 的 同 胚 映射 . 

b. 证 明 /将 康 托 尔 集 映 上 测度 等 于 1 的 集合 F. 

c. 令 g 二 f-!， 证 明 存 在 一 个 可 测 集 A 使 得 g-'[AJ 不 可 测 . 


oT 


nn 
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d 给 出 一 个 连续 函数 g 和 可 测 隐 数 使 得 hh。g 不 可 测 的 例子 ， 并 与 习题 25 和 26 相对 比 . 
e. 证 明 存在 非 博 雷 尔 集 的 可 测 集 . 


3.6 李 特 尔 伍德 的 三 个 原理 


谈 到 实 变量 函数 的 理论 ， 李 特 尔 伍德 说 到 93“ 所 要 求 的 最 广泛 的 知识 并 非 像 有 时 所 设想 的 
,那么 多 ， 三 个 原理 大 致 可 表述 如 下 ， 每 个 (可 测 ) 集 接近 于 区 间 的 有 限 并 集 ; 每 个 [可 测 ] 函 数 接 
近 于 连续 函数 ， 每 个 收敛 的 [可 测 ] 函 数 序列 接近 于 一 致 收敛 的 函数 序列 .大 部 分 [理论 ] 的 结果 
是 这 些 思想 的 相当 直观 的 应 用 ， 在 遇 到 需要 处 理 实 变 函数 理论 的 问题 时 ， 学 生 最 需要 掌握 的 就 
是 这 三 个 原理 .车 其 中 一 个 原理 显然 可 以 解决 一 个 十 分 真实 的 问题 ， 那 么 自然 要 问 这 个 “接近 ” 
是 否 足 够 ， 而 实际 上 对 于 一 个 问题 一 般 是 可 以 解决 的 .” 

我 们 已 经 过 到 过 两 个 李 特 尔 伍德 原理 ,由 命题 15 给 出 的 第 一 原理 的 多 种 版 本 .命题 22 给 
出 的 第 二 原理 的 一 个 版 本 ， 习 题 31 给 出 的 另 一 版 本 ， 习 题 4. 15 和 命题 6. 8 给 出 的 第 三 个 版 
本 .以 下 命题 给 出 第 三 原理 的 一 种 版 本 ， 叶 果 洛 夫 定理 给 出 了 稍 强 形式 的 版 本 ，( 习 题 30) 但 
一 般 会 发 现 这 个 弱 形 式 已 足够 . 

23. 命题 令 为 具有 有 限 测度 的 可 测 集 ， 且 《f,) 是 定义 在 忆 上 的 可 测 函 数 序 列 ， 令 /为 
实 值 函数 使 得 对 于 每 个 x 有 f(z) 一 f(x)， 那 么 ， 给 定 e>0 与 8S>>0， 则 存在 一 个 可 测 集 AC 王 
满足 mA<8 和 一 个 整数 NN 使 得 对 所 有 工 攻 A 和 所 有 n 之 N， 

| f(r) — f(x) |<e. 
证 明 令 
G, = {zt EE: | f(z)— f(x) |>e}， 

且 设 


En =( G, = {zx € FE:| f(x) f(z) | 之 e 对 某 个 n 之 入 成 立 }. 
n=N 


我 们 有 En;1CEw， 且 对 于 每 个 xEE 必须 存在 一 个 Ev 使 得 x 不 属于 它 ， 这 是 由 于 广 (z) 一 
f(x). 因 此 门 Ew 二 久 ， 因 而 根据 命题 14，lim mEn 一 0。 所 以 给 定 8 之 0， 存在 N 使 得 mEn 一 
8; 即 
m{z EE: | f(z)— f(x) | 之 e 对 于 茶 个 n 宇 N} 过 6. 
若 将 En 记 为 A， 那么 mA 二 6 并且 
= {rz EE;| f(z) 一 f(x) | 过 ee 对 于 所 有 n 之 NN 成立). 国 

若 按 命题 的 假设 ， 对 于 每 个 z， 有 f(x) 下 f(z)， 则 说 序列 (六 ?在 王 上 和 逐 点 地 收敛 于 了 . 
若 存在 玉 的 子 集 B， 满足 mB 二 0 使 得 f,>f 在 FE~B 逐 点 成 立 ， 就 说 在 E 上 ff a.e.. 下 
面 是 对 最 后 命题 的 平凡 修改 : 

24. 命题 令 巨 为 有 限 测度 的 可 测 集 ， 上 且 (f,) 是 在 EE 上 a.e. 收 人 钙 到 实 值 吕 数 f 的 可 测 函 
数 序列 ， 那 么 ， 给 定 s>0 与 6 二 0， 存在 一 个 集合 ACE 满足 mA 一 6 和 一 个 N 使 得 对 所 有 的 
工 狂 A 与 所 有 的 n 之 NN， 
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| f(x) — f(x) |<e. 
29. 给 出 一 个 例子 说 明 在 命题 23 中 必须 要 求 mE<co. 
30. 证 明 叶 果 洛 夫 定 理 : 车 太 为 可 测 函 数 序列 且 在 有 限 测度 的 可 测 集 已 上 a. e. 收敛 到 实 值 函 

数 f， 则 给 定 m7>0， 存 在 一 个 子 集 ACE 满足 mA 二 7 使 得 在 E~A 上 f; 一 致 收敛 于 了. 
[提示 : 令 e, 一 1/n 与 8, 一 2 "7 反复 运用 命题 24. ] 。 

31. 证 明 重 金 定 理 : 令 f 为 定义 在 区 间 [a，5j 上 的 可 测 实 值 函 数 . 给 定 S>0， 那 么 存在 Le， 
上 的 连续 函数 og 使 得 m {zx: f(z) 关 p(xz)} 二 8. 请问 对 于 区 间 ( 一 2 ，co) 有 同样 的 结论 码 ? 
[提示 : 运用 叶 果 洛 夫 定 理 、 命 题 15 、 命 题 22 和 习题 2. 40. ] 

32. 证 明 将 命题 23 的 整 变量 n 换 为 实 变量 :， 那 么 该 命题 就 不 一 定 正 确 ; 即 构造 一 族 L0，1j 上 
的 可 测 实 值 函 数 (f,) 使 得 对 于 每 个 z 有 lim 六 (z) 一 0， 但 对 于 某 个 S>0 只 有 ma {zx: 广 (z) 二 
1/2} 汪 6.， 提示: 令 P; 为 第 3.4 节 中 所 出 现 的 集合 ， 对 于 2 一: 委 :<2 一 ， 定 义 三 为 

1 若 zEP 和 并 一 234 一 ] 
f(z) -| 


0 否则 . 
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4.1 黎 曼 积分 
首先 回顾 与 黎 摆 积分 有 关 的 一 些 定义 ， 令 f 为 定义 在 闭 区 间 [a, 5b] 上 的 有 界 实 值 函 数 


且 令 
a= 
为 La，6j 的 一 个 分 划 ， 对 于 每 个 分 划 我 们 定义 和 式 


S= 2 (&: 一 和)M; 


与 
3 一 2 (8 — &-1)m:i, 
其 中 
M= sup f(r), m= inf f(x). 
£1 < 安生 § 1 <xE§ 
接着 定义 f 的 黎 曼 上 积分 为 


R| rodz =infS 
这 里 下 确 界 取 自 于 La，6bj 所 有 可 能 的 分 划 . 类 似 地 ， 我 们 定义 f 的 下 积分 如 下 : 
R| f C2)dz = SUP s. 
上 积分 总 是 不 小 于 下 积分 . 着 它们 相等 ， 则 称 f 黎 曼 可 积 ， 并 称 这 个 共同 值 为 f 的 黎 曼 积分 . 
我 们 将 了 的 黎 曼 积分 表示 为 
R| rz)dz 
以 区 别 后 面 所 要 考虑 的 勒 贝 格 积分 . 
给 定 [a，5] 的 某 个 分 划 和 某 个 常数 集 c: ， 阶 梯 函 数 yy 是 指 
VCz) =c, 6 rEé. 
在 实践 中 对 于 任何 人 所 定义 的 积分 都 有 
| wc)az 二 Dac — é&-1). 
记 住 这 一 点 即 可 看 到 对 所 有 阶梯 函数 y(z) 宇 f(z)， 有 
R| fC2)dz = inf| yr)dz 
类 似 地 ， 对 所 有 阶梯 函数 p(x) 记 f(x)， 有 
R| f Cdz 一 sup| pCz)dz 
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习题 


1. a。 证 遇 zr)= 
a 证 明 着 /(z) 二 1， 调理 数 " 则 


R| faz 一 0 一 4 且 R| fC)dz 一 0. 
b. 构造 一 个 非 负 黎 曼 可 积 的 函数 序列 (上 ， 使 得 扩 单调 递增 趋 于 ff. 请 问 如 果 交 换 积 分 与 
取 极 限 过 程 的 次 序 会 得 出 什么 样 的 结论 ? 
4.2 有 限 测度 集 上 的 有 界 函 数 的 勒 贝 格 积分 


上 节 的 问题 1 已 暴露 出 黎 曼 积分 的 某 些 缺 陷 ， 特 别 地 ， 我 们 希望 在 某 个 可 测 集 取 值 为 1 而 
在 其 余 点 取 值 为 零 的 函数 是 可 积 的 ， 且 积分 值 是 该 集合 的 测度 . 
给 定 一 集合 EE， 定 义 它 的 特征 函数 Xs 如 下 : 
1 xzEE 
0 zzE¢E 


Xe(zx) 一 
车 集合 E; 是 可 测 的 ， 则 称 线性 组 合 
p(X) = Da XE, (x) 


为 简单 函数 .9 的 表示 方法 不 是 惟一 的 ， 然 而， 一 个 函数 p 是 简单 的 当 且 仅 当 它 是 可 测 的 且 仅 
取 有 限 个 值 ， 如 果 p 是 简单 函数 ，{a1，…，a,} 是 p 的 非 零 值 集合 ， 那 么 ， 


p= 2 a; Xa ?9 


其 中 A,=(z:， p(x) 一 a;}， 9 的 这 个 表示 法 称 为 典范 表示 ， 它 的 特征 是 A; 不 相交 且 a; 为 互 不 


相等 的 非 零 值 . 
车 9 在 某 个 有 限 测度 集 外 为 零 ， 当 它 的 典范 表示 为 p 一 > aiX4 时 ， 定 义 它 的 积分 为 


sczdz 一 y om4， 
有 时 可 将 积分 表达 式 简写 为 |p. 如 果 已 是 任意 可 测 集 , 则 定义 
-Je 
通常 使 用 非典 范 表示 更 为 方便 些 ， 以 下 的 引 理 将 是 很 有 用 的 : 
1. 引 理 令 g= 》) aiXs 对 于 i 过 j，E 几 EE) 一 GY， 假 定 每 个 集合 E 是 具有 有 限 测度 的 可 
测 集 ， 那 么 
| 一 DamE.. 


证 明 集合 A,={z: p (2)=a)= UE. 根据 m 的 加 性 有 amA。 一 》) aimE;， 因 而 


[Cw a = DamA, 
一 ZamE.. - | 
2. 命题 邻 g 和 y 是 在 一 有 限 测度 集 外 为 零 的 简单 函数 ， 那 么 


[ap + 6) = afg+6ly, 


| 之 | 


证 了 明 令 {4.) 与 (8B.} 分 别 为 出 现在 9 与 $9 典范 表示 中 的 集合 ， 令 A。 和 Bo 分 别 表示 9 与 y 
为 零 的 集合 ， 那 么 取 交 和 集 A; 门 B; 得 到 的 所 有 集合 Es 组 成 一 个 有 限 的 不 相交 可 测 集 艇 .可 以 
写 为 


进而 有 
ap 十 pb 一 2 (aax Tbb Xs, $ 
这 样 即 由 引 理 1 得 到 | (ap 十 好 ) = a|p 十 5|w. 要 证 明 命题 的 第 二 部 分 ,注意 


Js-js=|(o—» 之 0， 
这 是 由 于 根据 积分 的 定义 ， 几 乎 处 处 大 于 或 等 于 零 的 简单 函数 的 积分 是 非 负 的 . 国 
从 这 个 命题 可 知 若 p 一 > )c,Xs , 则 |p = ZamE,， 因 此 引 理 1 要 求 集合 E, 不 相交 的 限制 


是 不 必要 的 . 
令 为 有 界 实 值 函数 ，E 为 有 限 测度 的 可 测 集 . 类 似 于 黎 曼 积分 ， 对 于 简单 函数 p 和 少 考 
虑 数值 
if 人 
与 
sop| p， 
车 问 何 时 这 两 数 相等 ， 以 下 命题 给 出 了 答案 : 
3. 命题 令 f 为 定义 在 可 测 集 EE 上 的 有 界 实 值 函 数 ， 其 中 巨 的 测度 mE 有 限 ， 那 么 


i 一 d 
inf Jy ar sup jy 工 


L78 ] 
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对 所 有 简单 函数 p 和 yy 成 立 的 充 要 条 件 是 了 可 测 . 
证 明 令 f 是 以 M 为 界 的 可 测 函 数 ， 那 么 集合 


E, = :全 > f(z) > -DM), ncken, 
是 可 测 的 、 不 相交 的 ， 且 并 为 下. 因此 
DmE, = mE. 

| 全 

p(x) = M3 Xs, Cz) 
和 

px) = ¥ >) (k— 1) Xe (x) 

定义 的 简单 函数 满足 加 

px) 去 FCz) Ch). 
因此 

inf| wz)dz< | yz)dz — ¥ SemE, 
且 
sup| pCz)dz > | paz)dz = M5 — DmE,, 

故而 得 知 


M~ M 
0 < 二 inf| wz)dz 一 sup| pcz)dz < 丈 > mE, = 77E: 
由 于 7 是 任意 的 ， 有 


k=—n 


inf| wz)dz 一 sup| pcz)dz = 0， 
这 样 就 证 明了 充分 性 . 
现在 假定 
in 人 | yz)de = sup| ,9 C0)dz. 


那么 给 定 nx， 存 在 简单 函数 pg, 和 y, 使 得 
pa 1) SE fx) Spl) 
且 


| Cz)dz— |pu(z)dr < 二 . 


那么 根据 定理 3. 20 肾 数 
py” = inf 加 
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和 


9 = Sup Jr 
是 可 测 的 ， 并且 
oz) 委 f(r) Sy" (z). 
因此 集合 
A= {xr:9" (x) < y" (x)} 
是 集合 


A, = (Tz:9° (7) < yy (zx) 一 三 


的 并 .但 每 个 A, 包含 在 集合 {z: gp, (zx) 二 (zx) 一 1/v} 内 ， 后 者 的 测度 小 于 v/n， 由 于 是 任 
意 的， 因而 m4, 二 0， 进 而 mA 二 0 所 以 除去 一 个 零 测度 集 外 ，gp” 一 Jy* ， 而 且 w 二 ff， 因 此 根 
据 命题 3. 21 函数 f 是 可 测 的 . 这 就 证 明了 必要 性 . | 

定义 ”如 果 f 是 一 个 定义 在 测度 mE 有 限 的 可 测 集 EE 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 那 么 对 于 所 有 
大 于 或 等 于 了 的 简单 函数 归 ， 定 义 它 在 下 上 的 ( 勒 员 格 ) 积 分 为 


fdr = id| year 


有 时 我 们 将 积分 简写 为 | f. 若 = [a, 杂 就 用 | f 代替 |，，f 来 表示 积分 . 若 /是 有 界 可 测 


Fe 
函数 目 在 一 个 有 限 测度 集 下 外 等 于 零 ,那么 用 | /来 表示 | .f. 注意 | /= |/ Xe. 以 下 命题 3 的 系 


表明 勒 册 格 积分 事实 上 就 是 黎 曼 积分 的 一 个 推广 . 

4. 命题 ” 令 为 定义 在 闭 区 间 [a,5] 上 的 有 界 函 数 . 若 f 在 La,b] 上 柳 曼 可 积 ,那么 它 是 可 
测 的 且 

R| rcodz = | 7 Caz. 
证 明 由 于 每 个 阶梯 函数 同时 也 是 简单 函数 ， 所 以 有 
a| f(x) dr < sup| pz)dz < in 人 | yz)de <R| rczdz 

因为 是 黎 曼 可 积 的 ， 所 以 以 上 不 等 式 事实 上 均 为 等 式 ， 因 此 ， 由 命题 3 有 /可 测 。 。。 国 

5. 命题 若 f 和 g 为 定义 在 有 限 测 度 集 羽 上 的 有 界 可 测 澡 数 ， 那 么 : 

i | (af + 58) 一 of +6) 8. 

ii. 著 f= 二 g 几乎 处 处 成 立 ， 则 


诞 ， 车 F<g 几乎 处 处 成 立 ， 则 


[81) 
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因此 


spi 


AmE < | f < BmE. 
v. 若 妨 和 B 是 具有 有 限 测度 的 不 相交 可 测 集 ， 则 


Lf = 
证 明 若 y 是 简单 函数 ， 那么 ay 也 是 ， 反 之 亦 然 ( 若 天 0)， 因 此 对 于 a>0， 


af inf ja 和 infly 中 


iv. 车 A 二 f(x) 达 B， 则 


车 a 二 0， 运 用 命题 3 有 


er -ee es he = eB = or 
如 果 几 是 满足 Fw 的 简单 函数 ，y 是 满足 g<y 的 简单 函数 ， 那 么 由 十 央 是 满足 六 5< 
上 十 多 的 简单 函数 ， 因 此 


Jj/+s<lw 十 内) 一 本 二 | 
由 于 上 式 右 端的 下 确 界 是 | /十 | g， 有 
re 
另 一 方面 ,pr 过 f 和 gs<g 昔 涵 9 十 go 是 一 个 不 大 于 /十 g 的 简单 函数 ， 因 此 
ed Tp) je + | 


而 现在 上 式 右 端的 上 确 界 是 | / 十 | s ,所 以 


rez hthe, 
命题 的 陈述 () 由 此 得 到 . 
为 证 明 (Gii)， 只 需 证 明 

/eo 

由 于 /一 g=0 a. e. ， 那 么 若 简单 函数 y 汪 f 一 g，y 汪 0 a. e. ， 由 此 得 到 
> 

这 样 根据 积分 的 定义 就 有 
|/—s>°0. 


类 似 地 ， 
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这 样 就 得 到 了 (iD 的 证 明 ， 这 个 证 明 也 可 用 于 建立 (ii)， 而 (iv) 可 由 (ii) 与 事实 
| = mE. 
导出 ， (Vv) 可 由 (0) 与 事实 X4ys 一 Xs 十 Xs 导出 . | 


接 下 来 要 证 明 一 个 命题 ， 它 将 用 于 证 明定 理 16， 该 命题 是 定理 16 的 一 个 特殊 情形 . 

6. 命题 (有 界 收敛 定理 ) 令 (f) 为 定义 在 有 限 测 度 集 玉 上 的 可 测 浮 数 序 列 ， 且 假定 存在 
一 实数 M 使 得 对 所 有 的 n 和 x 有 | f(r) | 委 M， 如 果 在 下 的 每 一 点 xX，f (x) 二 limf, (zx)， 
那么 


| 一 lim| £. 
证 明 ”该 命题 的 证 明 很 好 地 说 明了 如 何 使 用 李 特 尔 伍德 的 “三 个 原理 ” 当 ( 所 ) 一 致 收敛 于 f 
时 该 命题 的 结论 是 平凡 的 ， 李 特 尔 伍德 第 三 原理 说 的 是 若 ( 上 请 ) 点 态 收敛 于 f/， 那 么 (“几乎 ”一 
致 收敛 于 六 该 原理 的 一 个 精确 版 本 由 命题 3. 23 给 出 ， 它 说 的 是 ， 给 定 e 汪 0， 存 在 N 和 一 个 
可 测 集 ACE 满足 mA 二 e/4M， 使 得 对 于 n 之 N 和 xEE~A, 有 | f(r) 一 了 f(z) | <e/2mE. 


那么 
区 -情怀 
<|.1£—1| 
=| KR-AIH ET 
二 广 十 二 一 ee 
因此 
[a . 


以 下 完美 的 结论 给 出 了 一 个 判定 有 界 函 数 是 否 歼 曼 可 积 的 充分 必要 条 件 ， 它 归功 于 勒 贝 格 . 
7. 命题 ”区间 [a， 的 上 的 有 界 函 数 f 歼 曼 可 积 当 且 仅 当 了 的 不 连续 点 的 集合 测度 为 零 . 


习题 


3、。 令 了 为 [a,6] 上 的 有 界 西数 ,为 的 上 包 络 ( 参 见习 题 2.51) ,那么 Rf 一 |h. (车 p 之 f 


是 一 个 阶梯 函数 , 则 除 有 限 个 点 外 有 p 之 及， 因而 | 有 h < R| 7 . 但 存在 一 个 阶梯 函数 序列 


(wy) 使 得 pu 4 根据 命题 6 有 | 一 lim| .> R| f.， 
. 用 (a) 的 结论 证 明 命题 7. 


oT 
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4.3 非 负 范 数 的 积分 
若是 定义 在 可 测 集 天 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 那 么 定义 


jf = Supjeh， 
其 中 是 有 界 可 测 函 数 ， 且 满足 m{x: h(x) 关 0} 有 限 . 
8. 命题 如 果 /与 g 是 非 负 可 测 肖 数 ， 那 么 


1. | 一 | /， c>0., 
were hrhe 
iii. 若 <g a.e.， 那 么 
le 


证 明 (i) 和 Gii) 可 由 命题 5 直接 得 到 ， 下 面 仅 给 出 (ii) 的 证 明细 节 .， 车 h(x) 记 f(x) 且 
RCzJ<g(Cz)， 有 ACz) 十 REGZz) 魏 Fz) 十 g(z)， 因 而 


lerle<lre 
取 上 确 界 ， 得 到 
|rle<lre 


另 一 方面 ， 令 /为 在 一 有 限 测度 集 外 为 零 且 不 大 于 f 十 g 的 有 界 可 测 函 数 ， 那 么 定义 函数 与 & 
如 下 : 
h(xz) = min(f(zx) ,L(x)) 


k(X) = L(x) — h(xr). 
hx) < f(r) 
k(x) < g(r), 
这 里 与 A 有 界 (它们 以 2 的 界 为 界 ) 且 在 4 的 消失 处 消失 .因此 | 4 一 | 十 | 过 | /十 | 5 ,四 而 


Jr+lhe>|/+e. 加 
9. 定理 (法 图 引 理 ) 著 ( 上 请) 为 非 负 可 测 函 数 序列 ， 且 (I) 下 f(z) 在 集合 忆 上 几乎 处 处 成 
立 ， 则 
br < wm 
证 明 ”由 于 零 测 度 集 上 的 积分 为 零 ， 不 失 一 般 性 可 假定 收敛 是 逐 点 的 。 令 为 不 大 于 了 的 
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有 界 可 测 函 数 且 在 有 限 测度 集 瓦 "外 消失 ， 用 以 下 方式 定义 函数 hh,: 

h(x) 一 min{h(z), f(x)). 
那么 函数 h, 有 界 (4 的 界 即 为 它们 的 界 ) 且 在 FE 外 消失 .现在 对 EE 的 每 一 点 z，h,(zx)->h(zx). 
因此 ， 根 据 命题 6， 得 到 


| |2 lim| h, < tm| 
对 六 取 上 确 界 ， 就 有 


| 大 种 | 六 加 
E 一 JE 
10、 单 调 收敛 定理 令 ( 扩 ?为 递增 的 非 负 可 测 函 数 序列 ， 且 令 f 一 lim fa.e.， 那 么 
| = lim|£. 
证 明 根据 定理 9 有 


|f< sim|f. 
但 对 于 每 个 有 三 /, 因 而 | 之 |. 不 过 这 薄 洱 着 
mf <|r. 
因此 
|7= tim|£. | | 
11. 系 令 ww 为 非 负 可 测 函 数 序列 , 且 令 了 一 jun， 那 么 
|f= Dh 
12. 命题 令 f 为 非 负 函 数 且 (EF,) 是 一 个 不 相交 的 可 测 集 序列 .， 设 忆 一 UE;， 那 么 
| 一 之 | 
证 明 令 刀 二 /* Xs， 那么 f， Xs 一 Dw， 因 而 该 命题 可 由 前 面 的 系 得 到 . 加 
定义 “一 个 非 负 可 测 函 教 上 称 为 在 可 测 集 忆 上 可 积 ， 若 
< 


13. 命题 令 f 与 g 为 两 个 非 负 可 测 函 数 、 若 在 EE 上 可 积 且 在 EE 上 g (x) 一 f(xz)， 那 么 


5 也 在 已 上 可 积 ， 且 
[= 人 


[r= hohe 


证 明 根据 命题 8， 
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由 于 上 式 的 左边 有 限 ， 那 么 等 式 的 右边 项 也 必须 有 限 ， 因 而 g 是 可 积 的 . 四 


14. 命题 ” 非 负 可 测 函 数 上 在 巨 上 可 积 ， 那 么 给 定 E>>0， 存 在 一 个 S>0 使 得 对 每 个 满足 ACE 
且 mA<6 的 集合 A 有 


一 


|f<s. 
证 明 ” 若 /是 有 界 的 ,该 命题 就 是 平凡 的 .车 f(z) 之 n 设 f(x) = f(z) ,否则 f(x) = 
那么 每 个 有 界 并 在 每 个 点 收敛 到 f. 根据 单调 收敛 定理 存在 一 个 N 使 得 | fn > |,f 一 e/2, 且 


| 一/ 二 e/2. 选 取 8 二 e/2N, 若 mA <<3 有 
Lh rhs 
<| df- fi) + NmA 


EE | 一 画 
去 十 了 E。 


加 


CD 


. 令 为 一 个 非 负 可 测 函 数 . 证 明 | 上 = 0 曹 涵 了 一 0 ae . 

. 令 f 为 一 个 非 负 可 测 函 数 . 

。 证 明 存 在 一 个 在 有 限 测度 集 外 消失 的 递增 非 负 简单 函数 序列 (g,》 使 得 
f = limg,. 

b. 证 明 对 于 所 有 简单 函数 p < f,|f = sup|9 

5. 令 /是 一 个 非 负 可 积 函 数 ， 用 定理 10 证 明 如 下 定义 的 函数 下 

F(x) = [ f 


是 连续 的 . 
6. 令 ( 太 ) 是 一 个 收 敏 于 三 的 非 负 可 测 函数 序列 ， 假 定 对 每 个 2?， 卢 魏 廊 那么 


[r= lim|£. 
.a. 证 明 在 法 图 引 理 中 可 以 有 严格 不 等 式 . [考虑 如 下 定义 的 序列 ， 若 n 寺 x+ 过 n 十 1，f(z) 二 1, 否 
则 f(x)=0.] 
pb. 证 明 对 于 递减 函数 序列 ， 单 调 收敛 定 理 不 一 定 成 立 .[ 令 f(z) 二 0 着， F(z) 一 1 若 
rn. | 
8. 证 明 法 图 引 理 的 一 个 推广 : 车 () 是 一 个 非 负 函数 序列 ， 那 么 


[limf < lim|. 


| 


9 令 ( 搬 是 (一 oo1o0) 上 的 一 个 使 得 太一 ae 的 非 负 可 测 函 数 序列 ,假定 | 大 一 | 了 二 一, 那 和 


第 4 音 勤 贝 格 积分 57 


对 每 个 可 测 集 已 有 | . 记 -> | 7/ 


4.4 广义 勒 贝 格 积分 


谈 到 一 个 函数 f 的 正 部 f+ ， 我 们 指 的 是 函数 广 =AV0; 即 
f° (xr) 一 max( FCz)，0). 
类 似 地 ， 定 义 负 部 广 为 广 =( 一 户 V0. 车 了 是 可 测 的 ， 那么 广 和 广 也 可 测 ， 我 们 有 


f=f'—f 
与 
| fl= fi+f. 
有 了 这 些 概念 即 可 给 出 以 下 定义 : 
定义 ”对 可 测 函 数 f， 若 /1 与 广 在 EE 上 可 积 则 称 f 在 上 可 积 . 在 这 种 情形 下 定义 它 的 
积分 为 


jf 上 上 
15. 命题 若 f 和 g 是 上 上 可 积 的 ， 那 么 : 
i 函数 cr 在 EE 上 可 积 , 且 | cf 一 中 
ii 函数 f 十 g 在 世上 可 积 ， 且 


| te = rt le. 
iii. 若 f 志 ga.e. ,那么 | f <|e. 
iv. 若 A 和 B 是 包含 于 EE 的 不 相交 的 可 测 集 ， 那 么 
| jf + | 


证 明 ”Gi) 部 分 可 由 积分 的 定义 及 命题 8 直接 得 到 ， 为 证 明 (i) 部 分 ， 首 先 发 现 着 fi 和 f2 
是 非 负 可 积 函 数 且 满足 f 二 用 一 fz:， 那 么 f+ 十 fi 二 广 十 用 ， 由 命题 8 可 知 


| 关 +j=| 关 tj 


[r= |= Js) 
但 是 , 车 /和 &g 可 积 , 则 /* 十 g' 和 /十 g- 也 可 积 , 且 (J 十 8) 一 (J' +g1) 一 (十 g-). 因 
此 


因而 


|c+e= | rte) 一 |cr+e) 


= [r+ -|f—|e 
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= |f+|. 


《iiD 部 分 可 从 (iD 部 分 和 非 负 可 积 函 数 的 积分 非 负 这 一 事实 得 到 .对 于 (iv) 有 


| = |fxaus 
= |fxa+ [fx 


Je 
应 当 注 意 到 f 十 g 在 点 f = 二、g = 一 ce 与 了 = 一 ce.g 一 co 处 没有 定义 ,然而 由 于 了 和 8 
可 积 ,这 样 的 点 集 测度 必须 为 零 . 因此 /十 & 的 可 积 性 与 积分 | (7 十 g) 的 值 与 这 种 意义 模糊 的 函 
数值 选择 无 关 . 
16. 勒 贝 格 收敛 定理 令 g 为 马上 可 积 的 函数 ，( 乒 ) 为 可 积 函 数 序 列 使 得 在 已 上 | 大 | 委 
g 且 对 几乎 所 有 属于 巨 的 z+ 有 f(r) 一 limf,(z)， 那 么 
| = im 
证 明 函数 g 一 大 非 负 ， 因 而 根据 定理 9 有 
| 一 记过 种 | ef. 
由 于 | 让 | <g， 是 可 积 的 ， 且 有 
[e-em 
这 就 得 到 
|f>m|/. 
类 似 地 ， 考 虑 g 十 大 ， 可 得 到 
| <m)s, 
这 样 就 证 明了 该 定理 . 加 
上 面 的 定理 要 求 序列 (大 被 固定 的 可 积 函 数 g 所 控制 ， 然而， 在 证 明 过 程 中 并 没有 如 此 多 
的 要 求 ， 若 用 g, 代 痊 g， 就 得 到 以 下 推广 的 勒 贝 格 收敛 定理 ， 


17. 定理 令 (g,) 为 一 个 几乎 处 处 收 黎 于 可 积 函 数 g 的 可 积 函 数 序 列 ， 令 〈( 记 ) 为 满足 
| 大 | 委 8 且 几 乎 处 处 收敛 于 了 的 可 测 浮 数 序 列车 


|s 一 lim |g, ， 
| 一 lim |£. 


若 (天 是 几乎 处 处 收敛 于 了 的 可 测 函 数 序列 ,那么 法 图 引 理 、 单 调 收敛 定理 和 勤 贝 格 收敛 定 


则 
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理 全 都 断言 了 在 某 种 适当 的 假设 下 可 以 根据 | 来 推断 出 | 7 的 某 些 事实 . 法 图 引 理 的 假设 条 件 
最 弱 : 仅 要 求 上 以 零 (或 更 一 般 的 以 一 个 可 积 函 数 ) 为 下 界 . 与 之 相应 地 ,法 图 引 理 的 结论 也 比 其 
他 定理 弱 : 仅 可 以 断言 |7 < lim|f.. 勒 贝 格 收敛 定理 要 求 函 数 上 分 别 有 固 定 的 可 积 函数 为 上 界 


与 下 界 ,因而 断言 | / 与 lim| 六 的 相等 性 . 而 单调 收敛 定理 (作为 其 推广 的 习题 6) 多 少 是 一 个 混合 


体 : 它 要 求 f, 以 零 (或 一 个 可 积 函 数 ) 为 下 界 , 且 以 极限 函数 /自身 为 上 界 . 当然 , 若 了 可 积 , 它 就 
是 勒 贝 格 收敛 定理 的 一 种 特殊 情形 ,但 是 法 图 引 理 和 单调 收敛 定理 的 优点 在 于 ;它们 其 至 可 被 运 
用 于 /不 可 积 的 情形 ,并 且 常 常 是 证 明 f 可 积 的 一 种 好 方法 . 注意 到 仅 使 用 积分 的 正 性 和 线性 特 
点 ,法 图 引 理 与 单调 收敛 定理 就 可 以 互相 导出 ,从 此 意义 来 看 ,这 两 个 定理 是 非常 接近 的 . 


10. a. 证 明 车 f 在 EE 上 可 积 ， 则 | f | 可 积 且 
lh 


那么 | 了 | 的 可 积 性 蕴涵 了 f 的 可 积 性 吗 ? 

b. 一 个 函数 的 不 恰当 的 黎 曼 积分 可 以 在 无 须 该 函数 可 积 (在 勒 贝 格 意义 下 ) 的 条 件 下 存在 ， 
例如 定义 在 [0，co] 上 的 函数 f(x) = (sin z)/z. 车 了 是 可 积 的 ， 证 明 这 个 不 恰当 的 黎 
曼 积分 存在 时 它 就 等 于 勒 贝 格 积分 . 


11. 车 gp 是 简单 函数 ,4.2 节 和 本 节 分 别 给 出 了 | 的 两 种 定义 . 证 明 它 们 是 相同 的 . 


12. 令 g 为 集合 EE 上 的 可 积 函 数 ， 且 假设 (£) 是 使 得 在 EE 上 | f(x) | 全 g(x) a.e. 的 可 测 函 数 
序列 ， 那 么 


[lm <im| /< Im < | mk. 
13. 令 太 为 一 可 积 函数 ,( 大 ) 是 一 个 满足 大 之 一 h 且 lim 所 一 了 的 可 测 函 数 序列 .证 明 | 上 与 |/ 有 


意义 且 | /< im| 六 
. a. 证 明 在 定理 17 的 假设 下 有 


Pn 


|I#—fI=0. 
b. 令 ( 太 ) 为 使 得 上 -> a. 的 可 积 函 数 序列 且 /可 积 ,那么 | | 7 一 大 10 当 且 仅 当 | 1 | 一 
| 
15. a. 令 /为 在 巨 上 可 积 的 函数 ， 那 么 ， 给 定 e 之 0， 存 在 一 个 简单 函数 p 使 得 


| 7=-9l<e 
[将 习题 4 应 用 于 f 的 正 部 和 负 部 . ] 
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b. 在 同样 的 假设 下 存在 一 个 阶梯 函数 yy 使 得 


| lf-yl<e 
[将 (a) 部 分 与 命题 3. 22 结合 . ] 
<. 在 同样 的 假设 下 存在 一 个 在 有 限 区 间 外 消失 的 连续 函数 & 使 得 


| lf-al<e. 


16. 建立 黎 曼 - 勒 忠 格 定理 :; 若 为 (一 00, 十 oo) 上 的 可 积 函 数 ,那么 lim [ flx)cos nz dz 一 0. 


[提示 : 若 了 是 阶梯 函数 ， 定 理 很 容易 .利用 习题 15. ] 
17. a. 车 ff 为 (一 上 oO， 十 co) 上 的 可 积 函 数 ， 那 么 


| reaz = [f(z + Daz. 
b. 车 g 是 有 界 可 测 函 数 ， 那 么 
im| eoLfD 一 Kz+o]I= 0. 


[提示 : 车 f 连续 且 在 一 个 有 限 区 间 外 消失 ， 这 个 结果 即 可 从 了 的 一 致 连续 性 得 到 ， 运 
用 习题 15. ] 

18. 令 f 为 定义 在 正方 形 Q 二 {(z，#); 0 志 z 志 1，0 人 11) 上 的 两 个 变量 (zx,， 2 的 函数 ， 且 对 
每 个 固定 的 :还 是 x 的 可 测 函 数 ， 假定 limf《z， t) 二 f(z) 且 对 所 有 的 :有 | f(zx, 站 | 二 
g(x)， 其 中 g 是 [0，1] 上 的 可 积 函数 ， 那 么 

lim| rcz,padz 一 | reeaz 
(习题 2. 49f 在 这 里 有 用 . ) 
证 明 若 也 有 对 每 个 固定 的 zx，J(z， 沪 是 上 的 连续 函数 ， 那 么 
h(t) = | re,pdz 
是 上 的 连续 函数 ， 
19. 令 f 为 定义 在 正方 形 Q={(zx,， 1): 0 委 z 委 1，0 委 :上 委 1) 上 的 有 界 函 数 ， 对 每 个 固定 的 z， 
f 是 zx 的 可 测 函 数 . 对 于 每 个 (z，t) EQ, 令 偏 导 3 f/ 3 存在. 假定 3 f/31 在 Q 有 界 ， 

那么 

d 1 1 af 

号 | zi)dz 一 | -dz， 


“4.5 依 测度 收敛 


假定 (所 》 是 可 测 函数 序列 且 满足 | | £1 一 0, 那么 关于 序列 (f) 有 何 说 法 呢 ? 这 种 序列 的 最 


重要 性 质 或 许 是 :对 于 每 个 正 数 集合 {z: | 大 (x) | > 7 } 的 测度 必须 趋 于 零 . 这 就 导致 引入 以 下 的 
定义 : 
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定义 ”可 测 函 数 序列 ( 太 ) 依 测度 收 化 于 f/; 若 给 定 e 盖 0 存在 一 个 NN 使 得 对 所 有 n 宇 N 有 

m{zx: | f(x)— f(x) | 守 e} < ee. 

从 该 定义 与 命题 3. 23 直接 得 知 ， 若 ( 太 ) 是 定义 在 有 限 测度 可 测 集 互 上 的 可 测 函 数 序列 且 
太一 f a.e. ， 那 么 ( 玉 ) 依 测度 收 钱 于 f. 〈 上 太 ) 在 L0，1] 上 依 测 度 收 伍 于 零 ， 但 是 ( 广 Cz)) 对 
[0，1j 上 的 任意 z 都 不 收 伍 ， 这 种 序列 大) 的 例子 可 构造 一 个 如 下 :， 令 2 一 & 十 2 ，0 委 <<2， 
且 设 f(x)==1 车 xELk2-*，( 十 1)2-*]， 否则 f(x) 一 0， 那么 


m{z;: | £(z) [> 是 入 二 ， 


因而 依 测度 地 ->0， 然 而 ， 对 任意 zxE 50，1]， 当 任意 大 时 序列 (f(x)) 取 到 值 1， 因 而 不 
收敛 ， 不 过 ， 我 们 却 有 以 下 命题 : 
18. 命题 令 ( 太 ) 是 依 测度 收 伍 于 了 的 可 测 函 数 序 列 ， 那 么 它 存 在 一 个 几乎 处 处 收 仇 于 上 了 
的 子 序列 ( 户 )， 
证 阴 ”给 定 。， 存 在 整数 n,， 使 得 对 所 有 n 宇 n,， 有 
zz | jz) 一 Gz) | 守 27} 2. 


mf JE,]< SY mE,=2-++, 因此 mA 二 0. | 
也 一 皮 了 一 大 


19. 系 令 (/) 是 定义 在 有 限 测度 可 测 集 巨 上 的 可 测序 数 序 列 ， 那 么 它 依 测 度 收 化 于 当 
且 仅 当 ( 太 ) 的 每 个 子 序 列 本 身 也 都 有 一 个 子 序列 几乎 处 处 收 化 于 太 
20. 命题 ”车 用 “ 依 测 度 收 化 ”代替 “几乎 处 处 收效 ”， 则 法 图 引 理 、 单调 收 任 定理 和 勒 贝 格 
20. 若 ( 太 ) 是 依 测度 收敛 到 f 的 序列 ， 那 么 它 的 每 个 子 序列 (了 ) 依 测度 收敛 到 了 . 
21. 用 习题 20 和 2. 12 从 命题 18 导出 命题 20. 
22. 证 明 有 限 可 测 集 上 的 可 测 函 数 序列 (所 ) 依 测度 收敛 到 了 当 且 仅 当 《大 > 的 每 个 子 序列 本 身 也 
都 有 一 个 子 序列 依 测度 收敛 到 了 . 
23. 证 明 系 19. 
24. 用 命题 14 直接 证 明 若 (所 ) 依 测度 收 全 于 f/， 且 车 存在 一 个 可 积 函 数 g 使 得 对 所 有 的 ”有 
| hh | <g, 那么 


|1£-fI>0. 


25. 可 测 函 数 序 列 () 称 为 一 个 依 测度 的 柯 西 序列 ， 车 给 定 e 之 0 存在 一 个 NN 使 得 对 所 有 m， 
n 宇 N 有 


[935] 
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MtZ; | fz) ~ fnlx) |>e} <e. 
证 明 若 《天 ?是 依 测度 的 柯 西 序列 ， 那 么 存在 一 个 函数 了 使 得 序列 (大 ) 依 测度 收敛 于 它 .【 选 
取 "rm 使 得 mf{xz， | 一 所 ,1 >2 7)<2 7"， 那 么 级 数 志 ( 广 ， 一 户 ) 几 乎 处 处 收 
你 于 函数 g. 令 /二 g 十 f,， 那 么 依 测度 f,~>f， 并 且 可 以 证 明 相 应 地 f 依 测 度 收 敛 
于 下 .] 


第 5 章 微分 与 积 


本 章 主要 考虑 在 何 种 意义 下 微分 是 积分 的 道 . 特别 地 将 关注 以 下 问题 : 何 时 有 
| reaaz = 1 — fa)? 
何 时 有 
Ef Wdy = Fa 


根据 黎 曼 积分 理论 可 知 ， 若 工 是 了 的 连续 点 ， 那 么 第 二 个 等 式 成 立 ， 下面 将 会 证 明 这 个 等 
式 在 更 一 般 的 情况 下 几乎 处 处 成 立 ， 因 此 微分 是 勒 贝 格 积分 的 逆 ， 然而， 第 一 个 问题 较为 困 
难 ， 即 便 运用 勒 贝 格 积分 它 也 仅 对 某 些 函数 类 成 立 ， 我 们 将 刻画 该 类 函数 . 


5.1 单调 函数 的 微分 


令 g 为 区 间 簇 .如 果 对 每 个 se 之 0 和 任意 属于 瑟 的 zx， 存 在 区 间 TE g 使 得 zET 且 /!(D<e， 
那么 就 说 g 在 维 塔 利 意 义 下 覆盖 集合 已 这 些 区 间 可 以 是 开 的 、 闭 的 或 半 开 的 ， 但 是 不 允许 退 
化 区 间 出 现 ， 即 区 间 仅 由 单 点 组 成 . 

1. 引 理 ( 维 塔 利 ) 令 兢 为 具有 有 限 外 测度 的 集合 ，g 是 一 个 在 维 塔 利 意义 下 改 盖 玉 的 区 
间 徐 ， 那 么 给 定 e 汪 >0，g 中 存在 一 个 有 限 不 相交 区 间 徐 {11 ，…，JIn}) 使 得 


m*|E~(U .|< 
证 明 仅 需 对 g 中 的 每 个 区 间 都 是 闭 的 情形 证 明 ， 否 则 考虑 它们 的 闭 包 ， 这 是 由 于 我 们 发 
现 区 间 I ，…，ITw 的 端点 集 是 零 测度 集 . 
令 9 为 包含 忆 的 有 限 测 度 开 集 ， 由 于 5 是 下 的 一 个 维 塔 利 履 益 ， 不 失 普 遍 性 地 可 以 假定 5 
中 的 每 个 [包含 在 O 内 .我们 递归 地 选择 4 中 的 不 交 区 间 序 列 (1,) 如 下 : 令 荆 为 g 中 的 任意 区 
间 且 假定 已 经 选 定 卫 ，…，J,， 令 为 5 中 不 与 区 间 T，…，T, 中 的 任何 一 个 相交 的 区 间 的 


长 度 的 上 确 界 ， 由 于 每 个 都 包含 在 O 内 ， 所 以 有 如 <<mO<oo， 除 非 EC 了， 否则 可 以 找 


到 g 中 的 人 使 得 L141) 之 去， 并 且 44 与 ，…，1, 不 相交 . 


因此 就 有 了 5 中 的 不 相交 区 间 序 列 (I,，， 且 由 于 UT,CO， 有 LI.) 万 mO<oo， 因 此 能 找 
到 一 个 整数 N 使 得 
~ 3 
Dy LT) = 三: 


N+1 
令 


N 
R=E~(JT. 


nn 二 1 


若 能 证 明 mm* R<e 本 引 理 即 得 证 ， 令 z 为 及 中 的 任意 点 ， 由 于 J 了, 是 不 包含 zx 的 闭 集 ， 所 以 
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能 够 找到 g 中 的 区 间 TI: 它 包 含 x 且 长 度 足 够 小 使 得 1 与 区 间 TI ，…，Iw 都 不 相交 ， 若 此 时 
TNT; 二 多 对 于 in 成 立 ， 那 就 必须 有 LD 志 , 过 24(In)， 因 为 lim 1(1,) 二 0， 那 么 区 间 了 至 
少 必 与 区 间 I, 中 的 一 个 相交 . 令 nn 为 1 与 1, 相交 的 最 小 整数 ， 有 n>>N, 和 且 1(1) 志 ki 过 


2L(1,). 由 于 xz 属于 I， 且 了 与 I. 有 公共 点 ， 这 就 得 到 过 与 1, 中 点 的 距离 至 多 为 1( 耻 十 记 1(1,) 之 


1(1,)， 因 此 之 属 于 区 间 J，， 其 与 1， 有 相同 中 点 且 长 度 是 7, 的 5 倍 ， 至 此 已 经 证 明了 


因此 


m* RE DT) = 5 UD,) <e. 国 
N+1 N+1 


为 讨论 一 个 函数 f 的 导数 ， 首 先 定义 f 在 xz 点 的 导数 ,该 导数 是 一 个 包含 以 下 4 个 量 的 
集合 : 
Dr f(2)= Hm Fe 


D- rom= 还 A ， 


有 -0 十 


D+ f(x)= lim 17 十 一 人 2 ， 


上 -0 十 
Dp f(D 加 f(x) fz h) 
显然 地 ， 有 D+ f(zx) 宇 Dy f(x) 与 D f(z) 之 D- f(z). 车 Dr f(x)=D:; f(r)=D f(x)= 
D_ Foz) 天 士 co, 则 说 在 点 z 可 微 且 定义 f(z) 为 这 些 导 数 在 工 点 的 共同 值 ， 若 D' f(z) 二 D+ 
f(x) 则 称 了 在 点 x 有 右 导 数 ， 且 定义 (zx 十 ) 为 它们 的 共同 值 ， 同 样 地 ， 可 定义 左 导数 了 (x 一 ). 
2. 命题 若 上 在 [ae， 的 上 连续 ， 且 它 的 某 个 导数 (比如 Dr ) 在 (ae，D) 上 处 处 非 负 ， 那 么 了 
在 [ae， 引 上 非 减 ; 即 对 于 z 魏 y，jz) 委 CCy)， 
3. 定理 令 三 为 定义 在 区 闻 [a， 的 上 的 递增 实 值 函 数 ， 那 么 了 几乎 处 处 可 微 ， 导数 了 可 
测 ， 并 且 : 


| mepdz < FD) 一 Fa). 


证 阴 先 证 明 使 任意 两 个 导数 不 等 的 集合 的 测度 为 零 . 我 们 仅 考虑 使 得 D' f(x) 

D_ f(x) 的 集合 巨 ， 导 数 的 其 他 组 合作 类 似 处 理 即 可 .现在 集合 瑟 是 下 列 集合 的 并 集 
E,, = {rz:D! f(z) >u>v> D f(x7)) 
其 中 丸 与 v 遍历 所 有 有 理 数 . 因此 仅 需 证 明 m* Es 二 0. 令 :二 m" 开 ， 选 取 s 之 0， 用 满足 
mO 〇 二 s 十 e 的 开 集 O 包 住 记 ,,。 对 于 EE, 的 每 一 点 zx， 存在 一 个 任意 小 的 区 间 [x 一 h，zj 包 含 于 
O 使 得 
fxz)— f(r hh. 

根据 引 理 1 能 从 这 些 区 间 中 选取 一 个 有 限 集 艇 (三 ，…，HI}， 其 内 部 覆盖 外 测度 大 于 s 一 e 的 
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E,, 子 集 A， 那 么 对 这 些 区 间 求 和 ， 有 
Df Cn) — for hh) Dh, 


< vmnO 
<< v(s 十 e), 
现在 每 个 点 y€ A 都 是 包含 于 某 个 的 任意 小 区 间 (y，? 十 所 的 左 端点 ， 且 满足 f(y 十 一 fy) 二 
矶 ， 再 次 运用 引 理 1， 就 能 够 从 这 些 区 间 中 选取 出 有 限 簇 {J， ，…，Jwx}， 使 得 它们 的 并 包含 外 测度 
大 于 s 一 2e 的 A 的 子 集 ， 那 么 对 这 些 区 间 求 和 得 到 


Df th f9)> Dk 
> ul(s— 2e). 
每 个 区 间 J; 都 包含 在 某 个 区 间 了, 里 ， 因 而 车 对 那些 使 得 J;Cl 的 i 求 和 和 ， 由 于 了 递增 ， 有 


Dy flyithk)— fy) SE fr) — fx — hs), 
因此 


N M 
Df zi) flr hi) 2 fy tk) fly), 
因而 


vlCs+e) > uls— 2e). 
上 式 对 每 个 正 数 s 都 成 立 ， 所 以 vs 之 us， 但 xuw， 因而 * 必须 等 零 . 


这 表明 函数 
cz) = lim Hz 士 用 二 7 
几乎 处 处 有 定义 ， 且 了 在 g 有 限 的 点 可 微 . 
从 
3 


gaCX) = n[f lz 1/n) — f(x), 
这 里 对 于 z>8 设 f(z) 二 f(5)， 那 么 对 几乎 所 有 的 z，gs,(x) 一 g(x)， 因 而 g 可 测 . 
由 于 是 递增 的 ， 我 们 有 g。 之 0. 
因此 根据 法 图 引 理 


|s 二 lim| e,= lim 中 [LPGz 二 1/ — f(x)jJdz 


_ lim[n] 7 中 7] 


lim| Fo) -a “7 
< f(b) — fla). 
这 就 表明 了 g 是 可 积 的 ， 并 因此 几乎 处 处 有 限 ， 所 以 了 可 微 ae 且 g 王 f'a.e.. 名 


1. 令 f 为 如 下 定义 的 函数 ， f(0) 二 0 且 当 zx 隆 0，f(zx) 二 x sin(1/z). 求 D*Yf(0),， D+ 了 (0)， 
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D f(0) 和 DD f(0). 
2. a. 证 明 D+[ 一 f(x)]= 一 Di f(x). 

b. 若 g(x)==f 了 (一 x),， 则 D+g(x)= 一 D_f( 一 x). 
3. a. 车 f 在 [a， bj 上 连续 ， 且 在 cE (l(a,，5) 取 到 局 部 极 大 值 ， 则 

D_ Fo 去 Dr Fo 和 0 过 D， ro < Dr Fa) 

b. 若 f 在 a 或 5 处 取 到 局 部 极 大 值 ， 则 能 得 出 什么 结 
4. 证 明 命题 2. [提示 : 首先 证 明 该 命题 对 于 满足 DT oe 的 函数 g 成 立 ， 再 将 此 运用 于 函 
数 g(xz)= f(x) 二 ex. ] 
a. 证 明 D+ (f 十 g) 夺 D?* f 十 Dt g. 
b. 叙述 和 证 明 关 于 其 他 导数 的 类 似 不 等 式 . 
c. 令 和 和 8 非 负 且 在 c 连续， 那么 

D+ (f»g)(e) < f(D gle) i+ gal)Dt' fle). 

6. 令 fF 为 定义 在 [a，656] 上 的 函数 ，g 是 定义 在 [a， 和 交加 作风， 且 在 7 可 微 并 满足 g(7) 一 

cE (la, b). 

a. 若 g (7)>>0, 则 D+(f。g)(7)= 二 D+ ff(c)，g'(7). 

b. 车 gC(7)<0, 则 DY(f。g)(7)=D- fCc)* g (7). 

c. 若 g (7) 二 0 且 f 的 所 有 导数 在 < 有限， 则 

D' (f° g)(7)=0. 


a 


5.2 有 界 变 差 函数 
令 太 为 定义 在 区 间 [a， 妆 上 的 实 值 函数 ，a 一 z<z<…<z 一 0 为 区 间 [e， 约 的 任意 分 
划 . 定义 


p= [fc fr) 
nn 二 SLC) 一 Ar -了 本 
tn 十 p= > | f(x) — fz) |， 


这 里 用 r+ 表示 当 7 宇 0 为 r 且 当 r 志 0 为 0, 并 设 让 二 1r| 一 r?， 
有 f(0) 一 f(a)==p 一 n. 设 


P= sup pp， 
N= supn, 
T= supi, 


这 里 上 确 界 取 自 [ae， 的 所 有 可 能 的 分 划 ， 显 然 地 ，P 和 TIT 委 P 十 N， 我 们 分 别称 已 、N、 工 为 了 
在 [a，5] 上 的 正 变 差 、 负 变 差 和 全 变 差 . 为 表示 全 变 差 对 区 间 [a，5] 以 及 f 的 依赖 性 ， 有 时 将 
它 写 为 了、 了 2() 等 等 ， 若 二 co， 则 称 f 为 [a，b] 上 的 有 界 变 差 孙 数 . 有 时 会 将 这 个 概念 简 
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单 记 为 f€ BV. 
一己 十 六 


f0)— f(a)= PP— MN. 
证 明 对 [ae， 六 的 任意 分 划 
卫 一 ?十 0) 一 Ca)， 
对 所 有 可 能 的 分 划 取 上 确 界 ， 得 到 
卫 王 六 十 76) 一 ac). 
再 对 
t= p+n= pip— {fb)— f(a))} 
取 上 确 界 ， 即 得 到 
T=2P— {f(D)—f(la)}= P+N | 
5. 定理 函数 /是 [a,， 56] 上 的 有 界 交 差 函 数 当 且 仅 当 它 是 [a, 51] 上 两 个 单调 实 值 台数 
的 差 . 
证 朋 令 为 有 界 变 差 , 且 令 g(x) 二 PR、h(zx) 一 N*. 那么 g 与 都 是 实 值 单调 递增 孙 
数 ， 这 是 由 于 0 过户 世人 才 人 之 0 与 0 和信 Too， 但 是 根据 引 理 4，f(x) 王 g(7) 一 
h(x) 十 f(a)， 因 为 A 一 f(a) 是 一 个 单调 函数 ， 所 以 已 将 f 表示 为 两 个 实 值 单调 函数 的 差 . 
另 一 方面 ， 若 在 [a, 5] 上 有 fg 一 +， 其 中 g 和 六 是 递增 函数 . 那么 对 于 任意 分 划 有 
了 | jz 一 cz) DTg(r)— gr) + Thr) 一半 
=g(b)— ga) th 一 六 Ca)， 
因此 


TF SC gO TRL) — ga) — hla). | 
6. 系 若是 La， 的 上 的 有 界 变 差 函数 ， 那 么 对 几乎 所 有 工 属 于 La，b]， (zxz) 存 在 . 


7. a. 令 f 为 [a，5] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 证 明 对 每 个 cE (la, 6)， 当 zx>c 一 或 >c 十 时 f(z) 的 极 
限 存在 . 证 明 一 个 单调 函数 (因而 一 个 有 界 变 差 函 数 ) 只 能 有 可 数 个 不 连续 点 . [提示 : 若 f 
是 单调 的 ， 则 使 得 | F(c 十 ) 一 Ac 一 ) | >>1/2 的 点 数 有 限 . ] 
b. 构造 一 个 在 [0，1] 上 的 单调 函数 其 在 每 个 有 理 点 不 连续 . 
8. a. 证 明 若 e 委 c 秋 8， 那么 了 及 一 发 十 来 ， 而 且 区 委 工 . 
b. 证 明 CFODSTRCOf) 二 (8g), 有 TCA= | el TPN. 
9. 令 ( 太 为 定义 在 [ae， 刀 上 的 函数 序列 ， 它 在 [ae， 妇 上 的 每 一 点 都 收敛 于 一 个 函数 f， 那么 
他 C 门 和 lim 了 (CA)， 
10, a. 令 f 为 如 下 定义 的 函数 ，/(0) 二 0 且 当 zx 关 0，f(z) 一 zx?sin (1/z*). 请 问 f 在 [一 1，1]J 
上 是 否 为 有 界 变 差 ? 
令 g 为 如 下 定义 的 函数 ，g《0) 二 0 且 当 z 天 0， g(Xx)=z? na 请 问 g 在 [一 1:，1J 上 是 
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否 为 有 界 变 差 ? 
11. 令 为 [a, 5] 上 的 有 界 变 差 函 数 ， 证 明 


b 
ISO 


5.3 积分 的 微分 
若 f 为 区 间 [La，65] 上 的 可 积 函 数 ， 定 义 它 的 不 定 积分 为 La，5] 上 的 函数 下 为 
F(z) = [fa 


本 节 要 证 明 一 个 可 积 函 数 的 不 定 积分 导数 几乎 处 处 等 于 该 函数 . 下 面 从 建立 一 些 引 理 开 始 . 
7. 引 理 令 了 在 [ae， 引 上 可 积 ， 那 么 如 下 定义 的 函数 下 


F(z) = | fa 


是 [Lae，pbj 上 的 有 界 变 差 连续 函数 . 
证 明 ”连续 性 可 由 命题 4.14 得 到 . 为 证 明 下 有 界 变 差 , 令 a= 二 zo 过 zi 过 … 达 zi 一 b 是 
La， 5 的 任意 分 划 ， 那 么 


> IF(zxi) — F(zi1)|= > | ras > | Fo | dz 
= 上 | | fC2) | dt 
因此 
CD 和 | IDI de. 国 
8. 引 理 车 /为 区 间 La， 交 上 的 可 积 函数 且 
| fa = 0 


对 于 所 有 zE[a， 的 成 立 ， 那 么 在 La， 时 上 大昌 一 0 a.e.. 
证 明 ”假定 使 f(x) 之 0 的 点 集 已 具有 正 测度 , 则 根据 命题 3. 15 存在 一 个 闭 集 下 C 己 使 得 


mm 下 人 0 令 0= (yb) ~ F ,那么 或 者 | f 尖 0, 或 者 


鄙人 7 


且 
[el a 

但 O 是 不 相交 的 可 数 开 区 间 敌 {(es ，65,)} 的 并 ， 因 而 根据 命题 4. 12 
人 = 了 上 矿 


因此 对 某 个 n 有 
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因而 或 者 
人 7 
或 者 
|f#0. 
无 论 如 何 若 f 在 某 个 正 测度 集 上 为 正 ， 那 么 对 某 个 xE [ae， 引 有 
|f#0. 
类 似 地 对 于 f 在 某 个 正 测度 集 为 负 ， 可 由 逆 否 关 系 得 到 引 理 . [| 


9. 引 理 若 f 在 [a, 561] 上 有 界 可 测 且 
F(x) = | rod + Fa), 


则 对 于 几乎 所 有 属于 [a，b 的 zx，FCz)=FCz)， 
证 明 根据 引 理 7, 下 是 [a, 56] 上 的 有 界 变 差 函 数 ， 因 而 对 几乎 所 有 属于 La,， 65j] 的 之， 
F(z) 存 在 , 令 | | 委 民 ， 再 设 


Ca 2 Pet F(a), 
取 h=1/n， 有 
f(z) = | fea 
因而 
| £1<K. 
由 于 


f(z)>F(r) a.e., 
而 且 FF 是 连续 的 ， 所 以 有 界 收敛 定理 蕴涵 着 


Fepdz= lim| A Cz) dr = lim | CFCz 十 和 一 FCz))dz 


cth 十 下 
=- im[ 开 | FCz)dz 一 六 | F(z)dz| 


= FC) 一 Fo) = | /Cndz， 
那么 对 所 有 的 cE La，6j 
| {FC fdr =0 
因而 根据 引 理 8 


F(x)= f(x) a.e. 加 


10. 定理 令 了 为 区 间 [a， 8 上 的 可 积 函 数 ， 且 假 设 


FC) = FC) + | fd 
那么 对 几乎 所 有 属于 [a,6j] 的 x，F (xz) 二 f(x). 
证 明 不 失 一 般 性 可 以 假定 f 宇 0. 定义 如 下 : f(r) 二 f(z) 若 f(x) 志 n，f.(x) 二 n 若 
f(x) 之 n; 则 f—f20, 因而 
G(x) = |7-£ 
是 二 的 递增 函数 ， 其 导数 必须 几乎 处 处 存在 ， 且 该 导数 非 负 ， 根据 引 理 9 
£2| = f(r) ae， 
因而 
F(z)= £6.+2 | 
之 大 Crz) a.e. 
由 于 ?是 任意 的 ， 因 此 
F(xr) 守 f(r) ae. 


相应 地 ， 

| F'Cdzx > | rcedz ~ F(6) — F(a). 
因此 根据 定理 3 有 

Feoaz = FOOD) 一 Fa = | f(x)dr 
且 

| ec 一 Ap)dz= 0 

由 于 (zx) 一 f(x) 宇 0， 这 表明 F'(Cz) 一 FCz)=0ae， 因 而 F(z) 一 FGz) a.e.. 加 
5.4 绝对 连续 性 


我 们 称 定义 在 [ae， 纪 上 的 实 值 函 数 / 为 绝对 连续 函数 。 若 给 定 *>0， 存 在 >>0 使 得 
DD 一 Aczo1<s 
对 于 每 个 满足 


n 


Dri—zi|<6 


的 有 限 不 重 肆 区 间 艇 1{(z ， 忆 )} 成 立 . 绝对 连续 函数 是 连续 函数 ， 且 根据 命题 4. 14 每 个 不 定 
积分 都 是 绝对 连续 函数 ， 两 个 绝对 连续 函数 的 和 与 差 也 是 绝对 连续 函数 . 

11. 引 理 车 f 在 [a, 的 上 绝对 连续 ， 那 么 它 在 [we， 引 上 有 界 变 差 . 

证 明 邻 5 为 绝对 连续 定义 中 相应 于 e 二 1 的 3$， 那么 对 La， 站 的 任何 分 划 可 以 分 裂 成 kK 
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(车 需要 ， 可 插入 新 的 分 点 ) 个 区 间 集 ， 而 每 个 的 总 长 度 都 小 于 8， 这 里 及 是 小 于 1 十 (6 一 a)/6 
的 最 大 整数 ， 因 此 对 任何 分 划 有 1 二 K， 因 而 TK. 国 

12. 系 若 f 绝 对 连续 ， 那么 了 几乎 处 处 有 导数 

13. 引 理 车 f 在 [a, 51 上 绝对 连续 且 了 (Xx) 一 0 a.e. ， 那 么 是 常数 . 

证 明 对 于 任意 cE[e， 引 ,我们 希望 证 明 f(a) 二 f(c)， 令 ECCa，c) 为 测度 等 于 c 一 a 的 集 
合 ， 在 其 上 f(x)= 二 0. 令 e 和 ;为 任意 正 数 ， 对 于 中 的 每 个 zx， 存在 一 个 任意 小 的 区 间 
[zx，Zz 十 hj] 包含 于 Fa，cj， 使 得 | f(z 十 有 ) 一 f(z) | 过 ph. 根据 引 理 1， 可 找到 一 个 这 类 不 重 
和 登 区 间 的 有 限 艇 (Lz,  ，y]}， 其 覆盖 下 的 除 测 度 小 于 8 的 集合 外 的 所 有 点 ， 这 里 6 是 对 应 于 在 
f 绝对 连续 定义 中 的 的 正 数 . 若 标 记 zx 使 得 x; 志 zi+1， 则 有 

y=a 人 Rr r YC Tal 


与 
2 EA 一 办 | 到 人. 
那么 根据 {[zx;，yij) 的 构造 方式 ， 


DO — fo) | SIT ye) 
<y(c—a) 
且 根 据 f 的 绝对 连续 性 


2) | f(zin) — f(y) | 到 
k=0 


因此 
[ro 一 Faol= | BEF) =— /6901+ DE — fz)]| 
委 s 十 7c 一 4) 
由 于 es 和 7 是 任意 的 正 数 ， 因 此 Ac) 一 六 7) 二 0. | | 


14. 定理 一 个 函数 下 是 不 定 积 分 当 且 仅 当 它 绝 对 连续 . 
证 明 若 下 是 一 个 不 定 积分 ， 那么 根据 命题 4. 14 它 是 绝对 连续 的 ， 假 设 另 一 方面 ,上 是 
[a,，5] 上 的 绝对 连续 函数 ， 那 么 下 是 有 界 变 差 ， 且 可 以 将 它 写 为 
F(x) 一 已 (CCz) 一 FoCz)， 
其 中 F; 单调 递增 ， 因 此 导数 已 (z) 几 乎 处 处 存在 且 
[F(z) | Fi (rz) + F(x). 
因此 根据 定理 3， 


jlF') Jdz < Fi(6) + Fi(b) — Fi(a) — F(a) 
且 F (zx) 是 可 积 的 . 令 
G(x) = | Fae. 
那么 G 是 绝对 连续 的 函数 ， 因 而 fF 一 G 也 是 绝对 连续 的 函数 .根据 定理 10， f (rz)=F (x)— 
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G'(z) 一 0 a. e. .所 以 根据 引 理 13，f 是 常数 ， 因 此 
F(x) = | FCWart Fa). 图 


15. 系 每 个 绝对 连续 函数 都 是 它 的 导数 的 不 定 积分 . 
12, 令 /为 对 于 每 个 e>0 在 区 间 [e，1] 绝 对 连续 的 函数 ， 那 么 在 0 的 连续 性 是 否 曹 洱 / 在 
[0，1] 上 绝对 连续 ? 若 还 在 [0，1] 上 有 界 变 差 ， 情 况 又 如 何 呢 ? 
13. 令 /为 [a， 6] 上 的 绝对 连续 函数 ， 证 明 
CD 下 AT 和 PLD=| 0. 
14. a 证 明 两 个 绝对 连续 函数 的 和 与 差 是 绝对 连续 函数 
b. 证 明 两 个 绝对 连续 函数 的 乘积 是 绝对 连续 函数 . [提示 运用 它们 是 有 界 的 这 一 事实 , ] 
<. 车 了 在 [a， 扣 上 绝对 连续 且 若 了 从 不 为 零 ， 那 么 函数 g 一 1/ 了 也 在 [a， 扫 上 绝对 连续 . 
15. 康 托 尔 三 分 函数 (习题 2. 48) 连 续 单调 但 不 是 绝对 连续 
16. 一 个 [a，6] 上 的 单调 函数 称 为 奇异 的 车 f=0 a.。. 
a. 证 明 任何 单调 递增 函数 都 是 一 个 绝对 连续 函数 与 一 个 奇异 函数 的 和 . 
. 令 了 是 La， 打上 的 一 个 非 减 奇异 函数 ， 那 么 了 具有 以 下 性 质 ，(S) 给 定 e>0，8>0， 在 
在 一 个 不 重 伏 区 间 的 有 限 能 {[y, ， 心 ]} 使 得 
2 | zi— yi |<6 


本 


且 
fz)— fy)>f 0 fla)—e. 


[提示 : 见 引 理 13 的 证 明 . ] 

c. 令 了 为 [ae， 的 上 的 非 减 函数 且 具 有 (b) 部 分 的 性 质 (S)， 那 么 /是 奇异 的 . [提示 : 用 (a) 
部 分 . 」 

. 令 ( 睛 ) 为 [ae， 约 上 的 非 减 奇异 函数 序列 使 得 函数 


f(z)= 2 f(r) 


A 


处 处 有 限 ， 那 么 f 也 是 奇异 的 . 

. 证 明 [0，1] 上 存在 一 个 严格 增加 的 奇异 函数 . 

17. a. 令 下 在 [c，d] 上 绝对 连续 ，g 在 [a，6j 上 绝对 连续 且 满 足 c 委 g 委 d， 那 么 F。8g 在 La， 
b] 上 绝对 连续 . 

b. 令 E={zx: g (zx) 一 0}, 那么 m(g[LE])=0. 

18. 令 g 为 [0，1] 上 的 绝对 连续 单调 函数 且 忆 为 零 测 度 集 ， 那 么 gLE] 的 测度 为 零 . 

19. a. 构造 一 个 在 [0，1] 上 绝对 连续 的 严格 单调 函数 &g， 使 得 g 二 0 在 具有 正 测度 的 集 上 成 立 . 
[提示 : 令 G 为 具有 正 测度 的 广义 康 托 尔 集 的 补 集 ( 习 题 3. 14) 且 令 g 为 Xe 的 不 定 积分 . ] 


人 
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b. 证 明 存在 一 个 零 测 度 集 EE 使 得 g“'[E] 不 可 测 ， 将 该 例子 与 习题 3. 28 相 比 . 
20. 一 个 函数 f 称 为 在 区 间 上 满足 利 普 希 芯 条 件 ， 若 存在 常数 M 使 得 | f(z) 一 f(y) | 委 
M | x 一 y | 对 于 该 区 间 的 所 有 x 和 > 都 成 立 . 
a, 证 明 满 足利 普 希 茨 条 件 的 函数 是 绝对 连续 的 . 
b. 证 明 绝对 连续 函数 了 满足 利 普 希 茨 条 件 当 且 仅 当 | /| 有 界 . 
c. 证 明 当 了 的 一 个 导数 (比如 说 D+ ) 有 界 ， 那么 f 满足 利 普 希 芯 条 件 . 
21. 变量 变换 工 ， 令 g 为 La，5J]J 上 的 单调 递增 绝对 连续 也 数 满足 g(a) 一 c，&g(CO) 一 人 
a. 证 明 对 于 任何 开 集 OCLc，dj 


m0 = | ,8 (zx) dz. 
b. 令 玉 ={x; gf'(z) 天 0}. 车 世 是 [c，dJ] 的 子 集 满足 mE 二 0， 那么 g '[E1NH 的 测度 


c. 车 玉 基 [c，d] 的 可 测 子 集 ， 那 么 f=g :LE1NH 可 测 且 


mF = | = | XCg(x))g Cr) dx. 
F a 
d. 车 了 是 [c， 四 上 的 一 个 非 负 可 测 函 数 ， 那 么 Cj。 g)g 在 La,，5j 上 可 测 且 
| fay 二 | /Cetr)e Crd 


22. 变量 变换 全 ， 今 为 Le， 的 上 的 单调 递增 绝对 连续 函数 满足 g(a) 一 c，g Cb) 一 d， 且 令 了 
为 Lc，dj 上 的 可 积 消 数 . 令 


F(y) = | fa 


且 设 H(z) 一 F(g(z)). 
a. 证 明 互 是 绝对 连续 的 (习题 17a) ， 且 只 要 H’ 和 gg 存在 并 有 g (x) 闫 0 就 有 F' (g(x)). 
因此 | 
H’(x) = F'(g(zx))g’ (zx) 
除 使 得 g(xz) 二 0 的 集合 外 几乎 处 处 成 立 . 
b. 令 
fy) = 人 y ¢ gLE] 
0 y € gLE!. 
那么 fi 二 fa. e.( 见 习题 17.b). 因此 
H(zx) = f(g(x))g (x) a.e. 
c. 证 明 
| Fdy = | Fae) g(r) dx. 


d 若 不 假定 g 单调 (c) 部 分 的 表达 式 是 否 仍然 成 立 ? 假定 g 有 界 ， 且 了 在 包含 值 域 的 区 
闻 可 积 . 
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5.5 上 屿 函数 


定义 在 开 区 间 (c， 纪 上 的 基数 p 称 为 凸 的 ， 若 对 每 个 并 与 y 属于 (ae， 纪 和 每 个 100 委 ) 委 1) 
有 
prt I— Ny) Sp + (1— Voy). | 
观察 在 R* 的 图 像 ， 这 个 条 件 可 用 几何 表述 为 : (z，9?(z)) 与 (?，9(y)) 之 间 弦 上 的 每 一 点 均 
位 于 p 的 图 像 上 方 ， 以 下 引 理 给 出 了 有 关 凸 函数 弦 的 一 个 重要 性 质 ， 其 证 明 留 给 读者 . 
16. 引 理 若 pg 是 (a, 上 的 是 函数 ， 且 若 T，y， X，y 是 (a,，b) 上 的 点 满足 < 之 y 与 
Z<CySyY ， 那 么 (z ，y ) 弦 的 斜率 大 于 (zx，y) 弦 的 斜率 ; 即 
py) 一 CCZ) 二 gy ) 一 2CZ ) 
yy yy 六 
车 一 个 函数 f 的 上 下 左 导数 Df 与 D- 了 在 点 x 相等 且 有 限 ， 就 说 函数 f 在 z 左 可 微 且 
称 这 个 共同 值 为 f 在 zx 的 左 导数 ， 类 似 地 ， 称 函数 了 在 z 点 右 可 微 车 D'f 与 D; ff 在 该 点 相 
等 ， 以 下 命题 给 出 了 凸 函数 的 一 些 连续 性 与 可 微 性 . 
17. 命题 若 p 是 (a, 5) 上 的 西 函 数 ， 那 么 gpg 在 (la, 5) 的 每 个 闭 子 区 间 上 绝对 连续 . gp 的 
左 导数 和 右 导 数 在 (a， 所 的 每 一 点 存在 且 除 一 个 可 数 集 外 彼此 相等 ， 左 导数 和 右 导 数 是 单调 递 
增 函 数 ， 且 在 每 一 点 左 导数 小 于 或 等 于 右 导 数 . 
证 明 令 [c<，djC(la，6)， 那么 根据 引 理 16， 对 于 属于 [c，4dj 的 x，y> 有 


2(c) — Pa) 一 2 一 PCz) -一 pb) 一 PCd) 
c—a 人 y 一 工 人 bo—ad 


因此 在 [c, dj] 上 | oy) 一 g(x) 1 和 Miz 一 y | ， 因而 是 绝对 连续 的 (参见 习题 20). 

若 zE(a， 人， 那么 根据 引 理 16，[p(z) 一 p(Czo)j/ (z 一 Zo) 是 工 的 增 函 数 ， 因 而 当 z 从 
左 或 从 右 趋 近 于 x。 时 该 函数 的 极限 存在 且 有 限 . 因此 y 在 每 一 点 都 左 可 微 和 右 可 微 ， 且 左 导 
数 小 于 或 等 于 右 导 数 . 若 zx<y ，z<y， 且 z<y， 则 

P(X) 一 PCzo) 去 py) ~— p(yo) ， 
并 一 0 yO— yo 

而 且 在 z 的 导数 小 于 或 等 于 在 y。 的 导数 ， 因 此 每 个 导数 都 是 单调 的 ， 车 它们 中 的 一 个 在 某 一 
点 连续 那么 它们 在 该 点 相等 . 由 于 一 个 单调 函数 只 能 有 可 数 个 不 连续 点 ， 所 以 在 除去 一 个 可 测 


集 外 它们 都 相等 . 器 
以 下 命题 是 先前 命题 的 部 分 逆 命 题 . 
18. 命题 若 p 是 (a，b8) 上 的 连续 函数 ， 且 若 9p 的 一 个 导数 (比如 说 D+ ) 非 减 ， 那 么 p 是 
西 的 . 


证 明 给 定 z 与 y 满足 &<z<y<b， 定 义 [0， 1] 上 的 函数 少 如 下 
$0) = gliyt+ (1—Dr]—ty(y) — (1 iy). 
目标 是 证 明 y 在 [0，1j 上 非 正 ， 因 为 y 是 连续 的 , 且 多 0) 二 多 1 二 0. 此 外 有 
D+ y= (y— zx)D!' pp 一 VC) 十 pz)， 
因而 D*y 在 [0，1) 上 非 减 . 
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令 7 为 y 在 L0，1] 上 取 到 最 大 和 值 的 点 ， 若 y=1， 则 在 [0，1] 上 yy(1) 二 0， 因 此 假定 
7€EL0, 1). 

由 于 yy 在 7 点 取 到 局 部 极 大 ， 所 以 有 D' y《7) 夺 0. 但 D'y 非 减 ， 因 而 在 [0, Yl 上 D' ws 
0， 相 应 地 ，y 在 L[L0，7YJ 上 非 增 ， 因此 yyY) 记 gC0) 二 0， 故而 yy 在 L0，1J 上 的 最 大 值 非 正 ， 且 在 
[0，1] 上 y<0. 二 

19. 系 邻 g 在 l(a, 5b) 的 每 一 点 上 有 二 阶 导 数 ， 那 么 gpg 在 l(a, 5) 上 吗 当 且 仅 当 对 每 个 XE 
(a, 6), 9 (x) 之 0. 

令 g 为 (a,，5) 上 的 凸 孙 数 ， 日 zoE (a,， 5)， 那么 ， 若 通过 《x。，op (xo)) 的 直线 y 一 
m (zx 一 xo) 十 g(xo) 总 是 落 在 9 的 图 像 下 方 ， 即 车 

GT) 之 ma(z 一 Zo) pro). 

则 称 它 为 pg 在 zx。 点 的 支撑 线 ， 根 据 引 理 16， 这 样 一 条 直线 是 支撑 直线 当量 仅 当 它 的 斜率 m 藩 
在 点 ze 的 左 导 数 与 右 导数 之 间 . 因此 ， 特 别 地 ， 在 每 一 点 至 少 存在 一 条 支撑 直线 ， 有 了 这 个 
概念 ， 即 能 给 出 以 下 命题 的 一 个 简短 证 明 : 

20. 命题 (入 森 不 等 式 ) 令 g 为 (一 OO，coo0) 的 西 函 数 且 了 为 [0，1] 上 的 可 积 甬 数 ， 那 么 


[Boor eer 


证 明令 a 一 | repde, 且 令 y = mrz 一 oa 十 p(a) 为 点 的 支撑 线 的 方程 ,那么 


pCFCD) mf 一 a) pha). 
上 式 两 边关 于 t 积分 即 得 到 命题 . 国 
这 个 不 等 式 有 值得 一 提 的 几何 解释 . 由 于 点 hz 十 (1 一 和 )xs 是 质量 与 1 一 人 在 点 zi 与 zz 
的 形 心 ,可 以 说 一 个 函数 是 凸 的 车 它 在 两 点 形 心 的 值 小 于 它 在 这 两 点 的 加 权 平 均 . 詹 森 不 等 式 就 


是 这 个 事实 的 推广 : 若 定义 直线 上 的 质量 分 布 上 为 na; 轩 一 mtta< AD < 时 , 则 | rod 是 该 


质量 的 形 心 而 | g(f (2) dt = [pady 是 9 的 加 权 平 均 . 


詹 森 不 等 式 的 一 个 重要 应 用 就 是 取 凸 函数 9 为 exp， 其 定义 为 exp z 一 e 此 时 的 詹 森 不 
等 式 就 成 为 算术 平均 与 几何 平均 之 间 不 等 式 的 一 个 推广 : 

21. 系 令 f 为 [0，1] 上 的 可 积 函 数 ， 那 么 

JexpCf C0) de > exp| |f 60d:|. 
下 面 给 出 两 个 进一步 的 定义 以 结束 本 节 . 一 个 函数 og 是 严格 凸 的 车 
oz 上 (一 iD ap) + 1— Vp) 

对 于 所 有 zx，yE (a，5) 和 所 有 4E (0，1) 成 立 . 

一 个 函数 p 是 凹 的 指 的 是 一 是 凸 的 . 线性 函数 是 惟一 既 西 又 凹 的 函数 . 

车工 是 任意 区 间 ， 开 、 闭 或 半 开 ,那么 在/ 上 是 凸 的 车 wp 在 1 上 连续 且 在 1 内 部 是 凸 
的 ， 习 题 23c 给 出 了 关于 这 样 函 数 的 一 个 重要 性 质 . 
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23. a. 令 gp 为 有 限 区 间 [a，6) 上 的 凸 函数 ， 那 么 pg 有 下 界 . 
b. 证 明 车 gp 在 (a,， 5) 上 是 同 的 ， 那么 当 z 从 (a,，b) 内 趋 于 a (或 人 时 ，p(Cz) 有 一 个 极限 
〈 可 能 无 限 ). 若 ae (或 妃 是 有 限 的 ， 则 这 个 极限 在 a (或 妃 可 能 是 十 ce 但 不 可 能 是 一 ce. 
c. 令 9 为 区 间 工 开 、 闭 、 半 开 ) 上 的 连续 函数 ， 且 在 工 的 内 部 凸 ， 那 么 
pltr+ (1D)y) Cig(r) + (1 — yy) 
对 于 所 有 z，yETI 和 所 有 LE[0，1] 成 立 . 
24. 证 明 系 19. 、 
25. a. 假定 e 这 0、b>>0， 那 么 函数 g(2) 二 (a 十 bt)* 对 于 1 委 p<co 在 [0，co) 上 凸 ， 且 对 于 0 过 
pp 和 1 四 
b. 证 明 p 对 于 pp 之 1 严格 上 唔 ， 而 对 于 0 过 Pp 过 1 严格 四. 
26. 系 21 中 的 等 式 何 时 成 立 ? 
27. 令 《a,) 是 和 为 1 的 非 负 数列 ， 且 《$8,) 为 正 数 列 ， 那 么 


Te < Det. 
28. 令 g 为 [0,1] 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 那么 只 要 |)ogCe(p?d 有 定义 , 就 有 log| eC a 之 


| egcecpy?d: 


第 6 章 ”经典 巴 语 赫 空间 
6.1 Lr? 空间 


本 章 研究 某 些 实 变 函 数 空间 . 令 p 为 正 实数 . 定义 在 区 间 [0,1] 上 的 可 测 函 数 f 若 满足 | | fF < 


co, 则 称 它 属于 L? = L?[0,1j 空间. 根据 该 定义 ,L' 恰好 由 全 体 定义 在 [0,1] 上 的 勒 贝 格 可 积 函 数组 
成 .由 于 | ff 二 g 1* 志 2?(| f1? 十 | g |) 可 见 两 个 二 空间 中 的 函数 和 仍然 属于 工 * 空间 . 由 于 只 
要 f 属 干 L? 空间 ,af 就 属于 L? 空间 . 因此 只 要 /与 g 属于 L? 空间 ,就 有 af 十 Be 属于 L? 空间 . 
通常 称 具 有 以 下 性 质 的 实 值 函数 空间 XX 为 线性 空间 (或 向 量 空间 ): 对 于 每 对 属于 关 的 f 和 g 与 
每 对 常数 a 和 8pB, 都 有 af 十 Bg 属于 X. 因 此 L? 空间 是 线性 空间 . 
对 于 函数 f 属于 L*， 定 义 


EL= =r 


可 见 ‖ 大 =0 当 且 仅 当 f==0 a. e. .车 a 是 一 个 常数 ， 那么 af 二 1a| 上 fl. 在 下 一 节 我 
们 将 导出 两 个 不 等 式 ， 第 一 个 不 等 式 叙 述 的 是 当 Zp 宇 1， 上 f+g 电 上 ‖f 十 gg， 这 个 性 质 
被 称 为 次 加 性 . 今后， 如 果 没 有 特别 说 明 ， 我 们 将 假定 p 之 1， 将 线性 空间 的 每 个 元 素 f 赋予 一 
个 非 负 实数 | fl 使 得 afil== lal fi, {ftgl 志 f+ lgll, 且 1 fl=0Sf 二 0 后 ， 
所 得 到 的 空间 称 为 赋 范 线性 空间 ， 和 遗憾 的 是 ，L?* 空间 的 范 数 不 满 足 这 最 后 一 条 要 求 ， 原 因 是 ， 
对 于 fi 二 0 只 能 得 出 f==0 ae ， 然而， 几乎 处 处 相等 的 函数 可 视 作 等 价 的 ; 因而 ， 若 对 于 等 
价 函 数 不 加 区 分 ， 那 么 L* 空间 就 是 赋 范 线性 空间 ?. 

为 方便 起 见 ， 将 [0，14 上 的 有 界 可 测 水 数 全 体 ( 或 除去 一 个 可 能 测度 为 零 的 子 集 外 的 有 界 
可 测 函 数 ) 记 为 L”， 同样 将 等 价 的 函数 视 为 相同 ， 那 么 LL” 是 一 个 线性 空间 ， 且 若 定 义 范 数 

| 1 Fl = Fl = ess sup | f(2) |， 

其 中 ess sup Fi) 是 sup g(t) 当 g 遍历 所 有 几乎 处 处 等 于 了 的 函数 的 下 确 界 ， 则 L” 成 为 一 个 赋 
范 线 性 空间 ， 因 此 


鲁 

1. 证 明 1 f+gl- 夺 fl- 二 |g1. 

2. 令 了 为 [0，1] 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 那 么 lim Hf, = | fl>. 
3. 证 明 上 f+gi 委 上 fl 十 gi. 

4. 车 fELiI 且 gE€EL”， 则 


ess sup f(t) = in{f{M:m{t:f(1) > M} = 0}. 


[lze < hh al. 


避 “车 拘泥 于 数学 的 逻辑 严 谭 性 ， 则 应 该 称 Le 的 元 素 为 等 价 的 函数 类 而 非 函数 (参见 习题 10. 10). 
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6.2 闵可夫 斯 基 不 等 式 与 赫 尔 德 不 等 式 


本 节 的 目标 是 在 L?* 空间 建立 几 个 与 范 数目 | 。 有 关 的 不 等 式 ， 首先 是 当 1 志 p 志 2 时 范 数 
的 次 加 性 . 

1. 闵可夫 斯 基 不 等 式 若 f 和 g 属于 L*， 1 所 p 人 oo， 那么 f 十 g 也 属于 L? 且 

| f+gll, < | ffl,+ | gl,. 
若 1<p<<ooe， 则 等 式 成 立 仅 当 存在 非 负 常 数 w 和 8B 满足 Bf 二 ag. 

证 明 2 一 co 的 情形 是 基本 的 (习题 1)， 当 | 8 =0 或 1gl=0 时 的 情形 也 是 如 此 ， 因 此 
假定 1 过 p 二 oo 且 上 f=a 才 909， g 有 二 8B 源 0， 那么 存在 函数 fo 与 go 使 得 1 了 | 一 ac，1 8 | 一 
Bgo 且 fo = 二 上 go 二 1 设 4=a/ (a 十 .那么 (1 一 和) 三 B/(a 十 8)， 且 有 

| fCz) + g Cr) PE fF) |+| gx) 1)? =[Lafo Cx) Beo zr)]? 
=(a 二 +B?[Afo Cz) + (1 — Ago Cr)? 
ateLAfo zx)? + (1 — XA) go (zr)?] 
最 后 一 个 不 等 式 用 到 当 1 志 p 过 co ， 函 数 g(1)= 二 tr 在 [0，co) 上 的 凸 性 (参见 习题 5. 25). 
若 1 二 =p 二 co ， 这 个 不 等 式 是 严格 的 除非 fo (xz) 二 go (Xz) 且 sgn f(x) 二 sgn g(x)， 对 此 不 等 
式 的 两 边 积 分 得 到 
f+gl?e GaitP?TAl fo ll? + 1 m2) 1 gl?*] 
CatB’*= (fAI+ lgl)?. 
取 p 次 根 得 到 
f+gl 1AI+ lgl. 
若 1 二 p 二 co， 该 不 等 式 是 严格 的 除非 f。 一 go a. e. 且 sgn /一 sgn g a.e.. 但 这 又 意味 着 不 等 式 
是 严格 的 ， 除 非 Bf 二 ag. 国 

注意 当 0 二 p 过 1 时 函数 pg(1) 二 在 [上 0， -) 上 是 四 的 . 因此 对 上 述 证 明 加 以 修改 ， 自 然 就 
给 出 下 面 的 不 等 式 : 

2. 0 过 p 过 1 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 令 上 和 8g 是 属于 LO0<zb<1) 的 两 个 非 负 函数 ， 那 么 

AT 二 ET 兰 AT 十 gl， 
接着 要 建立 一 个 微分 形式 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 ， 从 下 面 的 引 理 开始 . 
3. 引 理 令 1 委 p<co， 那 么 对 于 非 负 的 a，D 和 上 ， 有 
(a 1b)? > a? 十 不 pa 六 1. 
证 明 设 
pt) = (a tb)* —a?— ptba”!. 
那么 g(0)= 二 0， 且 对 于 p 之 1 与 a, 6,，t 之 0 
g(t) = po[Cladt+itb)" ar!] 守 0 
因此 gpg) 递增 进而 当 t>0 非 负 . [| 
4. 赫 尔 德 不 等 式 若 p 和 g 是 非 负 扩充 实数 使 得 


1 1 
一 十 一 二 1， 
pp a 
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上 且 若 fEL? 与 gE€1r， 那么 fgELI 且 


| IST lel 
等 式 成 立 当 且 仅 当 对 于 某 两 个 不 全 为 零 的 常数 a 和 B， 有 a| 1* 二 8|g|’a.e.. 
证 明 z 王 1，% 一 co 情形 的 证 明 很 简单 ， 留 给 读者 .因此 假定 1 和 <zp<co 而 相应 地 1 过 gq<oc. 
若 需要 ， 可 以 用 | f | 和 | g | 来 代替 f 与 g， 这 里 仅 需 考虑 /之 0 与 g 之 0 的 情形 ， 设 
h(x) = g(r)! = g(r)?, 
由 于 gq 一 1==g/p， 也 有 
g(x) = h(x)r! = h(x)?’. 


那么 
pif (x gx) = ptf (rNh x) Chr) Tif (zx))? — h(x)?. 
因此 
pfe < J rt oe = ht 
且 


pelfe < al tal fl) — lel. 
两 边 对 zt 微分 后 令 1 二 0， 得 到 
pl/s <plth 一 Ps 
该 等 式 成 立 的 条 件 可 由 闵可夫 斯 基 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 得 到 . 加 
习题 
5. a. 对 于 0 过 p 过 1 证 明 闵 可 夫 斯 基 不 等 式 . 
b. 证 明 甚至 对 于 0 二 p< 过 1 也 有 以 下 结论 : 若 fEL? 与 gE€1L?, 则 f+gEL. [提示 : ft+g 专 
22C | fl ?+ gl?).] 
6. 对 于 0 过 p< 过 1 陈述 和 证 明 赫 尔 德 不 等 式 . 
7. a. 对 于 1<p<coe， 用 六 表示 所 有 满足 2， | 包 1* 二 2 的 序列 (&) 宛 ;空间 证明 关 于 序列 的 
闵可夫 斯 基 不 等 式 : 
| 《所 十 办) I 二 | 《6 )》 上 ;十 ll C1) li,. 
这 里 有 1p 和 %， 
Cl = De 
与 
| 《7 | = sup | 1. 
b. 证 明 若 (&,) EL 与 (y,) EL 满足 


+ 上 上 =]1， 
gq 
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> 1&7 | | 8) 上 | 
Y 一 1 


这 就 是 关于 序列 的 赫 尔 德 不 等 式 . 
8. a. 令 a， 6 非 负 ,1p 二 co，1/p 十 1/g 二 1， 证 明 杨 氏 不 等 式 
ar | b 
VET+to 
[可 以 用 几 个 概念 上 不 同 的 方法 来 证 明 该 不 等 式 . ] 
b. 用 杨 氏 不 等 式 给 出 赫 尔 德 不 等 式 的 一 个 不 同 于 本 书 中 的 证 明 . 
c. 证 明 当 0<<p 过 1 时 杨 氏 不 等 式 的 不 等 号 反 向 . 


d. 对 于 0 过 p 过 1 证 明 赫 尔 德 不 等 式 . 
6.3 ”收敛 性 与 完备 性 


将 实数 序列 的 收敛 概念 推广 ， 即 可 以 得 到 赋 范 线性 空间 的 序列 收敛 概念 . 

定义 ”我们 称 一 个 赋 范 线性 空间 的 序列 (所 ) 收 证 于 该 空间 的 一 个 元 素 f/: 著 给 定 e 盖 0， 存 
在 N， 使 得 对 于 所 有 n>N 有 上 f 一 f, 过 e， 车 f, 收 化 于 f， 可 写 为 f 一 lim /或 一 了 . 

另 一 种 阐述 到 了 的 收 合 性 的 方式 是 指明 一 f 一 0 时 ff. 在 L* 空间 的 收 合 ，1 志 
p 二 co， 常常 指 的 是 p 阶 平均 收敛 ， 因 此 一 个 函数 序列 (f,) 称 为 p 阶 平均 收 伍 于 ff， 若 每 个 刀 
属于 L? 且 | 7 一 上 1 ,一 0， 而 在 世 ” 的 收敛 几乎 是 一 致 收 伍 ( 习 题 10). 

由 于 所 讨论 的 总 是 由 函数 构成 的 线性 空间 X， 所 以 必须 仔细 区 分 函数 序列 在 X 中 的 收敛 
概念 与 其 在 每 一 个 点 收敛 的 概念 ， 我们 将 后 一 种 情形 称 为 点 态 收 敛 ， 且 称 ( 卢 ) 点 态 收敛 于 了 车 
对 每 个 + 有 f(x) 一 limf(zx)， 车 存在 一 个 零 测 度 集 巨 使 得 对 每 个 x 属于 它 有 f(x) 一 limf (x)， 
那么 就 说 片 几 乎 处 处 收敛 于 矿 . 

正如 同 实数 序列 的 情形 ， 赋 范 线性 空间 的 一 个 序列 ( 睛 称 为 柯 西 序列 : 若 给 定 s>0， 存 在 N 
使 得 对 所 有 n 宇 N 和 所 有 m 宇 N 有 一 记过 e:， 很 容易 证 明 每 个 收敛 序列 都 是 一 个 柯 西 序列 . 

定义 ” 赋 范 线性 空间 称 为 完备 的 ， 若 其 每 个 柯 西 序列 收 化 ， 即 车 对 于 该 空间 的 每 个 柯 西 序 
列 (天) 存在 该 空间 的 一 个 元 素 有 使 得 一 f， 一 个 完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 巴 拿 赫 空间 . 

赋 范 线性 空间 的 级 数 ( 所 ) 称 为 可 和 的 且 和 为 s: 若 * 属于 该 空间 且 该 级 数 的 部 分 和 序列 收 
敛 于 s;， 上 


Bl 


为。 避 


一 个 实数 级 数 而 言 绝对 可 和 意 指 该 级 数 可 和 . 但 对 元 素 取 自 赋 范 线性 空间 的 级 数 来 说 这 
个 关于 一 般 不 成 立 ， 以 下 命题 表明 若 该 空间 是 完备 的 则 这 个 蕴涵 关系 成 立 ， 
5. 命题 ”一 个 赋 范 线性 空间 XX 是 完备 的 当 且 仅 当 每 个 绝对 可 和 级 数 都 是 可 和 的 . 
证 明 之 : 令 X 为 完备 的 ，( 拓 ?为 绝对 可 和 序列 ， 由 于 忆 | 轧 外 =M<ce， 对 每 个 e>0， 
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存在 NN 使 得 2 1 大 | 达 。 令 一刀 刻 为 级 数 (/) 的 部 分 和 序列 ,那么 对 于 nn 之 m 之 NN 有 


lm =< DI < DI < 


因此 部 分 和 序列 (s,)》 是 一 个 柯 西 序列 ， 并 因 X 是 完备 的 它 必须 收 化 于 义 的 一 个 元 素 ;. 

<=， 令 (下 ) 为 X 的 一 个 柯 西 序列 ， 对 每 个 整数 存在 一 个 整数 n，， 使 得 1 所 一 二 2 
对 所 有 大 于 xx 的 n 和 m 成 立 ， 我 们 可 以 选取 {ni}) 使 得 n+in， 那 么 (ff 站 1! 就 是 (所 ) 的 一 个 
子 序列 ， 且 车 设 g 一/ ， 且 当 h>1, 设 色 ==/ 一/ ，， 那 么 可 以 得 到 一 个 序列 (g4) 它 的 
重 部 分 和 是 /,,， 但 车 《>1， 则 有 gi | <2 全 ， 因 此 


Ziel<leal+22 =e lt+l. 


所 以 级 数 (g,) 绝 对 可 和 ， 因 而 根据 假设 存在 X 的 一 个 元 素 太 使 得 该 级 数 的 部 分 和 收敛 于 它 ， 
因此 子 序列 (了,,) 收 化 到 /. 

接着 证 明 f=lim 上 大， 由 于 (上 上) 是 一 个 柯 西 序列 ， 给 定 s>0， 存 在 一 个 N 使 得 对 所 有 大 于 
_N 的 n 与 m， 有 | 一 /| 二 e/2， 由 于 一 f， 存 在 一 个 K 使 得 对 所 有 k 之 K 有 | f, 一 了 1 一 
e/2， 如 果 取 充分 大 使 得 kK 且 ns 之 N， 那 么 


1 一 站 秋天 一 友和 二 1 和 一 让 委 广 十 序 一 人 


因此 对 所 有 z>>N 有 | 天 一 <s， 因 而 fh 一 了. 本 

6. 定理 (里 斯 - 菲 舍 尔 ) IL? 空间 是 完备 的 ， 

证 明 由 于 p 一 o> 的 情形 是 初等 的 ， 我们 将 它 留 给 读者 。 候 定 1<p<， 根 据 先前 的 命题 
仅 需 证 明 每 个 在 1? 绝对 可 和 的 级 数 在 L? 可 和 于 其 中 的 某 个 元 素 . 

今 (f) 为 要 中 满足 立 | 7 | 一 M 二 ~ 的 序列 ,定义 西数 g 为 gz 一 2 | 六 Ca) 1 
根据 闵可夫 斯 基 不 等 式 ， 有 

lal < fl <M. 
因此 
| 大 


对 于 每 个 z，(g (z)) 是 一 个 递增 的 (扩充 ) 实 数 序列 ， 因 此 必须 收敛 于 某 个 (扩充 ) 实 数 
g(z)， 如 此 定义 的 函数 g 是 可 测 的 ， 且 由 于 g, 之 0， 根 据 法 图 引 理 有 
Je:<M 
因此 ge 是 可 积 的 ， 而 且 对 几乎 所 有 的 z+，g(z) 是 有 限 的 . 
对 于 每 个 使 g(z) 有 限 的 =, 级 数 2 广 (z) 是 绝对 可 和 的 实数 序列 ,因而 必须 可 和 于 某 个 实 
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数 s(x). 车 对 于 那些 使 g(x) = oo 的 zx 设 s(x) = 0, 那 么 就 定义 了 函数 它 几 乎 处 处 是 部 分 和 


sa = 的 极限 . 因此 * 是 可 测 的 . 由 于 | s,(z) | 志 g(x), 因 此 有 | s(x) | 过 g(x). 因而 ;属于 
L* 且 有 

| ss Cz) 一 SG) FP 2r[gCr) 1. 
由 于 2*g* 是 可 积 的 ， 因 此 对 几乎 所 有 zx，| s,《z) 一 s(xz) |* 收敛 于 0， 根据 勒 贝 格 收 化 定理 有 


| | ss.—sl—0 
因此 贞 s, 一 s 1* 一 0， 这 就 得 到 了 目 s, 一 s ‖ 一 0， 相 应 地 ， 级 数 (f) 在 L* 有 和 ;. 国 


习题 

9. 证 明 每 个 收敛 序列 都 是 柯 西 序列 . 

10. 令 (f) 为 L” 中 的 函数 序列 .证明 (£) 在 L” 中 收敛 于 f 当 且 仅 当 存在 一 个 零 测 度 集 E 使 得 
所 在 EE 上 一 致 收敛 于 了/. 

11. 证 明 工 ”是 完备 的 . 

12. 证 明 靖 是 完备 的 ，〈1 委 2 一 ce)( 见 习题 7). 

13. 设 C=CL0，1] 为 [0，1Jj 上 的 所 有 连续 沙 数 空间 ， 且 定义 上 f= 二 max | f(x) | . 证 明 C 是 
一 个 巴 拿 赫 空间 . 

14. 用 * 表 示 所 有 有 界 实数 序列 空间 ， 且 定义 上 (&) 上 = 二 sup | 总 1. 证 明达 是 一 个 巴 拿 赫 
空间 . 

15. 证 明 所 有 收敛 的 实数 序列 空间 c 和 所 有 收 钱 到 零 的 实数 序列 空间 co。 是 巴 拿 赫 空间 (具有 个 
范 数 ). 

16. 令 (£) 为 L? 中 的 函数 序列 ，1 委 pp<ce， 其 几乎 处 处 收敛 于 世 的 函数 f， 证 明 在 Ls* 中 
收敛 于 入 当 且 仅 当 | 外 六 1 一作 .车 三 1 这 正 是 习题 4. 14b. ) 

17. 令 ( 捕 为 中 的 函数 序列 ，1< 2<co， 其 几乎 处 处 收 伍 于 L? 的 函数 上 ， 且 假定 存在 一 个 
常数 M 使 得 对 所 有 的 2 有 中 上 外 委 M.， 那么 对 二" 中 的 每 个 函数 g 有 


Ji 一 lim| fa. 
当 p= 二 1 时， 该 结果 成 立 吗 ? 
18. 令 f 一 f 在 L? 意义 下 成 立 ，1 委 2<co， 且 令 (8，) 为 可 测 函 数 序列 ， 并 满足 对 所 有 的 ”， 
| g，| 入 M 和 &, 一 5 ae .那么 在 二 中 ，g,.f.>gf. 


6.4 LL? 空间 中 的 还 近 


本 节 来 建立 李 特 尔 伍德 第 二 原理 的 版 本 ， 它 说 的 是 每 个 L? 中 的 函数 上 ，1 委 2<co“ 几 乎 ” 
是 一 个 阶梯 函数 且 * 几 乎 ?是 一 个 连续 函数 : 即 给 定 了 与 es 之 0， 存 在 一 个 阶梯 函数 p 与 一 个 连续 
函数 外 使 得 ef 一 gl <e 和 /一 四 <s. 

车 A 二 {名 ，…， 避 } 是 [0， 1] 上 的 一 个 分 划 ，0== 名 二 过 … 达 和 印 二 1， 则 定义 阶梯 函数 Pa 
在 该 分 划 的 每 个 区 间 [$;，é&-1) 为 常数 ， 且 此 常数 等 于 在 该 区 间 的 平均 值 ， 我 们 将 证 明 当 A 
的 最 大 子 区 间 的 长 度 8 趋 于 零 时 ，] f 一 gs 1 外 一 0. 在 几何 应 用 中 用 这 种 特殊 方式 所 生成 的 阶梯 
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函数 来 逼近 f 非常 有 用 . 

先 从 以 下 一 些 初等 结论 开始 ， 

7. 引 理 ”给 定 /EL?，1 信 p< 之 00 与 e 沁 0， 则 在 在 一 个 有 界 可 测 浮 数 fu 使 得 | fu | 委 M 
|/f—ful <e. 

证 明 令 


N N < f(z) 
fu lx) = 风 Na f(r) SN 
一 入 fx)<—N. 
那么 | fn | 过 N， 且 (fn) 几乎 处 处 收 合 于 f， 因 而 | f 一 fw | 一 0 几乎 处 处 成 立 ， 由 于 
| f—fyF lf bh, 
以 及 | f1? 可 积 ， 当 N 一 co 时 ， 所 以 有 


7 一 六 是 一 | 7 一 六 了 一 0， 


因此 Vf 一 fx e 一 0， 且 存在 M 使 得 ef 一 fu 1 <e. | 
8. 命题 给 定 f€E1L?，1 志 p<oo 且 se>0， 则 存在 一 个 阶梯 画 数 p 和 一 个 连续 函数 y 使 得 
1 f—pl,<e END /fy ,<e. 
证 明 根据 引 理 7， 可 以 选择 一 个 有 界 函 数 fu 满足 | f 一 fu | 二 e/2. 根据 命题 3. 22， 可 
以 找到 一 个 阶梯 函数 使 得 


Lu 一 9 到 去 
在 测度 小 于 3 的 集合 外 成 立 ， 这 里 
,- (起) 
那么 
lfu—ple=| Ifu -or 


=| | Av 一 9 十 上 | | fu—opl 
Meter? er 
42MP 27° 
因此 上 /fw 一 pg 过 e/2， 所 以 根据 闵可夫 斯 基 不 等 式 ， 有 
jf—-ol < lf-fuyl+lfu-opl <e 
几 的 存在 性 可 从 每 个 阶梯 函数 gp 都 可 以 被 一 个 连续 函数 在 L? 中 到 近 这 一 事实 得 到 . 于 
定义 今 A 一 售 ， 生 ，…， 已 } 为 有 限 区 间 [e， 站 的 一 个 分 划 ， 了 为 [a， 中 上 的 可 积 函数 ， 
那么 如 下 定义 的 [a， 的 上 的 画 数 ps 


p 
人 


Ertl 人 名 


Pa (x) 人 
称 为 的 平均 意义 下 的 A 通 近 . 
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9. 命题 令 fEL?， 那 么 的 A 逼近 pa 在 L? 中 收 伊 于/， 即 当 A 的 最 长 子 区 间 长 度 6 趋 
于 0 时 ，| f 一 ps 上 一 0. 
证 明 对 于 任意 A 和 任意 EL? 用 Ts( 认 n 来 表示 的 A 逼近 ， 那 么 Ts 是 一 个 从 L?* 到 某 
个 阶梯 函数 空间 的 映射 ， 该 阶梯 函数 空间 是 由 那些 不 连续 点 为 A 的 分 点 的 阶梯 函数 构成 ， 容易 
证 明 
Tas(fi+g)= TsA(f) + Ta(g) 
Ts(af)= aT,s(f) 


| Ta Ns, < Nfl, 
根据 命题 8， 给 定 se>0， 存 在 一 个 阶梯 函数 p 使 得 /一 pg ,二 e/3. Ts(9) 与 9p 仅 在 那些 
包含 p 不 连续 点 的 A 的 子 区 间 处 不 同 . 令 p 有 /个 不 连续 点 ，M 一 max | p(x) | ， 那 么 


lo—Tp l= | 1 og- Tp <a2M)’, 


因而 
| pT 了 Ap |; 过 2M(81)? 9 


其 中 6 是 4 的 最 长 子 区 间 的 长 度 ， 根 据 闵可夫 斯 基 不 等 式 只 要 有 < (87 二 就 有 


一 TAI 及 1 下 + 一 Te 二 Te 一 六 
委 217 一 十 ep 一 Te 


= Se + 2M(C8DY? 


<e. 国 
10. 系 当 8->0 时 /的 A 通 近 gs 依 测度 收 化 于 了 . 
19. 证 明 | Tf ,所 是;. 
20. 证 明 系 10. 


6.5 IL? 空间 上 的 有 界线 性 泛 范 


定义 赋 范 线性 空间 X 上 的 线性 泛 函 为 从 空间 X 到 实数 集 的 一 个 映射 下 ， 该 映射 满足 
F(af 十 Bg) 一 aF(f) 十 BF(g)， 若 存在 常数 M 使 得 对 于 XX 中 所 有 的 有 1 FCP | <M' | 了 | ， 
就 说 线性 泛 函 是 有 界 的 ， 并 称 使 得 该 不 等 式 成 立 的 最 小 常数 M 为 下 的 范 数 ， 因 此 


I FI = sup 


这 里 上 确 界 对 X 中 所 有 的 非 零 元 素 了 取 . 
若 g 是 L’ 中 的 一 个 函数 ， 那 么 可 以 用 以 下 方式 定义 L* 上 的 一 个 有 界线 性 泛 画 开 
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FCP = | 庆 . 
显然 泛 卫 下 是 线性 的 ， 且 赫 尔 德 不 等 式 表明 上 丰 FI 二 gl|,. 事实 上 ， 确 有 1| 开 1 三 下 g 1。 为 
此 ， 对 于 1<p<coe 的 情形 ， 设 9 
f=|g sgn g. 
那么 | Fiz*= | g 1 二 fg， 因 此 /属于 L?* 且 ii, 二 (jg 上 )*”*. 但 是 
FD= [fe =| ler 
= (gl = jel, fl,, 
因而 上 下 至 少 与 上 gg 中, 一 样 大 ， 下 面 将 该 结果 作为 一 个 命题 来 叙述 ; p= 二 1 与 p 二 的 情形 留 
给 读者 (见习 题 21). 
11. 命题 L? 中 的 每 个 函数 g 用 以 下 方式 定义 了 L? 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 下 : 
F(f) 一 | 天， 
则 有 Fl 二 上 gj,. 
本 节 的 目标 就 是 证 明 对 于 1 过 p 达 oo 该 命题 的 逆 成 立 ， 即 可 以 用 这 种 方式 得 到 L* 上 的 每 个 
有 界线 性 泛 函 我 们 将 发 现 首 先 建 立 以 下 引 理 是 有 用 的 . 


12. 引 理 令 g 为 [0，1] 上 的 一 个 可 积 浮 数 ， 且 假定 存在 一 个 常数 M 使 得 对 所 有 有 界 可 
测 函 数 f 有 


jel< mr,, 
那么 g 属于 L, 且 上 Vg, 专 M. 
证 明 首先 假定 1 和 bp<co， 用 以 下 方式 定义 一 个 有 界 可 测 函 数 序列 


g(z) 若 | g(x) ln 


(zx) = 
8 ( 车 | g(x) |> nn 


且 令 
f=| gr | sgn gr 
现在 上 上册 一 (gl 且 | g。 | 一 及， gr 一 h*g， 因此 


Chg = fe <MIAN, = MO gl. 


由 于 gq 一 q/p 二 1， 
lg, ls 委 M 
且 


Jiar<M. 
由 于 | g | 几乎 处 处 收 敏 于 | g |， 根据 法 图 引 理 有 


日 ”对 任意 实数 工 定义 当 z>>0，sgn z 一 1，sgn 0 一 0， 当 z<0， sgn z=—1. 
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| ier<ilin|ler<m 


131| 因此 gEL?， 且 1 g | 坟 M. 
对 于 5=]1 的 情形 ， 邻 FEF= {zr: | glz) | 宇 M 十 e}， 且 设 三 一 (sgn ED)XF， 那么 | fii!= 
mkE, 且 
MnE = MI fl, > [ie | At omE. 


所 以 mmE=0， 且 1 g1|- 委 NM. 国 

对 于 1 过 p 二 oo， 现在 能 够 给 出 L* 上 的 有 界线 性 泛 函 的 刻画 : 

13. 里 斯 表示 定理 令 下 为 L* 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 ，l<p<coe， 那 么 存在 一 个 属于 工 ? 
的 函数 g 使 得 

F(f) = Jse, 
而 且 丰 Fl= | gl,. 

证 明 令 X, 为 区 间 [0，s] 的 特征 函数 ， 可 通过 观察 下 在 X, 的 表现 来 研究 fF， 对 于 每 个 s 
F(X,) 的 值 都 是 一 个 实数 B(s)， 这 就 定义 了 [0，1] 上 的 一 个 函数 $B， 下 面 证 明 @ 绝对 连续 ， 令 
{(s;，s$)) 为 [C0，1] 上 任意 不 重 芋 的 子 区 间 所 构成 的 有 限 集 秘 ， 其 全 长 小 于 5， 那么 

2 16(C2) — $s) |= FC(f), 
其 中 
f= 2 (Xs — Xs ) sgn( BS’) — Bsi)). 
由 于 (| fi,)* 过 3， 即 有 - 
DB ) — $s) | = FC(f) 


FLAI, 
< FIleo’. 
这 表明 若 取 6=e?/ | Fl*， 则 @ 在 全 长 为 6 的 任意 有 限 不 相交 区 间 集 入 的 全 变 差 小 于 。. 
132| 因此 @ 绝 对 连续 . 
根据 定理 5. 14 存在 [0，1] 上 的 可 积 函 数 g 使 得 


G(s) = | 
因此 
F(X:) = | “xX. 
由 于 [0，1] 上 每 个 阶梯 函数 都 是 ( 除 有 限 个 点 外 ) >c;X, 的 一 种 线性 组 合 ， 那么 对 于 每 个 阶梯 函 
数 gy， 根据 和 积分 的 线性 ， 必 有 
FY) 一 | a 
令 f 为 [0，1J 上 的 任意 有 界 可 测 函 数 ， 根 据 命题 3. 22， 存 在 一 个 几乎 处 处 收敛 于 f 的 有 
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界 阶梯 函数 序列 (y,，， 由 于 序列 ( | f 一 gy | 光一 致 有 界 且 几 乎 处 处 收敛 于 0， 有 界 收 敛 定理 表 
明 | 7 一 加 1 一 0 因为 己 有 界 且 


IFCOA— FC)|= |F(f — y)| 
< |FIIfF yi,, 
所 以 必 有 
F(f) = lim FOy,). 
由 于 gy 总 是 小 于 | g | 乘 以 序列 (y) 的 一 臻 界 ， 根 据 勒 贝 格 收敛 定理 有 
Je = lim ey, 
因此 ， 对 每 个 有 界 可 测 函 数 了 一定 有 
|fe = F(7) 
而 1FCP | 过 上 FI Nfl,， 因 而 有 g 属于 L* 且 根 据 引 理 12，| gl 志 Fl. 
这 样 一 来 仅 需 证 明 对 于 每 个 属于 L* 有 FC7) 一 |fg. 令 f 为 L’ 内 的 任意 一 个 函数 ,那么 根 
据 命题 8, 对 每 个 e > 0 存在 一 个 阶梯 函数 y 使 得 外 /一 yl 二。. 由 于 有 和 界 , 有 
Fy) = |ye. 
因此 
lecp -ls|= [rep -Fop + ye — 7s| 


<ird-pIt||y- nal 


FIIFA-yh, + gl lf— yl, 
<CHFI+ lel,)e. 
因为 。 是 任意 的 数 ， 所 以 必 有 


F(f) = |/e. 


等 式 由 Fi 一 上 g 上, 即 由 命题 11 得 到 ， 中 
在 习题 部 分 要 求 读者 对 尹 ，1<p<co，c 和 c。 上 的 有 界线 性 泛 函 给 出 类 似 的 表示 ， 在 定理 
13. 23 中 给 出 了 C 上 有 界线 性 江西 的 表示 ， 遗 憾 的 是 ，L” (与 王 ) 上 的 有 界线 性 泛 函 不 存在 类 
似 的 表示 . 
习题 
21. a. 令 g 为 [0o，1] 上 的 可 积 函数 .证 明 存在 一 个 有 界 可 测 函 数 了 使 得 | f 1 取 0 且 
[se = eh fh. 


b. 令 g 为 有 界 可 测 函 数 . 证明 对 每 个 e>0 存在 一 个 可 积 函 数 /使 得 
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| 产 > clel 一 e17l. 


134 [提示 : 了 可取 为 适当 的 特征 消 数 . ] 

22. 找到 Lr 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 ， 这 里 lp 过 oo. 

23. 找到 c 和 c。 上 有 界线 性 泛 函 的 表示 . (注意 : 这 些 表示 是 不 同 的 . ) 
135| ”24. 证 明定 理 13 所 给 出 的 L* 中 元 素 g 是 惟一 的 . 


第 7 章 度量 空间 
7.1 引言 


实数 系 具 有 两 类 性 质 ， 第 一 类 是 代数 性 质 ， 处 理 加 法 、 乘 法 ， 等 等 ， 第 二 类 是 与 两 个 数 之 
间 的 距离 以 及 极限 有 关 的 性 质 ， 后 者 称 为 拓扑 或 度量 性 质 ， 本 章 的 目标 是 在 定义 了 距离 概念 的 
一 般 空间 中 研究 这 后 一 种 性 质 ， 定 义 如 下 : 

定义 ”一 个 度量 空间 (X，p)? 就 是 一 个 非 空 元 素 的 集合 忌 ( 称 为 点 ) 与 定义 在 和 XXX 上 的 实 
值 函数 p， 使 得 对 于 所 有 属于 于 的 工 ，? 与 z: 

io(z，y) 之 0; 

ii o(CZ，y) 一 0 当 且 仅 当 x 二 yy; 

iii. po(z，J) 一 OoC7，Z); 

iv. px, y)<p(rz, z)+o(z, y). 

函数 o 称 为 一 个 度量 . 

度量 空间 的 一 个 明显 例子 即 是 具有 度量 p (xz, >》)== | z 一 ? | 的 实数 集 R， 第 二 个 例子 是 n 
维 欧 几 里 得 空间 R*， 其 上 的 点 为 实数 的 nn 元 组 z= 二 (zi1，…，za) 且 | 

p(Czy) 一 [CCzl 一 太 星 十 十 (Cr 一 加 大. 

对 于 R"， 度 量 性 质 (iv) 即 为 三 角形 的 一 边 长 度 小 于 其 余 两 边 的 长 度 之 和 ， 因 此 ，(iv) 通 常 称 为 
三 角 不 等 式 . 

度量 空间 的 另 一 个 例子 是 上 一 章 的 赋 范 线性 空间 ， 其 度量 为 

ozyy) 一 一 | Ty | ， 

对 于 该 空间 ， 三 角 不 等 式 等 价 于 1 z 十 y1 委 |‖ zl 十 下 > 站 

必须 强调 度量 空间 并 不 仅仅 是 点 集 和， 这 是 因为 事实 上 一 对 (X，po)? 是 由 其 点 集 与 度量 组 
成 的 . 例如 ，n 元 组 实数 集 采 用 以 下 度量 p' 也 可 成 为 一 个 度量 空间 . 

p’ zy) = | Tm y+ | ry, |, 

而 这 个 度量 空间 不 同 于 R"( 若 * 之 1). 通常 我 们 感 兴 趣 的 只 是 给 定点 集 的 一 个 度量 ， 因而 在 这 
种 情形 下 ， 有 时 用 记号 X 同时 既 表 示 点 集 又 表示 度量 空间 (X，p). 

车 有 两 个 度量 空间 (XX，p) 与 (Y，o)， 则 可 构造 出 一 个 新 的 度量 空间 称 为 篇 卡 儿 积 XXY， 
其 点 集 为 集合 XXY 一 ((z，y): TEX，yEY}, 度量 [为 

rz (tya)) 一 [ozyz)2 + oy ya) 1. 

容易 证 明 + 满足 对 一 个 度量 所 要 求 的 所 有 性 质 且 R" XR" 一 R"…、 在 第 7.5 节 讨 论 XXY 的 其 
他 度量 . 

车 碧 是 度量 空间 (XX，p) 的 任意 非 空子 集 ， 定 义 玉 的 直径 为 扩充 实数 sup toCz，2?): 工 ， 
yEE}. 

度量 空间 的 任意 非 空子 集 本 身 也 是 一 个 度量 空间 ， 若 把 度量 限制 在 其 上 的 话 ， 例 如 ， 上 一 
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章 的 空间 C 就 是 L” 的 子 空间 . 

有 时 将 p(x，y) 一 0 的 条 件 减弱 为 仅 当 x=y 是 方便 的 . 当 人 允许 p(x，y) 二 0 对 于 某 些 z 天 y 
成 立时 ， 则 称 p 是 一 个 伪 度 量 . 因此 L? 范 数 是 p 次 寡 可 积 的 可 测 函 数 空间 上 的 伪 度 量 ， 同样， 
允许 po 取 十 ce 值 有 时 也 是 方便 的 ， 这 种 情形 称 o 为 扩充 度量 (或 扩充 伪 度 量 )， 伪 度量 和 扩充 度 
量 的 性 质 及 例子 可 从 习题 3、8 与 11 中 找到 . 

1. a. 证 明 在 以 下 度量 中 所 有 元 实数 组 全 体 构 成 一 个 度量 空间 : 
pz 人 一 | zi 一 | 二 十 | Ty 


p' (zy)= max{| zi 一 2 1s, | x — yn |}. 
b. 对 于 zx 一 2 和 ==3 描述 集合 {zx: plz, WD 达 1， {zx: p’ (x, 过 4, 与 (x: p' (x, DW 1). 
2. 谈 到 以 z 为 心 以 8 为 半径 的 球 ( 或 球体 )， 所 指 的 是 集合 
S,,s = {(y:0(z,y) < 9). 
证 明 若 0<s< 8 一 o(z，z)， 则 S.CS;,. 
3. a. 伪 度 量 ， 一 对 (X，p) 称 为 一 个 伪 度 量 空间 ， 若 p 是 伪 度 量 ， 证 明 若 po(z，2) 一 0 是 一 个 等 
价 关系 ， 且 若 X* 是 在 此 关系 下 的 等 价 类 的 集合 ， 则 o(z，y) 仅 依赖 于 工 和 >y 的 等 价 类 并 
且 定 义 了 X* 上 的 一 个 度量 . 
b. 扩充 度量 . 令 o 为 集合 X 上 的 扩充 度量 .证明 关系 pL(x，y) 二 是 一 个 等 价 关系 ， 靶 它 
是 自 反 、 对 称 与 传递 的 ，X 在 此 度量 下 的 等 价 类 X.。 有 时 称 为 扩充 度量 空间 (X，p) 的 部 
分 . 证 明 每 个 部 分 都 是 既 开 又 闭 . 


7.2 开 集 与 闭 集 


显而易见 实数 集 的 许多 性 质 都 适用 于 度量 空间 的 集合 ， 本 节 所 提 到 的 集合 都 是 某 个 给 定 度 
量 空间 (X，py 的 子 集 ， 以 下 的 命题 与 定义 都 对 应 于 2.5 节 中 的 那些 命题 与 定义 ， 因 此 要 求 读 
者 检验 那些 命题 的 证 明 适 用 于 度量 空间 . 

定义 ”集合 O 称 为 开 的 ， 若 对 于 每 个 ZEO， 存 在 6>0 使 得 所 有 满足 pC(+，y)<<6 的 y 属于 

1. 命题 集合 六 各 是 开 的 ; 任意 两 个 开 集 的 交集 是 开 的 ; 任意 开 集 徐 的 并 集 是 开 的 . 

定义 点 zxEX 称 为 集合 巨 的 闭 包 点 ， 若 对 于 每 个 6>0 存在 一 点 yE 巨 使 得 oO(zZ，?)<0 . 
用 巨 表 示 下 的 闭 包 点 集 ，、 显 然 ，ECE. 

2. 命题 若 ACB, 则 ACB. 同时 (AUB) 二 AUB, 上 且 

(ANB CANME. 

定义 集合 下 称 为 闭 的 ， 若 王 一 丰 . 

3. 命题 ”任意 集合 已 的 闭 包 百 是 闭 的 ; 即 E 二 E. 

4. 命题 集合 加 和 XX 是 闭 的 ; 任意 两 个 闭 集 的 并 集 是 闭 的 ; 任意 闭 集 著 的 交集 是 闭 的 . 

5. 命题 ” 开 集 的 补 集 是 闭 的 ， 闭 集 的 补 集 是 开 的 ， 

定义 度量 空间 X 称 为 可 分 的 ， 若 它 有 由 可 教 个 点 构成 的 稠密 子 集 也 ， 即 D 一 X. 

由 于 有 理 数 集 是 R 的 可 数 稠密 子 集 ， 易 见 R 是 可 分 的 . 以 下 命题 表明 林 德 勒 夫 定 理 对 于 
某 个 度量 空间 成 立 当 且 仅 当 该 度量 空间 可 分 . 
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6. 命题 度量 空间 入 是 可 分 的 当 且 仅 当 存 在 一 个 可 数 开 集 族 {O)} 使 得 对 于 任何 开 集 OCX， 
0O= |) o: 


证 明 车 X 是 可 分 的 ， 令 D 为 可 数 稠密 集 ， 至 于 z 的 半径 为 8 的 球 ， 指 的 是 集合 
Sz,s = {y:pCz, 37) < 3) 

令 {0,} 是 由 那些 中 心 zx 在 内 且 6 为 有 理 数 的 球 S.。 所 组 成 的 能 ， 那 么 {O,} 是 一 个 可 数 开 
集 灸 ， 若 O 是 任何 开 集 且 yEO， 则 要 证 明 对 某 个 0; 有 yEOCO. 由 于 O 是 开 的 ， 因 此 存在 
一 个 球 S，, 使 得 S,,CO， 将 8 取得 更 小 ,可 以 假定 8 是 有 理 数 ， 由 于 y 是 DD 的 闭 包 点 ， 因 此 
存在 点 ED 使 得 po(z，y)<8 7/ 2， 因此 

So CSsC O. 
但 Ss 是 {0O;) 中 的 一 个 集合 ， 因 而 定理 的 “ 仅 当 ”部 分 证 明 完毕 . 

另 一 方面 ,假定 有 了 可 数 乌 {0;)， 令 x; 为 0; 的 点 ，D 为 所 有 这 些 点 x; 的 集合 ， 易 见 了 
是 稠密 的 ， 令 zx 为 X 的 任意 点 且 S 是 任意 中 心 在 z 的 球 ， 那 么 就 必须 证 明 S 包含 D 的 点 .但 
S 是 一 个 开 集 ( 习 题 6) ， 因 而 必 有 某 个 0; 使 得 zx;€ O:CCS， 因 此 zi€ES, 可 见 xED. 轿 

我 们 称 包含 z 的 一 个 球 (或 更 一 般 的 一 个 开 集 ) 是 度量 空间 中 点 z 的 一 个 邻 域 . 
习题 


4. a 证 明 C 是 L” 的 一 个 闭 子 集 ( 见 第 6 章 ). 
b. 证 明 在 0<t< 广 消 失 的 所 有 可 积 函 数 的 集合 是 L! 的 一 个 闭 子 集 . 


c. 证 明 所 有 满足 |z 二 1 的 可 测 函 数 xi) 组 成 的 集合 是 L! 的 一 个 开 子 集 . 


5. 证 明 E= {\F 是 下 的 闭 子 集 ， 集合 EE 的 内 部 EE" 是 那些 yEE 且 满足 存在 一 个 8 之 0 使 得 
pC(y，z) 过 6>zEE 的 点 集 . 


a. 证 明 

E" 一 | o. 

OTE 
b. 证 明 
~ (E) = (~ FE’). 
6. a, 证 明 每 个 球 都 是 开 的 . 

b. 证 明 集合 4z: p(x， y) 志 人) 是 闭 的 . 
c.《b) 中 的 集合 是 否 总 是 球 

{rz:plz,y) <O) 


的 闭 包 ? 
7. 空间 R*"，C，L”，L! 哪些 是 可 分 的 ? 
7.3 连续 函数 与 同 胚 


从 度量 空间 (X，p)? 到 度量 空间 (Y，c》 的 函数 /是 这 人 么 一 个 规则 : 它 将 每 个 ZzEX 赋予 惟 
一 的 yeEY， 我 们 也 称 f 为 从 X 到 Y 的 映射 ， 并 将 交互 地 使 用 函数 和 映射 这 两 个 术语 ， 谈 到 从 
和 到 立 的 映射 了 是 映 上 的 ， 指 的 是 ， 像 往常 一 样 ， 对 任意 yEY 存在 某 个 zEX 使 得 六) 一 2 
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也 就 是 说 , 了 是 f 的 值 域 ， 那 么 如 同 第 2. 6 节 ， 就 有 以 下 的 定义 和 命题 ， 

定义 函数 子 称 为 在 点 工 连 续 ， 若 对 于 每 个 se 盖 0， 存 在 8S>0， 使 得 著 pCZ，y?)<9， 则 
oL f(z)，f(y)]<e， 若 函数 f 在 每 个 EX 连续 就 称 它 为 连续 . 

7. 命题 从 度量 空间 义 到 度量 空间 了 的 函数 是 连续 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 属于 Y 的 开 集 
O， 集 合 f 1![O] 是 的 一 个 开 集 . 

8. 命题 若 太 是 从 和 到 了 的 连续 映射 ， 且 如是 从 了 到 Z 的 连续 映射 ， 则 从 和 到 Z 的 映 
射 E。 太 也 是 连续 映射 . 

对 于 久 映 上 YY 的 一 对 一 的 映射 f， 若 f 连续 且 了 的 逆 f7! 也 是 连续 的 ， 则 称 它 为 XX 与 Y 间 
的 同 胚 ， 若 空间 X 和 了 之 间 存 在 一 个 同 肽 ， 就 称 它们 是 同 胚 的 ， 拓 扑 学 本 质 上 研究 的 就 是 那些 
在 同 胚 下 保持 不 变 的 性 质 ， 而 把 这 样 的 性 质 称 之 为 拓扑 的 .根据 命题 7?，X 与 Y 间 的 一 一 对 应 是 
一 个 同 胚 当 且 仅 当 它 将 X 的 开 集 映 到 Y 的 开 集 ， 并 且 将 Y 的 开 集 映 到 XX 的 开 集 ， 因此 一 个 空间 
的 开 子 集 的 性 质 是 一 个 拓扑 性 质 ， 由 于 闭 集 是 开 集 的 补 集 ， 所 以 闭 子 集 也 是 拓扑 性 质 ， 事 实 上 ， 
每 个 可 以 根据 开 集 定义 的 性 质 都 是 一 个 拓扑 性 质 ， 因 此 连续 函数 是 一 个 拓扑 性 质 ， 即 若 f 是 X 
上 的 一 个 连续 函数 ， 且 hh: X>Y 是 X 与 了 间 的 同 胚 ， 则 太 。 j :是 Y 上 的 一 个 连续 函数 ， 

然而 并 非 所 有 度量 空间 的 性 质 在 同 胚 下 都 保持 不 变 ， 例 如 ， 通 常 在 同 胚 下 两 点 距离 会 变 
化 ， 而 使 得 距离 保持 不 变 的 同 胚 ， 即 

oaLACzi) ,天 (Crzs)] = plzi ,x2) 
对 于 所 有 居中 的 xz 和 xs 成 立 ， 称 为 和 与 了 之 间 的 等 距 同 构 ， 空间 X 和 了 称 为 等 距 的 ， 若 它 
们 之 间 存 在 一 个 等 距 同 构 ， 从 抽象 的 观点 来 看 ， 两 个 等 距 的 度量 空间 是 非常 相同 的 ， 一 个 等 距 
同 构 只 不 过 是 点 的 重新 标记 ， 因 此 ， 自 然而 产生 的 概念 是 等 价 度量 : 同一 点 集 X 上 的 两 个 度 
量 p 和 o 称 为 等 价 车 从 LX，p) 到 (X， o) 映 上 的 恒 同 映射 是 一 个 同 胚 ， 因 此 两 个 度量 等 价 当 和 且 
仅 当 它 们 定义 相同 的 开 集 ， 即 一 个 集合 在 其 中 一 个 度量 空间 是 开 的 ， 则 在 另 一 个 也 是 开 的 . 
习题 
8. 证 明定 义 在 [0，1) 上 的 函数 h(xz) 二 x/(1 一 z) 是 [0，1) 与 [0，co) 之 间 的 同 胚 . 
9. 令 巨 是 一 个 集合 ，z 是 度量 空间 的 一 个 点 ， 定 义 
px,E) = inf (zy 
a. 证 明 对 于 一 个 固定 的 玉 ， 由 f(z) 一 p(x，E) 所 给 出 的 函数 f 是 连续 的 . 
b. 证 明 tz: plz， E)=0}=E. 
10, a. 证 明 集 合 X 上 的 两 个 度量 等 价 当 且 仅 当 给 定 zEX 和 e>0， 存 在 一 个 9>0 使 得 对 所 有 
yEX 
pz,y) Lar < 
且 
az y) < Hox,y) < e. 
b. 证 明 “元 实数 组 的 以 下 几 个 度量 是 等 价 的 : 
pz39)= [Crim 二 (ry) 1 
pz 人 一 | 总 一 | 十 全 二 | 
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《zy 一 max(| Ti oy), | zx, — yr 1). 
c. 找到 一 个 与 半 元 实数 组 这 些 度量 不 等 价 的 度量 . 
11. a. 证 明 若 o 是 集合 X 的 任意 度量 ， 则 oc 二 p/ (1 十 p) 是 XX 的 一 个 等 价 度量 .证 明 (X，o) 是 一 
个 有 界 度 量 空间 ; 即 对 所 有 属于 XX 的 zx 和 y, ol(x，y) 志 1. 
b. 证 明 这 对 于 伪 度 量 和 扩充 度量 也 都 成 立 . 


7.4 ”收敛 性 与 完备 性 


正如 同 实数 的 情形 ， 我 们 说 度量 空间 z 的 序列 (zx, ) 收 人 钱 于 X 中 的 点 xz (或 以 z 为 极限 )， 者 
给 定 s>0， 存 在 一 个 N 使 得 p(z，z)<s 对 所 有 nn 宇 NN 都 成 立 ， 该 定义 也 可 以 用 几何 语 育 重 述 
为 : 《zu 收敛 于 zx， 若 关 于 z 的 每 个 球 包含 了 该 序列 除 有 限 项 外 的 一 切 项 . 

通常 写 x=lim x, 或 x, 一 x 来 表示 x 是 (zv) 的 极限 ， 若 仅 有 较 弱 的 条 件 : 每 个 关于 z 的 球 
包含 该 序列 的 无 限 项 ， 则 说 上 是 (z,) 的 聚 点 ， 因 此 若 对 于 给 定 的 s>0 和 给 定 的 N， 存 在 n 宇 N 
使 得 p(x，x,) 二 e， 那 么 zx 就 是 (zx,) 的 聚 点 ， 所 以 车 zx 是 (x,) 的 极限 点 ， 则 z 是 Cx) 的 聚 点 ， 
但 反 过 来 却 不 一 定 成 立 ， 下 面 在 习题 部 分 给 出 了 有 关 聚 点 与 极限 的 一 些 性 质 . 

度量 空间 的 序列 (z, ) 称 为 柯 西 序列 ， 若 给 定 s>0 存在 N 使 得 对 所 有 大 于 六 的 2 和 mm， 有 
poCzv，xzn)<<e、 若 (zu) 收 伍 于 某 点 zx， 那 么 给 定 e 之 0， 可 以 选取 足够 大 的 N 使 得 o(zs，Zz) 去 
e/2 对 于 n 宇 NN 成立， 因此 对 所 有 n，m 宇 N， 有 

pxnsTm) SplTa TT) prn 7) < s， 
因而 Cx,) 是 一 个 柯 西 序列 ， 反之 每 个 柯 西 序列 收 伍 对 于 任意 度量 空间 不 一 定 成 立 ( 例 如 通常 度 
量 下 的 有 理 数 空间 )， 若 一 个 度量 空间 具有 每 个 柯 西 序列 收敛 (于 该 空间 的 某 点 ) 这 样 一 个 性 质 ， 
则 称 该 空间 是 完备 的 ， 关 于 实数 的 柯 西 准则 仅仅 表明 实数 空间 R 是 完备 的 ， 有 关 完 备 空间 的 
其 他 例子 由 在 第 6 章 讨论 的 巴 拿 赫 空间 给 出 . 

车 X 是 一 个 不 完备 的 度量 空间 ， 它 总 是 可 被 扩大 而 成 完备 .以 下 定理 就 给 出 这 一 事实 的 
精确 陈述 .其 证 明 概要 由 习题 17 与 习题 10. 16 给 出 . 

9. 定理 车 (X， D) 是 一 个 不 完备 度量 空间 ， 那么 可 以 找到 一 个 完备 度量 空间 匀 " ， 使 得 
义 可 作为 一 个 稠密 子 集 等 距 嵌 入 它 。， 若 六 包含 于 任意 完备 空间 Y， 则 X "等 距 于 和 在 了 的 
闭 包 . 
习题 
12. 证 明度 量 空间 序列 (zx,) 以 zx 为 聚 点 当 且 仅 当 它 有 收敛 到 的 子 序列 (x, 》. 

13. 证 明度 量 空间 序列 (x,) 收 合 到 x 当 且 仅 当 它 的 每 个 子 序列 以 x 为 聚 点 .因此 若 (z, ?的 每 个 

子 序列 照样 都 有 收敛 到 z 的 子 序列 ， 则 (x) 收敛 于 z. 

14. 令 巨 为 度量 空间 X 的 一 个 集合 ， 若 x 是 E 中 序列 的 聚 点 ， 则 xEE,， 而 车 XEE， 则 区 中 

存在 一 个 收敛 到 工 的 序列 . 

15. 车 度量 空间 的 柯 西 序列 (z,) 以 z 为 聚 点 ， 则 《zx,) 收 敛 到 z. 
16. 车 X 和 了 是 两 个 度量 空间 ， 且 了 是 从 X 到 Y 的 映射 ， 那么 f 在 x 连续 当 且 仅 当 对 于 X 中 

每 个 收 敏 到 xz 的 序列 (zu) ， 有 (7z) 收敛 到 YY 中 的 7Cz). 
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17. a. 若 (zx,) 和 (4y,) 是 度量 空间 X 的 柯 西 序列 ， 那 么 p(zs，y) 收 敛 ， 
b. 度量 空间 X 的 所 有 柯 西 序列 组 成 之 集 是 一 个 伪 度 量 空间 (参见 习题 3), 若 p* (zx,)，(《yn)) 二 


limp(x,, Yn ). 
c. 若 将 使 o* =0 的 元 素 视 为 相同 ， 则 这 个 伪 度 量 空间 成 为 度量 空间 X" (如 辐 习题 3)， 且 
X 等 距 租 和 信义 “. 


[= 到 


. 度量 空间 (X* ，p"* ) 是 完备 的 . [提示 : 若 (z,) 是 XX 的 柯 西 序列 ， 可 以 假定 (通过 取 子 序列 ) 
plTa， Tnt1) 达 2“”， 若 (《znm)21)%-1 可 表示 XX” 的 一 个 柯 西 序列 ， 那 么 序列 《zx,,,) 守 1 是 
X 中 那些 可 表示 为 X* 中 柯 西 序列 极限 的 柯 西 序列 . ] 

e. 用 下 面 两 节 中 的 命题 10，11 和 12 证 明定 理 9. 

18. 证 明 两 个 完备 度量 空间 的 笛 卡 儿 积 是 完备 的 . 


7.5 一 致 连续 性 与 一 致 性 


令 f 为 从 度量 空间 (X，p) 到 度量 空间 (Y，o) 的 映射 ， 若 给 定 es>0 存在 一 个 6 二 0， 使 得 对 
及 中 的 所 有 x 和 x ， 若 满足 p(x， zx ) 二 6 有 olf(zx)，f(x')) 二 e， 则 称 f 是 一 致 连续 的 。 定义 
在 [0，1) 上 的 函数 h(x) 二 zx/(1 一 zx) 连续 但 不 是 一 致 连续 的 ， 此 外 ,有 将 柯 西 序列 zr 二 1 一 1/n 映 
为 y, 一 n 一 1， 而 后 者 不 是 一 个 柯 西 序列 . 因此 柯 西 序列 在 连续 函数 上 的 像 不 一 定 是 柯 西 序列 . 
然而 ， 还 是 有 以 下 命题 : 

10. 命题 令 太 为 从 度量 空间 X 到 度量 空间 了 的 一 致 连续 映射 ， 若 (Zu 是 只 中 的 一 个 柯 
西 序列 ， 则 ( 广 (z)) 是 了 中 的 一 个 柯 西 序列 . 

度量 空间 和 与 立 间 的 同 胚 / 称 为 一 致 同 旺 ， 若 /和 -都 是 一 致 连续 的 . 根据 命题 10， 
如 同 完备 性 ， 柯 西 序列 性 质 在 一 致 同 胚 下 保持 不 变 . 在 一 致 同 胚 下 保持 不 变 的 性 质 称 为 一 致 性 
质 . 除 柯 西 序列 与 完备 性 外 ， 还 有 一 致 连续 这 个 一 致 性 质 . 这 三 个 性 质 都 不 是 拓扑 性 质 ， 这 是 
因为 函数 h(x) 二 x/(1 一 zx) 是 不 完备 空间 [0，、1) 与 完备 空间 [0， co) 之 间 的 同 胚 ， 它 将 柯 西 序列 
映 入 非 柯 西 序列 ， 而 且 它 的 逆 将 一 致 连续 函数 sin 拉 回 到 [0， 1) 上 非 一 致 连续 的 函数 . 

点 集 X 的 两 个 度量 。 和 称 为 一 致 等 价 ， 若 从 (X，po7? 到 (XXX， o) 的 恒 同 映射 是 一 致 同 胚 . 
若 给 定 se>0， 存 在 65>0 使 得 对 所 有 工 和 y， 有 plx,，y)<6> aoCZ，y)<e 并 且 o(x,，y) 三 6 二 
oz，y)<e， 则 o 和 = 一 致 等 价 . 

令 (X，o) 与 (Y，o) 为 两 个 度量 空间 ， 定义 币 卡 儿 积 XXXY 上 的 度量 pl: 和 po- 如 下 

pT ys zy 一 pCzyz) 十 5Cy，y ) 
pe (Xs YT sy ))= max[p(zx,7x ) ,oy,y )]. 

具有 以 上 度量 之 一 的 乘积 XXY 称 为 具有 (或 /-) 乘 积 度量 . 显而易见 这 些 度量 中 的 每 
一 个 一 致 等 价 于 XXY 上 通常 的 乘积 度量 . 这 些 度量 常常 比 普通 的 乘积 度量 更 便于 使 用 ， 其 定 
义 使 得 R" XR” 与 R" 等 距 . 

下 面 给 出 对 一 致 连续 映射 有 用 的 延 拓 定理 来 结束 本 节 ， 命题 的 证 明 留 给 读者 . 

11. 命题 令 (X，p) 与 (Y，o) 为 度量 空间 且 Y 完备 ， 令 为 从 义 的 子 集 匹 到 YY 的 一 致 连 
续 映 射 ， 那 么 存在 惟一 的 从 巨 到 上 的 了 的 延 拓 g， 即 存在 惟一 的 从 巨 到 Y 连续 映射 g， 使 得 
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对 于 XEE， g(7X)= f(z), 此 外 ， gg 是 一 致 连续 的 ， 


习 


19. 
20. 
21. 


22. 


23. 


24., 


题 


证 明 o 和 o- 是 度量 并 且 每 个 都 一 致 等 价 于 和 XY 上 通常 的 乘积 度量 . 

证 明 命题 10. | 

用 以 下 步骤 证 明 命题 11， 

a. 著 互 的 序列 (z) 收 敛 于 点 zEE， 则 《fCzx,)) 收 敛 于 点 YEY( 参 见 命题 10). 


. b. (a) 中 的 点 y 仅 依赖 于 z 而 不 依赖 于 序列 (zx,，， 因 此 ， 若 定义 y 王 g(rz)， 那 么 就 定义 了 


E 上 的 函数 g 且 其 为 了 的 一 个 延 拓 . 
c. 消 数 g 在 E 上 一 致 连续 . 
d. 若是 任意 从 EE 到 YY 的 连续 函数 ， 目 在 上 与 f 一 致 ， 则 h==g. 
a. 证 明 命 题 10b 中 的 那些 度量 是 一 致 等 价 的 . 
b. 找到 与 元 实数 组 度量 等 价 但 与 通常 度量 不 一 致 等 价 的 度量 . 
c. 车 (XX，p) 是 任意 度量 空间 ， 那 么 度量 c 一 6/(1 十 o) 一 致 等 价 于 pp. 
a. 有 界 性 是 度量 性 质 但 不 是 一 致 性 质 ( 见 习题 22c). 
b. 度量 空间 X 称 为 全 有 界 的 ， 若 给 定 se 之 0 存在 有 限 个 半径 为 se 的 球 覆盖 X( 即 其 并 集 为 
X)， 证 明 全 有 界 性 是 一 个 一 致 性 质 . 
c. 证 明 全 有 界 性 不 是 一 个 拓扑 性 质 .， [考虑 [0，1) 和 [0，ecoe).] 
d. 证 明 每 个 全 有 界 的 度量 空间 可 分 . 
令 《X;，ps) 为 度量 空间 的 序列 ， 定 义 它们 的 直 积 为 
QZ 一 XXX 


下 一 上 


这 里 令 Z 为 所 有 满足 x EX 的 序列 (zx 所 构成 的 空间 ， 且 定义 一 个 QZ 上 的 度量 


rzyy) 一 > ， 2 ox (xh ,yx) > 
k=1 


其 中 X= (Xi), y=y)H or =p4/1+ po:. 在 (Xi， Pp:) 全 都 为 同一 空间 CX， 0) 的 特殊 情形 
下 ,那么 所 讨论 的 就 是 X 中 的 序列 ， 通 常用 
X" 或 和 


来 代替 和 XX 
a. 证 明 z 是 一 个 度量 且 Z 中 的 序列 (zo > 收敛 到 zEZ 当 且 仅 当 对 于 每 个 k，x2” 收 化 
到 zk. 
c, 假定 对 于 每 个 上 空间 (Xi，ps) 和 CY ，oi) 是 同 胚 的 ， 那么 空间 
XX 和 XY,. 
也 是 同 胚 的 . 
d. 将 Cc) 推广 到 一 致 同 胚 的 情形 . 


7.6 子 空间 


车 (XX，p) 是 一 个 度量 空间 且 S 是 X 的 一 个 子 集 ， 那么 车 将 p 限制 于 S， 也 就 是 说 ， 如 果 
取 S 两 点 的 距离 作为 X 点 的 距离 ， 则 S 成 为 一 个 度量 空间 ， 当 我 们 将 S 考虑 为 具有 该 度量 的 
度量 空间 时 ， 可 称 S 是 X 的 一 个 子 空间 . 例如， 有 理 数 是 R 的 一 个 子 空间 ， 集 合 {(x，0)) 是 
等 距 于 RR 的 R* 的 子 空间 ， 空 间 C 是 L” 的 子 空间 . 

车 玉 是 S 的 子 集 ， 则 可 以 考虑 EE 在 S 或 E 在 X 的 闲 包 ; 即 考虑 S 的 那些 EE 闭 包 的 点 集 或 
X 的 那些 EE 闭 包 的 点 集 ， 这 些 集合 一般 是 不 同 的 ， 例 如 ， 令 X 为 空间 及 而 S 为 区 间 (0，1)， 


那么 车 已 是 区 间 (0， 填 1， 那么 忆 在 R 的 闭 包 是 区 间 [0， 到]， 而 在 S 的 闭 包 恰 是 区 间 


《0， 3]; 即 巨 相对 于 S 闭 . 因此 可 知 集合 的 闭 包 性 质 正如 同 其 闭 与 开 的 性 质 ， 全 都 是 相对 于 


包含 该 集合 的 空间 的 性 质 ， 无 论 如 何 ， 有 以 下 关于 这 些 概念 的 联系 . 

12. 命题 令 X 为 度量 空间 且 S 是 它 的 子 空间 ， 那 勾玉 相 对 于 S 的 闭 包 是 瑟 门 S， 其 中 正 
表示 克 在 XX 的 闭 包 ， 一 个 集合 人 ACCS 相对 于 S 闭 当 且 仅 当 A=S 门 下 ,其 中 下 是 X 的 闭 集 . 
一 个 集合 A CS 相对 于 S 开 当 且 仅 当 人 二 S 门 O, 其 中 〇 是 处 的 开 集 . 

证 明 若 z 是 已 在 X 闭 包 上 的 点 ， 则 若 它 属于 S 它 就 是 E 在 S 闭 包 的 点 ， 因 此 EE 在 S 的 
闭 包 是 巨 站 S. 若 A 在 S 闭 ， 那么 必 有 A=SN 中 A， 另 一 方面 车 下 在 X 内 闭 , 则 SN F 在 S 的 
闭 包 是 


sSNANF CSNGNI CSNT, 

这 表明 SMF 相对 于 S 闭 . 

若 A 相对 于 S 开 ， 则 S~A 相对 S 闭 且 有 S~A=SNF, 或 SN 站 A=S 站 (~ 让 以 及 ~F 
在 和 开 ， 类 似 地 ， 若 9 是 开 的 , 则 Sm O 是 S 门 (~O) 在 S 的 补 集 ， 其 在 S 是 闭 的 . 本 

13. 命题 ”可 分 度量 空间 的 每 个 子 空 间 都 是 可 分 的 . 

证 明 令 和 是 一 个 可 分 度量 空间 且 S 是 X 的 一 个 子 空间 ， 那 么 根据 命题 6， 存 在 一 个 X 
的 可 数 开 集 簇 (0O;} 使 得 X 的 每 个 开 集 是 {O:} 某 些 子 艇 的 并 集 ， 根 据 命题 12， 集 艇 4O 站 S} 是 
S 的 可 数 开 子 集 秘 ， 且 使 得 S 的 每 个 开 子 集 是 它 子 焦 的 并 集 ， 因此 据 命 题 6，S 是 可 分 的 。 填 

与 上 面 所 讨论 的 相对 性 质 不 同 ， 存 在 着 一 些 内 在 的 性 质 ， 例 如 ，z 为 的 闭 包 点 这 一 性 质 
若 在 X 的 某 个 包含 x 和 E 的 子 空间 成 立 ， 则 它 在 XX 的 任意 包含 x 和 EE 的 子 空间 也 成 立 ， 男 一 
如 此 的 性 质 是 完备 性 ， 这 是 由 于 空间 的 完备 性 主要 是 根据 该 空间 的 点 来 定义 的 。 然而， 以 下 命 
题 给 出 了 完备 集 与 闭 集 的 关系 . 

14. 命题 若 度量 空间 X 的 子 集 A 是 完备 的 ， 则 它 是 闭 的 ， 另 一 方面 ， 完备 度量 空间 的 
闭 子 集 本 身 是 完备 的 . 
习题 
25. 证 明 命题 14. [提示 : 习题 14 很 有 用 . ] 
26. 令 0 为 完备 度量 空间 (X，p) 的 开 子 集 ， 证 明 对 于 O 存 在 一 个 有 界 度量 o， 其 等 价 于 上 的 度 
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量 p， 且 (O, o) 是 一 个 完备 度量 空间 . [提示 : 对 每 个 zEO, 令 p(x) 二 [ol(zx，0)]"!， 那 


么 {zx，y): TE0O0，y 王 glz)) 是 XXR 的 闭 子 集 ， 并 因此 是 XXR 的 完备 子 集 ， 利 用 习题 
19 和 22c. ] 


7.7 紧 度 量 空间 


由 海 涅 - 博 雷 尔 定理 可 以 得 到 [0，1] 区 间 的 许多 重要 性 质 . 我 们 引入 一 类 度量 空间 ， 海 涅 - 
博 雷 尔 定理 在 该 空间 成 立 ， 并 且 能 够 证 明 L0，1] 区 间 的 许多 重要 性 质 在 该 空间 也 成 立 ， 这 类 空 
间 称 为 紧 空 间 . 为 给 出 一 个 确切 的 定义 ,我 们 说 度量 空间 的 开 集 簇 和 是 集合 K 的 一 个 开 和 覆盖 
若 K 包含 在 以 中 集合 的 并 集 . 度量 空间 X 称 为 紧 的 车 XX 的 每 个 开 覆 盖 忆 有 一 个 有 限 子 覆盖 ， 


即 车 存在 一 个 有 限 秘 {0O;，O;，…，Ow} 己 册 使 得 X 一 /0,.， 度 量 空间 的 子 集 K 称 为 紧 的 车 
它 作为 X 的 子 空间 是 紧 的， 注意 到 命题 12 的 最 后 一 个 陈述 ， 这 等 价 于 说 X 的 子 集 K 是 紧 的 
若 X 的 开 集 K 的 每 个 覆盖 外 有 一 个 有 限 子 覆 盖 ， 海 涅 - 博 雷 尔 定理 说 的 是 实数 集 的 每 个 闭 有 界 
子 集 是 紧 的 . 

车 中 是 空间 X 的 开 覆 盖 ， 则 它 每 个 集合 的 补 集 组 成 交 为 空 的 闭 集 徐 4， 反之 亦 然 ， 因 此 
一 个 空间 X 是 紧 的 当 且 仅 当 每 个 交集 为 空 集 的 闭 集 马 都 有 一 个 交集 为 空 的 有 限 子 徐 . 我 们 说 
X 中 的 集 秘 9 具有 有 限 交 性 质 车 了 的 任何 有 限 子 集 簇 有 非 空 交 ， 因 此 有 以 下 命题 : 

15. 命题 度量 空间 处 是 紧 的 当 且 仅 当 每 个 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 徐 了 有 一 个 非 空 交集 . 

[o，1] 区 间 的 另 一 重要 性 质 可 推广 如 下 : 一 个 空间 X 称 为 具有 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 性 
质 ， 若 X 的 每 个 无 限 序列 (z,) 至 少 有 一 个 聚 点 ， 即 若 存在 一 个 <EX 使 得 对 每 个 包含 z 的 开 集 
与 每 个 N 有 一 个 n 宇 N 且 zvEO. 

16.. 引 理 紧 空 间 具 有 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 性 质 . 

证 明 令 (zi) 为 X 中 的 序列 ， 且 令 B, 一 {zx,，zsi，…)， 那 么 (B,) 是 一 个 具有 有 限 交 性 
质 的 闭 集 徐 . 因此 存在 一 个 x 使 得 x€ 门 B,。 而 这 个 x 就 是 序列 (x;) 的 聚 点 . 加 

另 一 个 与 紧 相 关 的 性 质 是 序列 紧 性 ， 空间 X 称 为 序列 紧 的 若 X 中 的 每 个 序列 (zx,) 包 含 一 
个 收敛 的 子 序列 (zw 》. 

17. 引 理 ”度量 空间 和 具有 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 性 质 当 且 仅 当 它 是 序列 紧 的 . 

证 明 ”由 于 (z 每 个 子 序列 的 极限 是 序列 (z, 的 聚 点 ， 所 以 序列 紧 性 曹 涵 着 波 尔 查 诺 - 魏 尔 
斯 特 拉 斯 性 质 ， 反 之 ， 若 (z,) 有 聚 点 x， 则 对 于 每 个 上 可 以 找到 办 之 mr 使 得 半径 为 1 的 球 了 
包含 zx ， 那 么 xm -xz。， 因 此 一 个 具有 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 性 质 的 空间 是 序列 紧 的 . 国 

稍 后 将 要 证 明 (定理 21) 一 个 序列 紧 的 度量 空间 是 紧 的 .因此 对 于 度量 空间 而 言 ， 紧 性 、 
序列 紧 性 与 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 性 质 这 三 个 概念 是 等 同 的 ， 然 而 ， 当 只 考虑 一 般 的 拓扑 空 
间 时 ， 将 会 证 明 它们 是 不 同 的 概念 。 接 着 要 建立 有 关上 紧 度 量 空 间 的 一 些 重要 性 质 ， 必 须 注意 ， 
直到 定理 21， 它 们 所 依赖 的 只 是 显然 较 弱 的 序列 紧 性 的 假设 . 

18. 定理 邻 f 为 定义 在 (序列 ) 紧 空间 上 的 连续 实 值 沪 数 ， 那 么 上 有 界 并 且 取 到 它 的 最 大 
值 与 最 小 值 . 
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证 明 令 M=sup {f(x): zEX)， 那 么 (即使 M= ce) 存在 X 的 一 个 点 列 ( 心 ) 使 得 M= 
lim f(z,). 由 于 XX 是 序列 紧 的 ， 所 以 存在 一 个 子 序列 (x ?收敛 到 点 zEX， 那 么 f(z) 二 lim f(x, ) 一 M， 
因此 M 是 一 个 实数 ( 即 不 是 co) 且 f(z)= 一 M， 故 而 M 为 了 上 的 最 大 值 且 在 > 点 取 到 它 ， 用 一 /上 


代替 f 即 可 得 到 定理 的 另 一 半 . 时 
度量 空间 X 称 为 全 有 界 的 ， 若 对 于 每 个 se 之 0， 存 在 有 限 点 篮 {zi ，…，xzv} 使 得 每 个 zE 和 X 


与 某 个 zx 的 距离 不 超过 es， 这 等 价 于 说 ， 对 每 个 s>0 空间 和 被 有 限 个 半径 为 s 的 球 覆 盖 . 
19. 引 理 ”序列 紧 的 度量 空间 是 全 有 界 的 . 
证 明 ”假定 XX 不 是 全 有 界 的 ， 那 么 对 于 某 个 s>0 就 不 能 用 有 限 个 半径 为 。 的 球 覆 盖 X. 


所 以 依次 选取 x1，zs，…，Z, 使 得 对 于 nn 汪 >k，p(lxs，xi) 之 e， 那 么 序列 (zx,) 就 没有 收 合子 序 
列 ， 这 是 由 于 它 的 任何 两 项 距离 都 大 于 或 等 于 se。 因此 X 不 是 序列 紧 的 ， 由 逆 否 关系 知 引 理 
得 证 . 国 


若 员 是 度量 空间 X 的 一 个 开 覆 盖 ， 则 每 个 zxEX 都 包含 于 某 个 开 集 OE 咏 ， 且 对 于 某 个 
9>0 存 在 z 的 一 个 球 B,s 包 含 在 O 内 ， 以 下 命题 表明 对 于 一 个 (序列 ) 紧 的 度量 空间 该 性 质 一 致 
成 立 ， 即 一 定 能 够 找到 与 x 无 关 的 8.， 命题 中 所 叙述 的 具有 该 性 质 的 数 s 被 称 为 覆盖 处 的 勒 中 
格 数 ， 该 命题 的 证 明 留 给 读者 (习题 29). 

20. 命题 “ 令 尼 为 (序列 ) 紧 空间 X 的 开 覆 关 ， 那 么 存在 一 个 数 s 盖 0， 使 得 对 于 每 个 EX 
与 每 个 6 二 e， 球 B.s 包 含 在 某 个 开 集 OE qh 内、. 

21. 定理 ( 博 雷 尔 -~ 勒 贝 格 ) 令 义 为 度量 空间 ， 那 么 以 下 命题 等 价 : 

i. 入 是 紧 的 . 

ii. X 具有 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 性 质 . 

iii.X 是 序列 紧 的 . 

证 明 根据 引 理 16 和 17, 已 经 证 明了 G) 之 (名 (i)， 为 证 明 Gii)=> (i)， 假设 XX 是 序 
列 紧 的 且 员 是 X 的 开 覆 盖 . 令 。 为 由 命题 20 给 出 的 咏 的 勒 贝 格 数 ， 且 取 9 使 得 0<6<e， 根 据 
引 理 19，X 是 全 有 界 的 ， 央 而 能 找到 有 限 个 半径 为 8 的 球 B.。，…，B-。， 它 们 覆盖 X， 由 于 每 
个 球 B, ,包含 于 某 个 集合 QE 路 ， 所 以 集 簇 {O; ，…， O.} 是 覆盖 X 的 外 的 有 限 子 簇 . 者 

下 面 以 几 个 表达 紧 度 量 空间 有 用 性 质 的 命题 来 结束 本 节 . 我 们 首先 观察 到 紧 的 概念 与 闭 的 
概念 密切 相关 ， 就 如 同 以 下 命题 所 前 明 的 ， 紧 即 可 看 作 是 一 种 绝对 形式 的 闭 . 

22. 命题 ” 紧 空 间 的 闭 子 集 是 紧 的 . 度量 空间 的 紧 子 集 是 闭 的 且 有 界 . 

证 明 令 久 是 紧 的 , 下 为 X 的 闭 子 集 ， 且 WW 为 下 的 开 覆 盖 ， 那么 外 U1{F}) 是 X 的 开 覆 
盖 ， 因 而 一 定 有 一 个 有 限 子 覆盖 { 玉 ，O, ，…，On}， 那 么 集合 O, ，O;，…，Ow 覆 盖 下 ， 并且 
路 有 一 个 有 限 子 覆 盖 . 

假定 K 是 度量 空间 X 的 紧 子 集 ， 且 令 y 为 K 的 闭 包 点 ,那么 f(z) 二 p(x，y) 是 KK 上 的 一 
个 连续 函数 且 下 确 界 为 0， 由 于 /在 K 上 取 到 最 小 值 ， 则 存在 zxEK 使 得 f(z) 一 min f(x) 二 
-0， 因 此 pC(z，y) 一 0， 因 而 y 一 zE K. 所 以 KK 是 闭 的 ， 为 证 明 K 是 有 界 的 ， 经 观察 发 现在 K 
上 plzo，z) 是 xz 的 连续 函数 ， 因 而 以 茶 个 数 M 为 界 ， 那么 KCB, ,m. | 

23. 系 ”实数 的 每 个 紧 集 是 闭 的 且 有 界 . 
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24. 命题 紧 集 的 连续 像 是 紧 的 ， 

证 明 令 f 为 一 个 将 紧 集 K 映 上 空间 Y 的 连续 函数 . 车 中 是 Y 的 开 覆 盖 ， 则 取 遍 所 有 
OE 路 的 集 徐 f 7! [Oj] 是 天 的 开 覆 盖 . 根据 天 的 紧 性 ， 尺 中 存在 有 限 个 集合 0 ，… ，O., 使 得 
太 -: [LO 覆盖 玉 ， 由 于 f 是 映 上 的 ， 所 以 集合 0 ，…，O, 覆 盖 了 . LJ 

25. 命题 度量 空间 及 是 紧 的 当 且 仅 当 它 既是 完备 的 又 是 全 有 界 的 . 

证 明 若 X 是 紧 的 ， 它 自然 全 有 界 . 若 (zx,) 是 XX 的 柯 西 序列 ， 则 (x) 必须 有 一 个 公 点 . 
而 有 聚 点 的 柯 西 序列 一 定 收敛 到 该 聚 点 ， 因 此 X 是 完备 的 . 

假定 X 完备 且 全 有 界 . 为 证 明 X 是 紧 的 ， 仅 需 证 明 每 个 无 限 序列 (zu 有 一 收敛 的 子 序 列 ， 
由 于 X 是 全 有 界 的 ， 我 们 可 以 用 有 限 个 半径 为 1 的 球 来 覆盖 X， 其 中 必须 有 一 个 球 S: 包含 


《zs) 的 无 穷 多 项 . 再 用 有 限 个 半径 为 的 球 覆盖 X， 我 们 能 够 找到 一 个 球 5; 使 得 Si 门 S: 包 含 


《zu) 的 无 穷 多 项 ， 依 此 下 去 ， 就 可 得 到 一 个 球 的 序列 (Se ，Sx 的 半径 为 1/k， 使 得 S 有 人 站 ss 
包含 该 序列 的 无 穷 多 项 .由 于 该 序列 的 无 限 多 项 属于 Si 人 门 … 门 S$:， 则 可 以 选取 na 使 得 m4 
m1 且 zz, ESiNN… 门 St， 那么 (zs 就 是 序列 (zs) 的 一 个 子 序列 ， 而 且 由 于 对 于 &，! 全 六， 
oCzu ;Tn ) 生 2/N， 所 以 它 还 必须 是 一 个 柯 西 序列 ， 因 为 X 是 完备 的 ， 故 而 该 子 序列 收敛 。 国 
26. 命题 令 f 为 从 紧 度 量 空间 义 到 度量 空间 了 的 连续 上 映射， 那么 是 一 臻 连续 的 . 
证 明 给 定 e>0 和 <zEX， 存 在 8.>0 使 得 p(x，y) 一 5 蕴涵 oC(f(zx)，f(y))<ze/2. 令 


O. 为 球体 {y: p(x，y) 二 方 5.)， 那么 {0.: xzE X} 是 X 的 开 覆 盖 ， 因 而 有 一 个 有 限于 覆盖 
(0。，…，0,,)， 令 3== 方 min{6。，…，6.,}， 那 么 9>0， 给 定 属于 X 的 两 个 点 > 和 = 使 得 
ply, z)<6, 点 y 必须 属于 某 个 O,， 因此 ply, x) < plz, Zi) plz, y)+ply, Ti ) < 


本 6。 十 < . 所 以 有 ol(f ly), f(zxi))<e/2 且 IGCCz)， f(zxi)) <e/2. 这 表明 o (f(z), 
f(y))<e， 证 明了 f 在 X 上 是 一 致 连续 的 . 名 


习题 . 

27. 令 X 为 度量 空间 ， 开 为 一 个 紧 子 集 ， 且 F 是 一 个 闭 子 集 ， 那么 下 站 天 一 多 当 且 仅 当 
p(F，K)>>0， 即 车 存在 $>0 使 得 pC(z，y)>>6 对 于 所 有 xzEF 和 yEK 成 立 [考虑 函数 
px,F)=infp (xz, y). | 

28. a. 令 义 为 全 有 界 的 度量 空间 ， 且 f; XY 为 喘 上 YY 的 一 致 连续 映射 ,那么 Y 是 全 有 

界 的 . 
b. 若 仅 要 求 f 连续 该 结果 是 否 仍 成 立 ? 

29. 证 明 命 题 20. [提示 : 

a. 仅 需 考 虚 当 XE 的 情形 . 设 p(x) 二 sup{fr: 3 OE 员 满 足 BCO)， 证 明 0 和 (zc2， 
b. 证 明 对 于 每 个 和 yy， 
py) SF px) — p(x,Y). 
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c. 证 明 yg 是 X 上 的 连续 函数 . 
d. 若 X 是 序列 紧 的 ， 则 e 一 inf 9 是 正 的 . 
e. 这 个 。 满足 命题 的 结论 . ] 


30. a. 令 2Z= 义 已 (见习 是 24)， 证 明 若 每 个 闵 , 全 有 界 ， 则 Z 全 有 界 . 
b. 证 明 若 每 个 XX, 是 紧 度 量 空间 ， 则 它们 的 直 积 也 是 紧 度 量 空间 . 


7.8 贝尔 范畴 


本 节 我 们 进一步 深入 研究 完备 度量 空间 某 些 方面 的 性 质 ， 即 贝尔 范畴 理论 ， 该 理论 的 应 用 
给 出 了 在 分 析 中 非常 有 用 的 最 深刻 的 拓扑 性 质 ， 下面 从 贝尔 经 典 定理 开始 对 这 一 理论 的 探讨 、 

27. 定理 (贝尔 ) 令 习 为 完备 度量 空间 且 {D4} 是 和 的 可 数 稠密 开 子 集 签 ， 那 么 们 O, 是 再 

证 明 给 定 一 个 开 集 U, 令 2 为 O: NU 的 点 ， 令 Si 为 中 心 在 Xx1( 半 径 r) 县 包含 于 Oh NU 
的 球 ， 由 于 O, 稠密， 必 存 在 一 点 xz: 属于 O; 门 $1,， 由 于 O; 开 ， 必 有 一 小 球 5 中心 在 xz; 且 包 含 


于 0;， 我 们 可 以 取 S: 的 半径 疡 比 斑 六 小 ,也 比 产 一 Cn，z2) 小 .那么 CS,， 如 此 递 推 地 


进行 下 去 ， 可 得 到 一 个 球 的 序列 (S,) 使 得 5 CS。，: 且 SCCO,， 其 半径 (7,) 趋 于 零 ， 令 (zx,) 为 
这 些 球 的 中 心 组 成 的 序列 ， 那 么 对 n,m 之 N 有 Zz,E€Sn 与 Ta€ Sn， 因此 p(x,，zm) 似 2rw， 上 且 
由 于 > ->0，(z,) 是 一 个 柯 西 序列 ， 根 据 X 的 完备 性 ， 存 在 点 zx 使 得 z, 一 z， 由 于 当 ?>N，mr 
CE Sw ， 所 以 有 zxESwi1CSnCOn， 因 此 zxE NmO,， 且 xzEU. 而 U 是 任意 一 个 开 集 , 故 们 0 
在 X 稠密 . 国 

下 面 引入 一 些 术 语 ， 若 一 个 集合 玉 满足 ~(E) 是 稠密 的 ， 则 称 EF 是 无 处 稠密 的 .这 等 价 于 
说 瑟 不 包含 非 空 开 集 ， 对 于 一 个 集合 E， 车 互 是 可 数 无 处 稠密 集 焦 的 并 就 称 它 为 第 一 范畴 的 
(或 贫 痛 的 )， 不 是 第 一 范畴 的 集合 称 为 第 二 范畴 的 (或 非 贫 痛 的 )， 且 第 一 范畴 集 的 补 集 称 为 剩 
余 的 (或 协 贫 将 的 )， 

有 了 这 些 术 语 ， 贝 尔 定理 可 重新 表述 为 : 

28. 系 ( 贝 尔 范畴 定理 ) 令 XX 为 完备 度量 空间 ， 那 么 XX 没有 第 一 范畴 ( 即 可 数 无 处 稠密 子 
集 繁 的 并 集 ) 的 非 空 开 子 集 . 

证 明 令 巨 为 可 数 无 处 稠密 子 集 乌 , 并 且 U 是 非 空 开 集 ， 那 么 0, 二 一 E, 是 X 的 稠密 开 子 
集 ， 则 根据 贝尔 定理 存在 点 zEU， 而 这 个 z+ 还 属于 门 O,， 这 就 意味 着 Xf UE,， 因 而 U 不 包 
含 于 癌 王 ,. | 

贝尔 定理 及 其 系 的 不 同 寻常 之 处 在 于 假设 是 关于 一 致 性 质 (X 的 完备 性 ) 的 ， 而 结论 却 纯粹 
是 拓扑 性 质 的 ， 若 X 和 了 Y 是 同 胚 的 且 X 没有 第 一 范畴 的 非 空 开 子 集 ， 则 Y 的 任何 非 空 开 子 集 
也 非 第 一 范畴 集 . 具有 这 一 性 质 的 度量 空间 (或 拓扑 空间 ) 称 为 处 处 第 二 范畴 (关于 它们 自身 ). 
对 于 这 些 空间 我 们 有 本 节 所 有 命题 的 结论 以 及 习题 中 所 探讨 的 许多 性 质 . 除 完备 度量 空间 外 ， 
还 将 看 到 局 部 紧 的 豪 斯 多 夫 空间 也 是 处 处 第 二 范畴 然而 对 于 这 些 空间 ， 许 多 范畴 理论 的 结果 
可 直接 从 局 部 紧 性 得 到 . 
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拓扑 空间 的 第 一 范畴 集 的 性 质 与 完备 测度 空间 的 零 测 度 集 的 性 质 有 一 些 相似 之 处 : 这 两 类 
集 取 可 数 并 的 运算 都 封闭 ， 这 两 类 之 一 的 任意 子 集 也 属于 该 类 .任何 满足 这 两 个 性 质 的 集 簇 称 
为 集合 的 oa 理想 .第 一 范畴 集 可 被 认为 是 “小 ” 集 ， 车 X 是 完备 度量 空间 ， 则 第 一 范畴 集 无 
内 点 . 

另 一 方面 ，[0，1] 的 第 一 范畴 集 可 能 有 勒 贝 格 测度 1， 且 因此 其 补 集 是 测度 为 零 的 剩 
余 集 ， 

以 下 命题 表述 了 一 些 有 用 的 特征 和 性 质 ， 记 住 它们 在 证 明 与 范畴 理论 有 关 的 命题 时 会 有 
帮助 . 

29. 命题 若 O 〇 开 且 下 闭 ， 则 集合 OO~ O 〇 和 下 ~ F" 无 处 稠密 若 下 是 闭 的 且 在 完备 度量 
空间 是 第 一 范畴 集 ， 则 下 无 处 稠密 . 

30. 命题 完备 度量 空间 的 子 集 是 剩余 的 当 且 仅 当 它 包含 一 个 稠密 的 Gs， 因此 一 个 完备 度 
室 间 的 子 集 是 第 一 范畴 的 当 且 仅 当 它 包 含 于 一 个 F,， 其 补 集 是 稠密 的 . 

一 个 命题 的 有 用 之 处 在 于 ， 若 预先 知道 集合 EE 是 一 个 Gs， 则 要 证 明 互 是 剩余 的 仅 需 

证 明王 是 稠密 的 . 

31. 命题 令 { 玉 } 为 可 数 闭 集 徐 满 足 X= U 玉 ， 那 么 O 二 UF 是 一 个 剩余 开 集 . 车 X 是 
完备 度量 空间 ， 则 O 是 稠密 的 . 

证 明 集合 E,== 羽 ~ F", 无 处 稠密 ,那么 二 UE, 是 第 一 范畴 集 . 但 X 一 OCE， 因 此 O 
是 剩余 的 .而 第 二 个 陈述 可 直接 从 命题 30 得 到 . 国 

范畴 理论 在 分 析 中 的 一 些 应 用 好 得 几乎 令 人 难以 置信 .以 下 定理 就 是 一 个 非常 好 的 应 用 ， 
它 即 是 我 们 所 知道 的 一 致 有 界 性 原理 .在 10.4 节 与 习题 10. 44e 中 给 出 了 范畴 理论 的 其 他 
应 用 . 

32. 命题 令 F 为 完备 度量 空间 XX 上 的 实 值 连续 涵 数 族 ， 且 假定 对 于 每 个 EX 存在 一 个 
数 M, 使 得 对 于 所 有 fEF，| f(z) | 三 MM 成立， 那么 存在 一 个 非 空 开 集 OCX 和 常数 M 使 
得 对 于 所 有 E 于 和 所 有 zEO，| f(x) | 委 M 成 立 . 


证 明 对 于 每 个 整数 加 ， 令 Ej 一 {x | f(z) | 过 m)， 且 设 EE 一 [| Er， 由 于 每 个 / 


是 连续 的 ， 所 以 Ey 是 闭 的 ， 因 此 EE, 是 闭 的 .对 于 每 个 xzE X， 存 在 一 个 m 使 得 对 于 所 有 
fEF，| f(x) | 声 m; 即 存在 一 个 m 使 得 EE。， 因 此 


X= UP. 
由 于 X 是 完备 度量 空间 ， 存 在 一 一 个 不 是 无 处 稠密 的 集合 E、 而 这 个 已 .是 一 个 闭 集 ， 它 必 
须 包 含 某 个 球 0， 但 对 每 个 zxEO 有 | f(x) | <m 对 于 所 有 f EF 都 成 立 . 图 


习题 
31. a。 证 明 一 个 闭 集 玉 无 处 称 密 当 且 仅 当 它 不 包含 开 集 . 

b. 证 明 巨 无 处 稠密 当 且 仅 当 对 任意 非 空 开 集 O 存在 一 个 球 包含 于 O~E. 
32. a. 证 明 若 巨 是 第 一 范畴 且 ACEE， 则 A 也 是 第 一 范畴 . 

b. 证 明 若 (E,) 是 第 一 范畴 集 序列 ， 则 UE 也 是 第 一 范畴 
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37. 


38. 


39. 


40. 


. a. 在 [0，1 上 存在 一 个 无 处 稠密 的 闭 集 其 勒 贝 格 测度 为 1 一 1/n. 


b. 构造 [0，1] 上 的 一 个 第 一 范畴 集 ， 其 勒 贝 格 测度 为 1. 


. 证 明 命 题 29. 
. 证 明 命 题 30. 
. a. 度量 空间 的 点 zx 称 为 孤立 的 车 集合 {zx} 是 开 的 . 证 明 没 有 孤立 点 的 完备 度量 空间 具有 不 


可 数 个 点 . 
b. 证 明 [0，1] 不 可 数 . 将 该 证 明 与 系 3.4 的 证 明 相 比较 . 
令 五 是 完备 度量 空间 的 一 个 子 集 . 
a. 若 天 稠密 且 焉 是 包含 于 下 的 闭 集 ， 则 下 无 处 稠密 . 
b. 车 和 EE 都 是 稠密 的 ， 则 它们 中 至 多 有 一 个 是 F,. 
c. [0，1j 的 有 理 数 集 不 是 一 个 G, 集 . 
d. [0，1] 上 是 否 存 在 一 个 实 值 函 数 ， 其 在 有 理 点 连续 而 在 无 理 点 不 连续 ? 
令 C 为 [0，1] 上 的 连续 函数 空间 ， 设 互 三 {f; (3 xo) 满足 0 所 zxo 所 1 一 1/n， 且 对 于 所 有 满 
足 ms<z< 1 的 z，| f(z) 一 f(zo) | 委 2Cz 一 Zo)). 
a. 证 明 五 是 C 的 一 个 闲 子 集 . 
b. 证 明 丘 无 处 稠密 . [提示 ， 任何 gEC 可 被 折线 函数 p 在 误差 不 超过 e/2 的 范围 内 逼近 ， 
且 p 可 被 折线 函数 y 在 误差 不 超过 e/2 的 范围 内 逼近 ， 少 右 导数 的 绝对 值 处 处 大 于 
c. 证 明 至 少 在 [0，1] 的 一 点 上 有 有 限 右 导数 的 连续 函数 集 DD 是 C 的 第 一 范畴 集 . 
d. [0，1] 上 存在 无 处 可 微 的 连续 函数 . 
证 明 在 定理 32 的 假设 下 存在 一 个 稠密 开 集 OCX， 使 得 每 个 <EO 有 邻 域 U 致使 3 在 其 上 
一 致 有 界 . 
令 X 和 YY 为 度量 空间 ， 卡 拉 泰 奥 多 里 引 和 人 一 个 称 为 连续 收敛 的 概念 : 对 于 一 个 从 瑟 到 了 
的 序列 Cf》 和 一 个 从 六 到 Y 的 映射 /， 若 对 每 个 满足 + 一 lim zx, 的 序列 (zx,)， 有 f(z) 二 
limpCzrz.)， 那 么 说 (上 ) 在 工 连 续 收 敛 于/， 若 在 每 个 zxEX 连续 收 化 于 f， 则 称 连续 
收敛 于 . 
a. 证 明 ( 太 ) 在 工 连续 收 伍 于 / 当 且 仅 当 ， 给 定 e>0 存在 整数 N 和 xz 的 一 个 邻 域 U， 使 得 
对 于 所 有 n 宇 N 和 所 有 zz EU， olf.(x)，f(x))<e，[“ 当 ”部 分 是 直接 的 ;“ 仅 当 ” 部 分 
可 用 逆 否 方法 来 证 明 . ] 
, 令 Z={1/n} U{(o} 作 为 [0o，1] 的 子 空间 具有 承袭 自 [0，1] 的 度量 ， 定义 如 下 映射 g: 
XXZ>Y 为 


[en 


s(x: 广 )— f£.(z) 
g(xz,0)= fx). 
证 明 在 乘积 度量 下 g 在 点 《zo， 0 连续 当 且 仅 当 (天 在 zx。 连续 收敛 . 
. 令 (f) 在 xz 连续 收 化 于 ff， 那 么 了 在 zx 连续 . 
. 从 久 到 Y 了 的 连续 映射 序列 (所 ) 在 工 连 续 收 伍 于 了 当 且 仅 当 ， 给 定 e>0 存在 一 个 整数 N 
和 一 个 z 的 邻 域 U， 使 得 对 所 有 n 宇 N 和 所 有 x EU，, ol(f(x), f(x )) <e. 


[ee 


总 


161 
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41. 


[4 


Fr 


mm 


h. 
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. 从 X 到 YY 的 连续 映射 序列 (在 上 连续 收敛 于 了 当 且 仅 当 在 XX 的 每 一 个 紧 子 集 上 


〈 扩 ?一 致 收敛 于 人 


. 令 X 为 完备 度量 空间 且 ( 太 为 从 入 到 度量 空间 Y 的 连续 映射 序列 ， 使 得 对 每 个 zxE X， 


xz) 一 Lim f(x). 对 于 每 对 m，nEN 定义 


F,, = [> E Xo fz), f(x)) < 对 所 有 k,l 宇 n1. 


1 
那么 F。, 是 X 的 闭 子 集 ，X 一 FF,， 而且 ，0, 一 F*。, 是 X 的 稠密 开 子 集 


令 9 为 (万 中 定义 的 集合 ， 那 么 对 于 每 个 zEO.， 存 在 工 的 一 个 邻 域 U 和 一 个 x， 使 得 
对 于 所 有 &，;! 志 ?2 和 所 有 zx EU 


ol(filx’) , fiz’)) 过 
因此 对 于 所 有 k 宇 n 和 所 有 x EU 也 有 
oC f(r) f(x)) 去 二 


今 E= 门 0,， 那 么 玉 是 一 个 稠密 G;， 若 zxEE， 则 给 定 s>0 存在 z 的 一 个 邻 域 U 和 一 个 
n， 使 得 对 于 所 有 & 宇 n 和 所 有 x EU, oC(fi(zx), f(z))<e. 


1 
m 


i. 令 X 为 完备 度量 空间 且 ( 上 所) 为 从 X 到 度量 空间 Y 的 连续 映射 序列 ， 假 定 ( 所 ) 逐 点 地 收敛 


于 映射 f/”， 即 对 于 每 个 ZEX，f(z) 一 lim ACz)， 那 么 和 内 存在 一 个 稠密 的 Ge， 在 其 上 
《无 ) 连 续 地 收敛 于 了 . 


令 (X，o) 和 (Y，o) 为 完备 度量 空间 且 f: XXY>2Z 为 到 度量 空间 (Z，7) 的 连续 映射 ， 它 
分 别 在 每 个 变量 连续 ， 即 使 得 


CD) :一 


f(x, ):Y—>Z 


在 每 个 zxEY 连续 . 


a. 


国定 yo EY. 设 
F,, = (= E Xsr[f(z,y) ,f(x,y)] 过 二 对 所 有 满足 cCy,y6) 去 过 的 ?|. 
那么 每 个 下 ,是 财 的 ， 且 


xm 


n=1 


b. 令 O.= UP 那么 0. 是 X 的 稠密 子 集 ， 且 给 定 xEO。， 则 (zx，y。) 在 XXY 上 存在 


一 个 邻 域 U 使 得 
1 
m 


rtLf(p) ,f(x, Yo) 过 
对 于 所 有 pEU 成 立 . 
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oO 


. 令 G= 门 0,， 那 么 G 在 X 是 一 个 稠密 的 Cs， 且 对 于 每 个 zxEG，j 在 (z，y% > 连续， 
. 存在 一 个 集合 EEXXY 是 稠密 的 Gs， 它 使 得 f 在 每 个 p EE 连续 . 
e. 推广 到 有 限 个 空间 的 乘积 XX XX… XX,. 
42. a. 令 X 和 YY 为 完备 度量 空间 ， 且 令 GCX 与 日 CY 为 稠密 的 Gs， 那 么 GX 互 在 和 XXY 中 
是 稠密 的 Ge 
. 令 O 为 XXY 中 的 稠密 开 集 ， 那 么 存在 一 个 GCX 是 稠密 的 G, ， 使 得 对 于 每 个 zEC 
FE, = {y€EY.(r,y) € 0O} 


[= 本 


[= 


是 Y 的 稠密 开 子 集 . 
c. 令 下 为 入 XY 中 的 稠密 的 G,， 那 么 存在 一 个 GCX 是 稠密 的 G* ， 使 得 对 于 每 个 ZEC 
E, = 一 (tyEY:zy)E O} 
是 稠密 的 G。. 
d. 证 明 不 能 总 取 集 合 G 为 开 的 . 
43. 令 (X，p) 为 完备 度量 空间 且 f: X-~~R 为 上 半 连 续 函 数 ， 那么 使 得 广 在 其 上 连续 的 点 集 三 
是 X 中 稠密 的 Gs. 


“7.9 绝对 G; 
上 一 节 描 述 了 完备 度量 空间 Gs 集 的 重要 性 ， 其 中 很 容易 证 明 它 们 关于 自身 处 处 是 第 二 范 


畴 的 (或 关于 它们 的 闭 包 )， 本 节 的 目的 是 给 出 有 关 同 且 于 完备 度量 空间 G 的 那些 空间 的 刻画 ;， 


存在 一 个 给 出 该 空间 拓扑 的 度量 ， 对 于 该 度量 空间 是 完备 的 ， 它们 具有 在 任何 度量 空间 的 同 胚 
像 是 Gy 的 性 质 ， 为 以 后 使 用 方便 ， 下 面 就 用 拓扑 空间 的 语言 给 出 这 些 命题 的 结论 ， 此 处 对 于 
度量 空间 所 给 出 的 证 明 可 直接 推广 到 更 一 般 的 情形 (参见 习题 8. 31)， 

我 们 从 关于 完备 度量 空间 Gs 的 命题 开始 . 

33. 命题 令 (X，p) 为 完备 度量 空间 且 ECX 是 一 个 Gs， 那 么 存在 一 个 上 的 度量 s， 它 等 
价 于 下 上 的 度量 o， 且 使 得 ( 忆 ，o) 是 完备 度量 空间 . 


证 明 令 E= 门 0,， 其 中 O, 为 开 ， 令 wm 为 0。 的 度量 其 界 为 1， 并 在 0. 上 等 价 于 p， 使 得 

(D,，m) 是 完备 的 (参见 习题 26)， 设 
06= 22 "og,. 

那么 "是 已 上 等 价 于 p 的 度量 . 

邻 (z) 为 5 的 柯 西 序列 ， 那么 由 于 29 之 os， 对 于 mw，( 刀 ?必须 为 柯 西 序列 ， 因 此 在 
CO,，w ) 肉 ( 必 ? 收 伍 于 点 内 EO,， 由 于 m 和 在 O, 上 等 价 ， 在 (X，P) 内 二。 因为 在 度量 
空间 内 序列 的 极限 惟一 ， 所 以 对 于 所 有 的 ww，n， 有 办 一 ‰， 并 称 这 个 共同 值 为 >， 那么 在 X 
内 ，xs>y， 由 于 yy €E0,,， EE= 门 0,. 2 和 = 的 等 价 性 表明 (xi) 在 (EE，o) 内 收 伍 于 y， 因 
而 (E， 中) 是 完备 的 。 加 

34. 命题 令 巨 为 拓扑 空间 六 的 子 集 ， 且 了 : E>Y 是 一 个 到 完备 度量 空间 (Y，0o) 的 连续 
映射 ， 那 么 了 可 以 延 拓 成 一 个 定义 在 包含 下 的 Gs 集合 EF' 上 的 连续 函数 f" : FE“ 一 Y. 
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证 明 令 O, 二 {XEX: 3 一 个 z 的 邻 域 U 使 得 Un 开关 好 且 fLUNE] 的 直径 小 于 1/n}， 
那么 O, 是 开 的 且 ECO,. 令 瑟 = 站 OO 那么 E* 是 一 个 G 且 ECE*. 

邻 x€EE* ， 那 么 对 于 每 个 n 存在 x 的 邻 域 U， 满足 UME 有 diam fLENMU]J 小 于 1/n. 
选取 zx, EU， 那 么 序列 (zx) 具有 对 于 上 ，1 之 n 有 oao《fCzi)，f(z1)) 记 1/n 这 一 性 质 ， 因 此 
《f(zi)) 是 柯 西 序列 因而 收 伍 到 点 yEY， 定 义 f" (xz) 为 y， 易 见 f* (xz) 的 值 与 序列 (zx) 的 选取 
无 关 ， 因 此 对 xEE，f* (xz) 二 f(x),， 且 f'* 是 连续 的 . [|] 

35. 命题 令 互 为 豪 斯 多 夫 拓 扑 空间 的 稠密 子 集 ， 且 假定 正 同 肛 于 完备 度量 空间 (了 Y，c). 
那么 巨 是 一 个 Ge， 

证 明 令 f; E->Y 为 同 胚 映 射 且 令 gg 一 大 ， 令 广 为 命 题 34 所 给 出 的 了 到 EE' 的 延 拓 . 

那么 g。f: E>X 是 一 个 玉 上 的 恒 同 映射 和 ide， 由 于 在 XX 稠密 ，E* CE， 因 而 g。/* 和 
ide* 为 从 E' 到 X 的 连续 映射 ， 且 在 E* 的 稠密 子 集 已 上 一 致 . 因此 g。f* 一 ide* (对 于 X 为 度量 
空间 参见 习题 44， 而 X 为 豪 斯 多 夫 空间 参见 习题 8. 30). 


因此 
felde)= fo (go 广 ) 二 CS)。 广 
= idy。 广 一 广 ， 
所 以 E* ==f* 的 值 域 Cf 的 值 域 =E， 因 而 E* 二. 是 
以 下 的 系 是 命题 33 的 遂 命 题 . 


36. 系 令 已 为 度量 空间 X 的 子 集 ， 且 假定 巨 同 胚 于 完备 度量 空间 YY， 那 么 下 是 一 个 Ci， 
证 明 ”根据 命题 35， 集 合 EE 是 一 个 相对 于 度量 空间 EE 的 G,,. 但 E 是 度量 空间 的 闭 子 集 ， 
因此 它 在 X 内 是 一 个 G;. 令 E= 八 U, 为 X 内 开 集 ， 且 E= 门 (O, 败 E) 满 足 0 门下 在 正 内 为 开 
集 ， 那 么 E= 门 (O, 站 U,)， 因 而 EE 是 一 个 G，. 
习题 
44. 证 明 在 命题 33 的 证 明 中 所 给 出 定义 的 函数 e 是 一 个 度量 且 等 价 于 p， 这 个 等 价 是 一 致 等 价 
的 吗 ? 
45. 令 ACBC 为 度量 空间 的 子 集 ， 且 令 g 和 hh 为 B 到 度量 空间 X 的 连续 映射 ， 若 对 于 所 有 
uE A,g(u)=h(u), 则 g 二 h. 
46. 本 题 的 目的 是 ， 证 明 每 个 子 集 EC(0，1) 若 它 是 一 个 稠密 的 Gs ， 且 它 的 补 集 也 在 [0，1] 笛 
密 ， 则 它 同 胚 于 [0，1j 的 无 理 数 集 ， 且 同 胚 于 可 数 个 自然 数 集 的 乘积 空间 N*. 
a. 令 了 为 开 区 间 ，E; 是 一 个 G, 稠密 于 T， 其 补 集 也 稠密 于 I 令 o 为 定义 在 Ei: 且 使 得 Ei 
完备 的 等 价 度量 ， 那 么 给 定 e>0 存在 可 数 无 限 个 I 的 两 两 不 交 的 子 区 间 降 ，…，…， 
其 并 集 包含 E:， 使 得 Ei 门 蔗 在 度量 o 下 的 直径 小 于 。. 


. 从 已 开始 ， 找 出 se 一 立时 满足 Ca) 条 件 的 不 相交 的 开 区 间 五 ，… 厂 ，…， 对 于 本 一 E 站 7 


oT 


和 <。 一 圭 重 复 这 个 过 程 ， 得 到 区 间 1 ，…，J.，…， 继 续 下 去 ， 在 第 步 ,。 一 2“ 时 
得 到 区 间 Ti 证 明 对 于 每 个 zxEE 存在 惟一 的 整数 序列 上 ，…k;，… 使 得 对 于 每 个 
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n 有 
I E€ Te 
Cc. 证 明 对 于 每 个 整数 序列 ki 9 kz 9 k; » … 存 在 惟一 的 rzEE, 使 得 对 任何 n 有 
Tr € Ti 


d. 令 NN 为 整数 的 无 限 序列 空间 ， 且 令 N 为 具有 度量 p(i, 由 二 65 的 空间 ， 令 zt 为 N* 的 乘 
积 度量 (习题 24)， 那 么 N* 与 五 之 间 的 由 (b) 和 (c) 所 给 出 的 对 应 hh 是 (N*, 与 (E，o) 
间 的 一 致 同 胚 映射 . 

e. 证 明 (0，1) 的 任何 稠密 G; (其 补 集 也 稠密 ) 同 胚 于 (0，1) 的 无 理 数 集 . 


7.10 ” 阿 斯 科 利 -阿尔 泽 拉 定理 


在 分 析 中 通常 知道 在 何 种 条 件 下 一 个 函数 列 有 在 某 种 意义 下 收敛 的 子 序 列 是 有 用 的 以 下 
概念 在 这 个 问题 上 起 着 中 心 作 用 : 从 度量 空间 X 到 度量 空间 (了 Y，c? 的 函数 族 了 称 为 在 点 zEX 
等 度 连续 的 ， 若 给 定 >>0 存在 一 个 包含 x 的 开 集 O 〇 ,使 得 of f(x)，f(y)j<e 对 于 所 有 属于 O 
的 y 和 所 有 fEF 成 立 ， 若 集 族 在 X 的 每 一 点 x 等 度 连 续 则 说 它 在 X 上 等 度 连续 .我 们 将 证 
明 若 (上 大) 是 一 个 取 自 等 度 连续 函数 族 于 的 序列 ， 且 若 在 X 的 每 一 点 zx，《f(z)) 存 在 一 个 收敛 的 
子 序列 ， 则 ( 广 ) 有 一 个 在 和 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 收敛 的 子 序 列 ， 下 面 从 几 个 引 理 开始 . 

37. 引 理 ” 令 ( 大 ) 为 可 数 集 品 到 度量 空间 Y 的 映射 序列 ， 使 得 对 于 每 个 TED 集合 {f(T): 
0 过 n 过 00} 的 闭 包 是 紧 的 ， 那 么 存在 一 个 子 序 列 ( f%) 在 DD 中 的 每 个 收 伊 ， 

证 明 令 D={zx}. 根据 {f(z1): 0 过 4 过 oo0} 的 闭 包 的 序列 紧 性 ， 可 以 选取 4 有 ) 的 子 序列 
(万 ,) 使 得 (万 (Cz)) 收 伍 ， 再 选 出 ( 户 ,) 的 子 序列 人 户 。) 使 得 ( 户 , (zz)) 收 伍 ， 依 此 继续 下 去 ， 就 
得 到 一 个 在 z 收 敏 的 子 序 列 ( 户 .)， 考 虑 “对 角 ” 序 列 ( 廊 ,)， 则 有 户 ,) 守 是 ( 方 。) 的 一 个 子 序 
列 . 因 而 (fs (zj)) 收 化. 加 

38. 引 理 ” 令 ( 太 ) 为 从 度量 空间 六 到 完备 度量 空间 Y 的 等 度 连续 映射 序列 ， 若 序列 (所 (KX)》 
在 久 的 稠密 子 集中 的 每 一 点 工 收 化 ， 那 么 (所 ) 在 站 的 每 一 点 收 伊 ， 且 其 极限 函数 是 连续 的 

证 明 给 定 z 属 于 X 和 se 之 0， 可 找到 一 个 包含 xz 的 开 集 O, 使 得 of 大 (z)， 上 万 (y)]<<s/3 
对 于 所 有 y 属于 O 成立， 由 于 了 是 稠密 的 ， 必 有 一 点 yE DNO， 且 由 于 《 Cy)) 收 合 ， 它 必 
须 是 一 个 柯 西 序列 ， 因 此 选取 足够 大 的 NN 使 得 

of fCy), fay) < e/3 
对 于 所 有 m，n 宇 N 成 立 ， 那 么 
EAA NACA CI 
<<e 
对 于 所 有 m，n 之 N 成 立 ， 因 此 《 f(x)) 是 一 个 柯 西 序列 ， 且 根据 Y 的 完备 性 它 还 收敛 . 

令 f(x) 二 lim 大 (z)。 为 证 明了 在 zx 连续 ， 给 定 e 之 0. 根据 等 度 连续 性 ， 存 在 一 个 包含 z 

的 开 集 O 使 得 o[A(z)，f(y)]<<e 对 于 所 有 n 和 >y 属于 O 成 立 ， 因 此 对 于 所 有 属于 O 的 > 有 
of fx) ,fy 1 = limolf (7x), f(y Re, 
所 以 f 在 zx 连续 . | 
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39. 引 理 令 天 为 紧 度 量 空间 ， 且 令 ( 睛 ) 为 到 度量 空间 Y 的 等 度 连续 函数 序列 ,其 在 
的 每 一 点 都 收 化 于 测 数 /， 那 么 在 KK 上 (所 ) 一 致 收 人 证 于 了 . 

证 明 选取 s>0. 根据 等 度 连续 性 ，K 中 的 每 个 z 都 包含 于 开 集 O.， 使 得 对 于 所 有 属于 
O,. 的 > 与 所 有 mn，c [f(z)，f(y)] 达 e/3， 因 此 可 知 对 所 有 y 属于 Os 也 有 o[Lf(z)，f(y)j] 志 
e/3. 

根据 K 的 紧 性 ， 这 些 集合 中 存在 一 个 有 限 簇 1O. ，…，O,, } 履 盖 K. 选取 足够 大 的 N 使 
得 对 于 所 有 n 宇 N， 有 of[f(zxi)，f(《zi)j]<< e/3 对 每 个 对 应 于 这 个 有 限 簇 的 x; 成 立 ， 因 此 ， 对 
任何 属于 的 y 存在 一 个 i<k 使 得 y€EO, ， 那 么 对 于 ”之 N 有 

aLACy) Fo)] 委 cc[LACO) ,大 zi 十 cLAGCzD CrD)] 十 coLFCD) zi 
<<e 
所 以 (万 ) 在 色 上 一 致 收 伍 于 . 国 

这 三 个 引 理 加 上 度量 空间 的 紧 子 集 是 完备 的 这 一 事实 ， 蕴 涵 以 下 定理 ， 该 定理 主要 归功 于 
阿 斯 科 利 或 阿尔 泽 拉 . 

40. 定理 ( 阿 斯 科 利 -阿尔 泽 拉 〉 令 于 为 从 可 分 空间 和 到 度量 空间 了 的 等 度 连续 函数 族 ， 
令 ( 下 ) 为 了 中 的 序列 使 得 对 于 每 个 属于 其 的 ， 集 合 { 太 (T): 0 全 nc0} 的 闭 包 是 紧 的 ， 那 么 
在 在 一 个 子 序列 (f,)， 其 点 态 收 化 于 连续 函数 上 ， 该 收 化 在 和 的 每 个 紧 集 上 是 一 致 的 ， 

41. 系 令 于 为 可 分 空间 XX 上 的 实 值 等 度 连 续 函 数 族 ， 那 么 于 中 在 (稠密 子 集 的 ) 每 一 点 都 
有 界 的 序列 ( 斥 ) 有 一 个 子 序列 ( 户 )， 其 逐 点 收效 于 连续 函数 ， 该 收 化 在 又 的 每 个 紧 子 集 上 是 
一 致 的 . 
习题 
47. 令 X 为 度量 空间 ， 令 ( 太 ) 为 从 X 到 度量 空间 Y 的 连续 函数 序列 ， 且 在 X 的 每 个 紧 集 K 上 

一 致 收敛 于 函数 上， 那么 了 是 连续 的 . 

48. 令 X 为 可 分 局 部 紧 的 度量 空间 ， 且 (Y，c)? 是 任意 度量 空间 证明， 

a. 存在 X 的 可 数 开 子 集 簇 {0,) 使 得 0; 紧 且 X= UO;. 

b. 对 于 从 X 到 Y 的 函数 集合 ， 若 定义 

o (fg) = 220: (CFg)， 


其 中 


of[ f(x) ,g(x)] 
1 十 cL Foz) ,gx)] 


On (Cf,g) 一 


则 它 成 为 一 个 度量 空间 . 

49. 令 F 为 从 久 到 YY 的 等 度 连续 函数 族 ， 且 令 F+ 为 7 中 函数 的 逐 点 极限 所 组 成 的 族 ， 即 对 于 了 
存在 于 中 的 序列 (f,) 使 得 对 于 每 个 z€E XX，f(z) 二 lim f(x)， 证 明了 + 也 是 等 度 连续 的 函 
数 族 . 

50. 对 于 F0，1] 上 的 实 值 函 数 A， 若 存在 一 个 常数 C 使 得 | f(z) 一 fy) | 三 C | zx 一 y | ， 则 
称 它 为 a 阶 赫 尔 德 连续 .定义 

| Fl = max| fr) I+sup | oz 一 AD TAOEz 一 > 
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证 明 对 于 0 过 a 二 1， 满 足 上 了 .二 1 的 函数 集 是 CLO0，1] 上 的 一 个 紧 子 集 ， 
51. 令 F 为 在 单位 圆 盘 A 二 {z: | z | 过 1} 全 纯 旧 满足 | f(x) | 委 1 的 函数 族 . 
a. 证 明了 等 度 连续 . [用 柯 西 公式 估计 | f(z) 一 f(z’) |.] 
b. 证 明了 于 中 的 任何 序列 (上 有 一 个 在 A 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 A 上 全 纯 函 数 f 的 于 序 
列 ( 户 )， 
c. 证 明 奥 斯 古 德 定理 ; 令 为 A 上 的 全 纯 函 数 序列 ， 使 得 对 于 每 个 zE A，f(z) 一 f(z). 
那么 存在 一 个 稠密 开 集 OCA， 使 得 f 在 其 上 是 全 纯 的 . [运用 一 致 有 界 原理 . ] 


第 8 章 拓扑 空间 


8.1 基本 概念 


在 第 7 章 中 我 们 讨论 了 度量 空间 的 性 质 且 发 现 一 些 定理 仅 依赖 于 开 集 与 闭 集 的 性 质 ， 本 章 
要 研究 这 么 一 种 空间 ， 在 其 上 开 集 的 概念 是 最 基本 的 而 其 余 概 念 则 由 它 来 定义 ， 这样 的 空间 比 
度量 空间 更 为 一 般 ， 我 们 称 它 为 拓扑 空间 .也 许 有 人 会 问 ， 为 什么 不 集中 在 度量 空间 呢 ? 固然 
度量 空间 比较 简单 ， 但 有 许多 函数 空间 的 例子 ， 它 们 的 拓扑 与 由 放 人 该 空间 的 任何 度量 所 导出 
的 拓扑 不 一 致 、 重 要 的 例子 包括 巴 拿 赫 空间 的 弱 拓 扑 、 下面 我 们 给 出 正式 定 文 . 

定义 ”一 个 拓扑 空间 (X，g) 是 一 个 非 空 点 集 与 一 个 子 集 族 4( 称 它 为 开 集 )， 它 满足 以 
下 性 质 : 

i. XEI, YEG. 

ii. OE€ 4 和 O;€ 9 冀 涵 Oi [Os;€4. 


i 0.€ 4 蕴涵 叫 O0,€j. 


族 IJ 称 为 集合 义 的 一 个 拓扑. 

度量 空间 (X，p) 的 开 集 满足 该 定义 要 求 的 所 有 性 质 ， 因 此 对 于 每 个 度量 空间 iX，p》， 可 
以 找到 一 个 拓扑 空间 (X，3 与 之 相对 应 ， 这 里 3 是 (X，po? 的 开 集 族 . 用 这 种 方式 与 某 个 度量 
空间 相伴 随 的 拓扑 空间 称 为 可 度量 化 的 ， 且 度量 o 称 为 该 拓扑 空间 的 度量 ， 从 逻辑 的 观点 来 
看 ， 由 于 不 同 的 度量 空间 可 能 得 到 相同 的 拓扑 空间 ， 因 此 将 度量 空间 与 它 相 伴随 的 拓扑 空间 加 
以 区 别 是 必要 的 .但 这 样 的 两 个 空间 自然 是 等 价 的 ， 在 不 造成 误解 的 情况 下 ， 通 常 不 考虑 度量 
空间 与 它 相伴 随 的 拓扑 空间 之 间 的 区 别 ， 有 时 ， 甚 至 不 区 别 拓 扑 空间 (XX，4) 与 它 的 点 集 X， 
都 用 X 来 表示 它们 . 然而， 必须 牢记 度量 空间 和 拓扑 空间 总 是 相伴 随 的 ， 在 许多 情形 下 还 必 
须 明 确 表 达 这 个 事实 . 

给 定 任意 点 集 X， 总 可 以 在 X 上 定义 两 个 拓扑 .一 个 是 平凡 拓扑 ， 它 仅 有 的 两 个 开 集 是 
好 和 X.， 第 二 个 可 能 的 拓扑 是 离散 拓扑 : X 的 每 个 子 集 是 开 集 . 

根据 开 集 的 概念 我 们 可 以 定义 其 他 的 拓扑 性 质 ， 例 如 ， 对 于 X 的 子 集 下 ,车 是 开 的 ， 
则 称 下 为 闭 的 . 

1. 命题 “集合 人 与 是 闭 的 .任何 两 个 闭 集 的 并 是 闭 的 . 任意 闭 集 著 的 交 是 闭 的 . 

对 任意 一 个 集合 瑟 ， 包 含 巨 的 所 有 闭 集 的 交 仍 然 是 闭 集 . 我 们 称 它 为 瑟 的 闲 包 ， 且 将 它 
记 为 下 ， 它 是 包含 巨 的 最 小 闭 集 ， 点 zEX 称 为 E 的 闭 包 点 ， 若 每 个 包含 x 的 开 集 O 与 互相 
交 ， 即 与 天 有 非 空 交集 . 

所 有 包含 于 下 的 开 集 的 并 仍然 是 开 集 .我们 称 它 为 已 的 内 部 ， 且 把 它 记 为 下 .点 工 称 为 
下 的 内 点 ， 若 存在 一 个 开 集 满足 zxE O CE， 以 下 命题 列 出 了 闭 包 与 内 部 的 一 些 性 质 ， 其 证 明 
留 给 读者 . 

2. 命题 ECE, EE, AUB=AUB,， 一 个 集合 下 是 闭 的 当 且 仅 当 下 一 F. 巨 是 下 的 闭 
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包 的 点 组 成 的 集合 ,FCCE, FE" 一 E*, (A 门 B)* 一 A° 门 B*" 和 是 下 的 内 点 组 成 的 集合 ， 最 
后 ，( 疡 )* 一 一 (五 ). 

若 A 是 拓扑 空间 (和 X，g 的 一 个 子 集 ， 可 定义 关于 A 的 拓扑 8 如 下 ， 取 A 的 那些 具有 如 下 
表示 的 子 集 B: 存在 一 个 集合 OE I 使 得 B= 二 ANMmO， 那 么 称 8 为 承袭 自 8 的 拓扑 且 称 拓扑 空间 
《A，8) 为 (X，J) 的 一 个 子 空间 ， 这 与 我 们 关于 度量 空间 的 用 法 是 一 致 的 . 

拓扑 空间 的 序列 (zx,) 称 为 收 全 到 点 xz， 或 有 极限 z， 若 给 定 任 何 包含 x 的 开 集 O， 存 在 一 
个 整数 N 使 得 对 所 有 nn 宇 N， 有 zx, EO， 类 似 地 ， 一 个 序列 (zx,) 称 为 有 聚 点 xz， 如 果 给 定 包含 
z 的 任何 开 集 O 和 任何 整数 N ， 存 在 整数 n 宇 N 使 得 z,E O， 因 此 若 (x,) 有 一 个 于 序列 收敛 到 
zx， 那 么 xz 就 是 (x, 的 一 个 聚 点 .而 反 命 题 对 任意 拓扑 空间 并 不 总 成 立 . 

按 命题 7.7 的 观点 ， 我 们 可 以 定义 拓扑 空间 上 的 连续 函数 ， 当 此 拓扑 空间 也 为 度量 空间 
时 ， 该 定义 与 通常 的 连续 函数 的 定义 是 一 致 的 . 

定义 ”对 于 从 拓扑 空间 (X，3) 到 拓扑 空间 (了 Y，8) 的 映射 J/， 若 每 个 开 集 的 逆 像 是 开 的 ， 
即 若 OE8， 则 f-1[OJEI3， 则 称 它 为 (连续 的 ). 

应 当 注 意 到 ， 若 f 是 空间 义 上 的 连续 函数 ， 那 么 将 了 限制 在 X 的 子 空间 A 所 得 到 的 函数 
是 A 上 的 连续 函数 ， 这 是 因为 根据 f 的 连续 性 和 A 中 开 集 的 定义 ， 对 开 集 O 有 f1“' [LOj= 
AN/f™!LO]. 

对 于 一 个 从 到 了 的 映射 /， 若 给 定 Y 中 任意 包含 了 (zo) 的 开 集 0， 存 在 X 中 一 个 包含 
zo 的 开 集 UU， 使 得 FLU] CO， 则 说 它 在 点 zo。 EX 连续， 从 X 到 Y 的 映射 是 连续 的 当 且 仅 当 它 
在 X 的 每 一 点 连续 . 

有 时 用 将 两 个 连续 函数 拼接 的 方法 来 构造 连续 函数 .以 下 命题 给 出 了 如 此 做 的 条 件 . 

3, 命题 令 信 为 拓扑 空间 X 的 子 集 ， 它 是 两 个 闭 集 ( 或 两 个 开 集 )Ai 与 As 的 并 ， 若是 
一 个 从 A 到 拓扑 空间 立 的 映射 ， 限 制 | Ai: 与 f | A: 都 是 连续 的 ， 那 么 有 也 是 连续 的 . 

定义 ”两 个 拓扑 空间 之 间 的 同 用 是 外 映 上 YY 的 一 个 一 一 对 应 的 连续 映射 且 了 ' 是 连 
续 的 ， 对 于 空间 了 和 Y， 若 它们 之 间 存 在 一 个 同 肘 ， 那 么 称 它们 为 同 胚 的 . 

从 抽象 的 观点 来 看 ， 两 个 同 胚 的 拓扑 空间 是 无 法 区 分 的 ， 一 个 同 胚 只 不 过 就 是 用 一 个 集合 
中 的 点 来 重新 标记 另 一 个 集合 中 的 点 ， 拓 扑 空 间 的 同 胚 与 度量 空间 的 等 距 同 构 ， 以 及 代数 系统 
的 同 构 起 着 相同 的 作用 . 

假定 4 和 8 是 同一 集合 X 的 两 个 拓扑 、 车 8 忆 3， 那么 说 8 比 4 强 .在 这 种 情形 下 ， 也 说 4 比 
s 弱 ， 因 此 8 比 4 强 当 且 仅 当 (X，8) 到 (X，3) 的 恒 同 映射 是 连续 的 .集合 X 的 平凡 拓扑 是 XX 
上 的 可 能 的 最 弱 的 拓扑 ， 而 离散 拓扑 是 可 能 的 最 强 的 拓扑 ， 有 时 术语 较 细 和 较 粗 分 别 被 用 以 表 
示 较 强 和 较 弱 . 

若 8 和 是 同一 集合 X 的 两 个 拓扑 ， 那 么 5 站 3 也 是 拓扑 ， 事 实 上 ， 若 {3.} 是 任意 拓扑 能 ， 


那么 门 5 是 一 个 拓扑 、 因 此 若 e 是 X 的 任意 子 集 徐 ， 则 所 有 包含 e 的 拓扑 的 交 是 一 个 包含 e 的 


拓扑 ， 这 个 拓扑 是 使 得 e 的 所 有 集合 是 开 集 的 最 弱 的 拓扑 . 
4. 命题 令 义 为 非 空 点 集 且 C 是 久 的 任意 子 集 艇 ,那么 存在 一 个 包含 e 的 最 弱 括 扑 4. 


112 第 二 部 分 抽象 空间 


1. a. 给 定 集合 X， 你 能 定义 X 上 的 一 个 度量 使 得 与 之 相伴 随 的 拓扑 空间 是 离散 的 吗 ? 或 是 平 
凡 的 ? 


b. 令 XX 是 具有 平凡 拓扑 的 空间 ， 找 出 所 有 XX 到 R 的 连续 映射 . 
c. 令 X 为 具有 离散 拓扑 的 空间 ， 找 出 所 有 X 到 R 的 连续 映射 ， 
. 证 明 命题 2. 
. 证 明 一 个 集合 ACX 是 开 的 ， 当 且 仅 当 给 定 zxEA， 存 在 一 个 开 集 O 使 得 zEOCA. 
. 一 个 从 和 到 Y 映射 是 连续 的 当 且 仅 当 每 个 闭 集 的 道 像 是 闭 的 . 
. 证 明 若 f 是 从 X 到 了 的 连续 映射 ，g 是 从 了 到 2 的 连续 映射 那么 g。f 是 从 X 到 Z 的 连 
续 映 射 . 
6. 证 明 两 个 实 值 连续 函数 的 和 与 积 是 连续 函数 . 
7. a. 令 下 为 拓扑 空间 的 闭 子 集 ， 且 (z,) 是 下 的 一 个 点 列 . 证 明 ， 车 xz 是 (x,) 的 聚 点 ， 则 
XEF. 
b. 证 明 若 f 连续 且 zx 二 lim x;， 则 (f(z,)) 有 极限 f(x). 
c. 证 明 若 f 连续 且 之 是 (z,) 的 聚 点 ， 则 f(z) 是 (f(x,)) 的 聚 点 . 
8. 库 拉 托 夫 斯 基 14 子 集 问题 : | 
a, 令 瑟 为 拓扑 空间 X 的 任意 集 ， 证 明 对 已 反复 进行 取 补 和 闭 包 运 算 至 多 可 得 到 14 个 不 同 
的 子 集 . 〈 这 包括 E==~~(~~E).) 
b. 在 Rz 中 给 出 一 个 由 适当 的 巨 得 到 14 个 不 同 子 集 的 例子 ，( 在 R 内 可 以 给 出 一 个 例子 ， 
但 在 R* 中 却 较 容易 画 出 来 . ) 
9. 证 明 从 拓扑 空间 和 到 拓扑 空间 Y 的 函数 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 它 在 X 的 每 一 点 连续 . 
10. a. 证 明 命 题 3. 
b. 证 明 若 不 要 求 A 和 A; 同 时 是 开 或 同时 是 闭 的 ， 则 该 命题 不 成 立 . 
c. 但 是 证 明 , 车 ( 丽 二 1) mn CA 一 AD 一 节 和 (4 一 Am 4 一 A) 一 局， 则 命题 仍然 
成 立 . 


8. 2” 基 与 可 数 性 


对 于 拓扑 空间 X 的 开 子 集 簇 B， 若 对 于 每 个 属于 X 的 开 集 O 和 每 个 zEO， 存 在 一 个 集合 
BE 8B 使 得 xE€ BCO， 我 们 称 3 为 X 的 拓扑 4 的 一 个 基 ， 对 于 一 个 包含 点 zx 的 开 集 笠 3 ， 阁 对 
于 每 个 包 售 x 的 开 集 O， 存 在 一 个 BE 也 使 得 zEBCO， 则 称 它 为 在 z 的 基 ， 因 此 一 个 开 集 
簇 B8 是 一 个 基 ， 当 且 仅 当 它 包含 在 每 个 点 x€E X 的 基 . 若 X 是 一 个 度量 空间 ， 则 球 构成 一 个 
基 ， 且 中 心 在 z 的 球 构成 一 个 在 z 的 基 . 

若 3 是 拓扑 g 的 基 ， 那么 De 4 当 且 仅 当 对 每 个 xEO 存在 一 个 BEB 满 足 z€ BCO.“ 仅 
当 ” 部 分 可 由 基 的 定义 得 出 ， 而 对 于 每 个 属于 O 的 zx 有 zEBCO， 那么 O 必须 为 3 内 那些 满足 
BCO 的 B 的 并 ， 且 OO 是 开 的 ， 这 是 因为 它 是 开 集 的 并 . 

我 们 常常 发 现 ， 通 过 指定 开 集 的 一 个 基 ， 再 用 前 面 定义 开 集 的 准则 来 说 明 集 合 X 的 拓扑 


[> 心 c 属 
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是 很 方便 的 .以 下 命题 给 出 集 簇 3 为 某 个 拓扑 基 的 条 件 : 

5. 命题 X 的 子 集 徐 3 为 X 上 的 某 个 拓扑 的 基 ， 当 且 仅 当 X 内 的 每 个 x 包含 于 某 个 B， 
且 若 zEB 站 B:， 那 么 存在 一 个 B:E3， 使 得 zEB:CB 站 B:. 

证 明 这 些 条 件 的 必要 性 可 由 基 的 定义 和 事实 上 X 和 Bl 人 NB; 必 须 为 开 集 得 到 ， 现 在 假定 
3 满足 这 些 条 件 ， 若 设 3= (0: (zxE0)(9BEB)(zxE BCO))}， 那么 儿 E4， 且 4 中 集合 之 并 仍 
然 在 4 中 ，B 上 的 第 一 个 条 件 蕴 涵 着 XE 4， 为 证 明 3 内 两 个 集合 DO 和 O; 的 交 仍 然 在 4 内 ， 令 
zxE0O 门 0;:，。 那么 存在 3 内 的 集合 Bi 和 B: ， 使 得 zEBCO 且 zEB:CO. 令 B; 为 B 的 集合 ， 
满足 zEB,CB,mB:， 那么 xE€ B,CO 门 0;， 这 就 得 到 了 oO: 是 开 的 ， 国 

zx 的 邻 域 常常 指 的 就 是 基 B: 在 z 的 元 素 ， 若 无 给 定 基 ， 直 接 或 间接 地 谈 到 在 x 的 邻 域 ， 就 
意味 着 包含 x 的 开 集 ， 使 用 基 的 优点 在 于 ,许多 拓扑 性 质 能 够 仅 由 基 的 元 素 而 非 所 有 开 集 来 确 
定 ， 习题 11 和 12 给 出 了 这 样 的 例子 . 

我 们 取 基 的 元 素 为 开 集 ， 而 一 些 作 者 ， 包 括 布尔 巴 基 和 凯利 ， 仅 要 求 x 的 邻 域 为 使 得 x 为 
其 内 点 的 集合 N， 而 在 z 的 基 B. 为 在 x 的 邻 域 艇 ,使 得 给 定 任何 包含 x 的 开 集 O， 存 在 一 
NEB; 满足 zENCO. 

有 时 候 使 用 子 基 来 定义 拓扑 更 为 方便 .一 个 开 集 簇 e@ 称 为 一 个 拓扑 3 的 子 基 ， 若 给 定 zE X 
和 Oecj， 存 在 集合 C1 ，…，C,€ e， 使 得 zE Ci 站 …ncCO. 车 e 是 4 的 子 基 ， 那么 Ce 内 和 集 
合 的 有 限 交 组 成 的 簇 是 4 的 基 ， 若 e 是 X 的 任意 子 集 焦 ， 那 么 e 就 是 使 得 e 的 每 个 集合 都 是 开 的 
X 上 的 最 弱 拓 扑 的 子 基 . 

若 拓扑 空间 在 每 点 都 存在 一 个 可 数 基 ， 则 称 它 为 满足 第 一 可 数 性 公理 .每 个 度量 空间 都 满 
足 第 一 可 数 性 公理 ， 这 是 由 于 中 心 在 zx、 半径 为 有 理 数 的 球 的 个 数 是 可 数 的 ， 时 
的 基 ， 一 个 空间 称 为 满足 第 二 可 数 性 公理 ， 若 存在 该 拓扑 的 可 数 基 ， 因 此 命题 7. 6 说明， 一 
人 可 数 性 公理 当 且 仅 当 它 是 可 分 的 . 


11, a. 令 3 为 拓扑 空间 (X，g 的 基 ， 那 么 zE 瓦 ， 当 且 仅 当 对 每 个 满足 zxE 如 的 BE3Z3， 存 在 一 
个 y€EBNE. 
, 令 和 满足 第 一 可 数 性 公理 ， 那 么 zEE， 当 且 仅 当 记 中 存在 一 个 收敛 到 xz 的 序列 . 
ce. 令 和 满足 第 一 可 数 性 公理 ,那么 zx 是 X 中 序列 (zs 的 聚 点 ， 当 且 仅 当 (zs> 有 一 个 收敛 
到 xz 的 子 序 列 . 
12. a. 证 明 ，f 连续 当 生 仅 当 它 在 X 的 每 一 点 连续 . 
b. 令 B. 为 在 z 的 基 ，e, 为 在 y 一 f(z) 的 基 ， 那 么 [在 z 连续 ， 当 上 且 仅 当 对 每 个 CE e, 存 在 
BE B, 使 得 BCf [LC]. 
13. 令 e 为 X 的 任意 子 集 徐 , 令 B8 为 由 X 和 e 内 集合 的 所 有 有 限 交 组 成 的 秘 . 证 明 B 是 包含 e 的 
最 弱 拓 扑 的 基 . 
14. 令 和 为 不 可 数 点 集 ，g 是 由 空 集 和 X 的 那些 补 为 有 限 的 子 集 所 组 成 的 集 灸 . 证 明 4 是 X 的 
一 个 拓扑 ， 且 空间 (X，g ) 不 满足 第 一 可 数 性 公理 . 
15. 令 六 为 实数 集 ， 且 令 B 为 所 有 形 如 [La，5) 的 区 间 的 集合 ， 证 明 B 是 和 的 拓扑 8 的 基 ( 这 个 拓 


要 
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扑 称 为 半 开 区 间 拓 扑 )， 证 明 (X，3 满足 第 一 可 数 性 公理 但 不 满足 第 二 可 数 性 公理 ， 且 有 
理 数 在 X 稠密 ， 请 问 (X，3 可否 度量 化 ? 

16. 一 个 拓扑 空间 称 为 林 德 勒 夫 空间 或 有 林 德 勒 夫 性 质 ， 若 XX 的 每 个 开 覆 盖 有 可 数 子 覆 盖 ， 证 
明 车 义 是 第 二 可 数 的 ， 那 么 它 是 林 德 勒 夫 空 间 . 

17. 令 XX 二 NXN 且 取 X=X Ut{w}， 即 集合 由 XX! 增 加 一 点 得 到 ， 因 此 XX 由 {w} 和 所 有 的 自 
然 数 对 (7 ,上 &) 组 成 .对 每 个 自然 数列 ;二 《m4) 定 义 

一 (oo UU (j,k):jm 所 有 之 m). 

证 明 集合 族 B.,, 与 集合 族 {47 ，&)7} 构 成 和 上 一 个 拓扑 的 基 . 

证 明 w 是 Xi 的 闭 包 点 ， 即 使 X; 的 序列 (z, ) 均 不 以 o 为 聚 点 . 

c. 空间 X 是 可 分 的 但 不 满足 第 一 、 第 二 可 数 性 公理 . 

d. 是 林 德 勤 夫 空间 吗 ? 


8.3 分 离 公 理 与 连续 实 值 函 数 


拓扑 空间 的 性 质 一 般 与 度量 空间 的 性 质 大 不 一 样 ， 通 常 假定 拓扑 空间 满足 一 些 附加 条 件 ， 
而 对 于 度量 空间 这 些 附加 条 件 都 成 立 ， 在 拓扑 空间 里 考虑 以 下 条 件 : 

T, ， 给 定 两 个 不 同 点 工 和 y， 存 在 一 个 包含 但 不 包含 工 的 开 集 . 

T。: :给 定 两 个 不 同 点 工 和 y， 存 在 不 交 开 集 0 和 0 使 得 zECO 且 >yE 〇 2. 

Ts: 除 满足 Ti 外 ， 给 定 一 个 闭 集 下 和 一 个 不 属于 下 的 点 TT， 存 在 不 交 开 集 O! 和 0; 使 得 
XEOH FCO,. 

Ti: 除 满足 TT 外， 给 定 两 个 不 交 闭 集 乒 和 FF， 存在 不 交 开 集中 和 使 得 包 CCO 上 且 
F,CO,. 

上 面 这 些 被 称 为 分 离 公理 ， 度 量 空间 满足 所 有 这 些 公理 .满足 Ti 公理 的 拓扑 空间 称 为 吉 
洪 诺 夫 空间 ， 满 足 Ts 的 拓扑 空间 称 为 豪 斯 多 夫 空 间 ， 满 足 Ts 的 拓扑 空间 称 为 正则 空间 ， 满 足 
T, 的 拓扑 空间 称 为 正规 空间 ， 从 以 下 命题 可 知 条 件 T; 等 价 于 每 个 由 单 点 组 成 的 集合 都 是 闭 的 
这 一 陈述 ， 由 此 可 见 


TD 


T 寺 T; 坟 Ts 过 TT. 

6. 命题 一 个 拓扑 空间 X 满足 Ti 当 且 仅 当 每 个 由 单 点 组 成 的 集合 都 是 闭 的 . 

证 明 ” 若 每 个 集合 {zx} 是 闲 的 ， 给 定 两 个 不 同 点 x 和 y， 取 O= 一 {x},， 那么 O 〇 是 一 个 包含 y 
但 不 包含 zx 的 开 集 ， 假 定 工 成 立 ， 每 个 y€E 一 (z} 包 含 在 开 集 OC~{z} 内 ， 因此 集合 一 {x) 是 包 
含 于 它 的 开 集 的 并 ， 因 而 必须 为 开 ， 所 以 {zx} 是 闭 的 . 图 

以 下 命题 给 出 了 有 关 正 规 性 的 重要 推论 ， 其 证 明 留 给 读者 (习题 23 和 24). 

7. 乌 雷 松 引 理 令 A 与 B 为 一 个 正规 空间 羡 的 不 交 闭 子 集 ， 那么 存在 一 个 定义 在 和 上 的 
实 值 连续 函数 f， 使 得 在 了 上 0 过 f 志 1,， 在 A 上 ff 三 0 且 在 B 上 f= 二 l. 

8. 铁 策 扩张 定理 令 久 为 正规 拓扑 空间 ，A 是 XX 的 一 个 闭 子 集 ， 且 是 A 上 的 连续 实 值 
函数 ， 那 么 义 上 存在 一 个 连续 实 值 防 数 g， 使 得 对 所 有 XEA，g(X) 一 f(z). 

以 下 定理 刻画 了 可 分 度量 空间 ， 它 可 用 下 节 的 概念 来 证 明 ( 见 习题 30). 
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9. 乌 雷 松 度量 化 定理 每 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 正规 拓扑 空间 是 可 度量 化 的 . 

车 X 是 任意 点 集 且 了 是 X 上 的 任意 实 值 函 数 复 ， 那 么 总 存在 一 个 和 上 的 最 弱 拓 扑 使 得 了 
中 的 每 个 函数 是 连续 的 ， 这 是 因为 令 e 二 {EE; E= 广 ![O0]，fE 于 且 O 是 及 的 开 子 集 } 且 运用 命 
题 5， 这 个 拓扑 称 为 由 = 生成 (或 诱导 ) 的 弱 拓 扑 ， 若 = 内 的 函数 在 某 个 拓扑 3 都 连续 ， 那 么 由 于 
生成 的 弱 拓扑 一 般 比 3 弱 . 若 这 些 拓扑 重合 ， 那 么 必须 有 足够 多 的 连续 实 值 函 数 ， 这 可 由 以 下 
的 一 个 条 件 来 保证 : 给 定 闭 集 下 和 一 个 点 xz FF， 存 在 一 个 函数 f/fE 了 满足 f(z) 二 1 有 目 在 FF 上 
f= 二 0， 当 F 是 关上 的 所 有 连续 实 值 函 数 所 组 成 的 空间 C(X) 时 ， 若 这 个 条 件 满足 ， 且 假定 X 满 
足 T,， 则 称 X 是 完全 正则 的 . 根据 乌 雷 松 引 理 ， 每 个 正规 空间 是 完全 正则 的 ， 且 显而易见 完 
全 正则 蕴涵 着 正则 性 . 因此 用 来 定义 完全 正则 的 条 件 有 时 也 称 为 Ts}. 

很 一 般 的 拓扑 空间 性 质 是 非常 奇特 的 ， 但 这 样 的 空间 在 分 析 学 中 看 起 来 并 不 十 分 需要 .， 除 
度量 空间 外 ， 我 发 现在 分 析 中 有 用 的 空间 是 局 部 紧 的 豪 斯 多 夫 空间 与 拓扑 向 量 空间 .在 以 后 的 
章节 会 看 到 所 有 这 些 空间 都 是 完全 正则 的 ， 然而， 在 代数 几何 中 ， 却 使 用 仿 射 或 射影 空间 上 的 
扎 里 斯 基 拓 扑 ( 见 习题 29) ， 该 拓扑 是 非 豪 斯 多 夫 的 紧 五 空间 . 


18. a. 证 明 每 个 度量 空间 是 豪 斯 多 夫 的 . 

b. 证 明 每 个 度量 空间 是 正规 的 . [提示 : 若 所 和 FF; 是 不 交 闭 集 , 令 Qi 一 人 Z: p(x， 刻 )<< 
plz»F2)} 与 Oi = {zx: p(x, Ps)<plz, F1)}.] 

19. 令 久 由 [0，1] 的 数 和 0’ 组 成 ， 旦 取 和 集合 (a， 忆 、[0，P)、(Ca，1) 与 (0 U(0， 有 为 拓扑 基 . 
证 明 存 在 X 上 的 一 个 拓扑 基 ， 它 是 T; 的 但 不 是 豪 斯 多 夫 的 . 

20. 令 f 为 拓扑 空间 XX 上 的 实 值 函 数 ， 证明 f 是 连续 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 实数 4， 集合 {Xx: 
f(z) 过 a) 和 {x: f(x)>a} 是 开 的， 证明 f 连续 当 且 仅 当 对 于 每 个 实数 a。， 集 合 {z: f(x) 
a} 是 开 的 ， 集合 {x f(z) 之 a}) 是 闭 的 . 

21. 若 f 和 g 是 拓扑 空间 X 上 连续 实 值 函数 ， 那 么 函数 f+g,， fg,， fVg， /A 是 连续 的 [ 扣 
示 ， 如 同 通常 的 定义 (fVg)(x) 二 maxf(zx),，g(zx)]. 

22. 令 ( 太 为 从 拓扑 空间 X 到 度量 空间 Y 的 连续 函数 序列 ， 若 (大 一致 收 敛 于 函数 f/， 则 f 是 
连续 的 ， 

23. a. 证 明 -- 个 豪 斯 多 夫 空间 是 正规 的 当 且 仅 当 给 定 闭 集 F 和 包含 下 的 开 集 O， 存在 一 个 开 集 

U 使 得 FCU 且 UCO. 

b. 令 下 为 正规 空间 中 包含 于 开 集 O 的 闭 集 . 通过 无 限 次 重复 (a) 部 分 的 结果 ， 证明 有 可 能 
构造 出 一 个 开 集 族 {U,)， 其 对 应 于 (0，1) 的 形 如 r= 二 p， 2 一 的 每 个 有 理 数 ， 使 得 FC 
LU CO 且 对 于 ><s*，UC U,. 

c. 令 {U,} 为 由 (b) 所 构造 的 族 ， 其 中 Ui 二 X, 令 f 为 X 上 的 实 值 函 数 ， 定 义 为 f(x) 二 inf 
tr，zeU )， 那 么 上 是 一 个 连续 函数 ，0 和 1， 满 足 在 F 上 /二 0 且 在 上 /二 1 

d. 令 X 为 豪 斯 多 夫 空间 . 证 明 X 是 正规 的 当 且 仅 当 对 于 关 上 的 每 对 不 相交 闭 集 A 和 B， 
存在 和 上 的 连续 函数 f 使 得 0 志 f 志 1, 在 A 上 f=0 且 在 B 上 f=l. 

24. 用 以 下 步骤 证 明 铁 策 扩张 定理 : 
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25. 


26. 


27. 


28. 
29. 


30. 


CD 


1. 


名 


. 令 h=f/(1 十 |f1), 那么 |h|< 二 1. 
1 
令 B={z; h(T)ET 3}, C= {zx: h(x) 之 序 }， 那么 根据 乌 雷 松 引 理 ， 存 在 X 上 的 一 


5 


个 实 值 连续 函数 加， 其 在 B 上 为 一 地 在 C 上 为 地， 而 对 所 有 zE X，| h(x) | < 汪 . 


显然 ， 对 所 有 zEA，| h(z) 一 (zx) | < 
c. 用 归纳 法 证 明和 上 存在 一 个 连续 函数 A, 使 得 对 所 有 工 EX, | h,(z) |<2 /3" 且 对 所 有 
ZE A， LacD BY ht) | =<2"/3". 


d. 序列 《h， ) 一致 可 和 于 X 上 的 连续 函数 上 ，|& | 二 1 目 在 A 上 k=h. 

e. 存在 一 个 XxX 上 的 连续 函数 pgp， 在 A 上 等 于 1 且 在 {x: k(x) 二 1) 上 等 于 0. 

f{. 设 g 二 pk/ (1 一 gk). 

令 于 为 集合 X 上 的 实 值 函 数 族 .证明 形 如 {z: | fi(x) 一 fi(y) | <s， 对 于 某 个 se>0， 某 

个 yEX， 了 内 有 限 个 函数 户 ，…， 上 大 组 成 的 集合 } 的 集合 ， 给 出 了 一 个 由 于 生成 的 和 上 的 

弱 拓 扑 的 基 . 证 明 这 个 拓扑 是 豪 斯 多 夫 的 当 且 仅 当 给 定 任 何 X 内 的 不 同 点 组 成 的 点 对 

(过 ，y}， 存 在 fE 于 使 得 f(x) 关 f(y). 

令 了 为 拓扑 空间 (X， Ig) 上 的 连续 实 值 函数 族 . 证 明 若 对 每 个 闭 集 下 和 每 个 x FF 存在 

FE 于 使 得 f(x) 二 1 且 在 下 上 js=0， 那 么 由 于 生成 的 弱 拓 扑 是 了 . 

证 明 每 个 完全 正则 空间 是 正则 的 . 

证 明 豪 斯 多 夫 空 间 的 每 个 子 集 是 豪 斯 多 夫 的 . 

扎 里 斯 基 拓 扑 . 在 Re 上 令 3 为 集 族 {(z: pl(zx) 了 关 0)}， 其 中 zp 是 一 个 ”变量 的 多 项 式 . 令 3 为 

由 3 内 集合 的 所 有 有 限 交 O=Bi 门 … [Bi 所 组 成 的 族 . 证 明 5 给 出 了 R" 的 是 工 ; 且 紧 的 但 不 

是 T 的 拓扑 . 

令 ACBCA 为 豪 斯 多 夫 空间 的 子 集 ， 且 令 f 和 g 为 从 B 到 拓扑 空间 的 两 个 映射 ,使 得 

f(w)= 二 g(u) 对 所 有 wuEAh 成 立 ， 那么 Fe. 

a. 证 明 命 题 7. 34 所 给 出 的 证 明 对 任意 拓扑 空间 都 适用 . 

b. 证 明 当 X 是 任意 豪 斯 多 夫 空间 时 ， 命 题 7. 35 所 给 出 的 证 明 也 成 立 . 为 什么 豪 斯 多 夫 空 
间 是 必要 的 ? 


8.4 连通 性 


一 个 拓扑 空间 X 称 为 连通 的 ， 若 不 存在 两 个 非 空 不 相交 的 开 集 O; 和 O;， 使 得 X= 二 O.U 


O, ， 这 样 的 一 对 开 集 称 为 X 的 一 个 分 离 ， 由 于 每 个 集 是 另 一 个 的 补 集 ， 所 以 它们 也 是 针 的 . 
任何 一 对 其 并 是 X 的 不 相交 非 空间 集 都 是 X 的 分 离 ， 这 是 因为 它们 中 的 每 一 个 必须 也 是 开 的 . 
一 个 空间 X 是 连通 的 当 且 仅 当 X 的 既 开 又 闭 的 惟一 子 集 是 X 和 好， 对 于 X 的 子 集 五 ， 若 它 在 
承袭 自 和 的 拓扑 是 连通 空间 的 话 ， 我 们 称 它 是 连通 的 . 因此 E 是 连通 的 ， 若 不 存在 X 内 的 开 
集 O 和 O; 使 得 ECO,UO: 且 ENMONMO,= $8. 


10. 命题 邻 为 从 连通 空间 映 上 拓扑 空间 Y 了 的 连续 映射 ， 那么 Y 是 连通 的 . 
证 明 令 OO 和 O; 为 Y 的 分 离 ， 那么 f-!'[O,] 和 f-:[O;] 是 匀 的 不 相交 开 集 ， 其 并 为 X. 
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由 于 了 是 映 上 的 ， 所 以 广 'LO, 和 广 :[O。 都 不 是 室 的 ， 因 而 它们 是 X 的 一 个 分 离 ， 因此 若 立 
不 连通 ，X 也 不 连通 ， 由 逆 和 否 关系 得 到 命题 的 证 明 . | 
以 下 定理 推广 了 介 值 定理 : . 
11. 命题 令 f 为 定义 在 连通 空间 上 的 实 值 连续 函数 ， 邻 工 和 yy 为 处 的 两 个 点 且 c 是 
一 个 实数 ， 使 得 f(z) 二 c 二 f(y)， 那 么 存在 z 人 外 使 得 (2) 二 cc. 
证 明 车 f 取 不 到 值 c<， 那 么 f7![( 一 2，c)j 和 f/f ![(c，oo)] 是 不 相交 开 集 ， 其 并 为 X. 
它们 是 非 空 的 ， 这 是 由 于 z 属于 第 一 个 集合 ，y 属于 第 二 个 集合 . 因此 XX 不 连通 . 国 
12. 命题 R 的 子 集 巨 是 连通 的 当 且 仅 当 它 是 区 间或 者 是 单 点 . 
令 zo 为 拓扑 空间 X 的 点 . 谈 到 X 的 包含 zx。 的 分 支 C， 我 们 指 的 是 包含 zo 的 所 有 连通 集 的 
并 . 它 是 连通 的 (习题 32) 且 闭 的 (习题 33)， 若 X 的 两 个 分 支 有 一 个 公共 点 ， 那 么 它们 重合 . 
因此 X 是 它 的 分 支 的 不 相交 并 集 ， 
对 于 一 个 空间 X， 若 可 以 找到 X 的 由 连通 集 组 成 的 基 ， 则 称 它 为 局 部 连通 的 .局 部 连通 
空间 的 分 支 是 开 的 ， 一 个 空间 可 以 是 连通 的 但 不 是 局 部 连通 的 (习题 35). 
习题 
32. 令 {C,) 为 连通 集 秘 ， 且 假定 它们 中 的 任意 两 个 集合 有 公共 点 ， 那 么 它们 的 并 集 G 二 UC 也 
是 连通 的 . 
33. 令 4 为 拓扑 空间 的 连通 子 集 ， 且 假定 ACBCA， 那么 B 是 连通 的 . 
34. a. 令 巨 为 R 的 多 于 一 点 的 连通 子 集 . 证 明 互 是 一 个 区 间 .[ 若 zx 和 y 属于 下 ， xy， 那 么 
[zx, y] CE. 令 a=in{f EF, b=sup 五 ， 那 么 (a， DTCEC[a, 6].] 
b. 证 明 RR 的 区 间 是 连通 的 , [ 令 I 二 (a, 5) 上 且 令 O 〇 为 1 的 既 开 又 闭 的 子 集 ， 证 明 sup 
{y: (z，y)CO}=b6， 用 习题 33 去 仔细 处 理 非 开 区 间 的 情形 . ] 
35. 对 于 拓扑 空间 X， 若 给 定 X 的 两 点 x 和 yy， 存 在 一 个 从 [0，1] 到 Y 的 连续 映射 /， 使 得 
f(0) 二 x 且 f(1)==y， 我 们 称 它 为 弧 连 通 的 . 
a. 证 明 弧 连通 空间 是 连通 的 . 
b. 在 平面 了 考虑 子 空间 
和 一 (zz 一 0 一 1 委 y> 委 1)U 人 (zyy:y = sin 1/z,0< 工 近 1). 
证 明 X 连通 但 不 弧 连 通 . 
c. 证 明 R" 的 每 个 连通 开 集 G 是 弧 连 通 的 . [ 令 zxEG， 且 令 豆 为 G 中 可 用 折线 弧 连 接 到 zz 
的 点 的 集合 ， 那 么 昌 开 且 在 G 内 是 闭 的 . ] 
36. 证 明 局 部 连通 空间 的 每 个 分 支 是 开 的 . 
37. 证 明 习 题 35b 中 的 集合 X 是 连通 的 但 不 局 部 连通 . 


8.5 拓扑 空间 的 乘积 与 直 并 


若 (X，d) 和 (Y，8) 是 两 个 拓扑 空间 ， 通 过 取 形 如 O, X 0; 的 集 簇 作为 该 空间 的 基 ， 定 义 了 
乘积 六 XY 上 的 拓扑 ， 其 中 OE€ 4 且 O; € 8， 这 个 拓扑 称 为 XXY 的 积 拓扑 . 若 X 和 立 是 度量 
空间 ， 那 么 积 拓 扑 与 积 度量 所 给 出 的 拓扑 是 一 致 的 ， 若 ( X。， 有 4.) 是 任意 带 指标 的 拓扑 空间 族 ， 
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通过 取 形 如 久 0. 的 集 徐 作为 该 空间 的 基 ， 我 们 定义 了 XXX。 上 的 拓扑 ， 这 里 O,E 3. 且 除 有 限 


个 a 外 0O, 二 X,， 车 所 有 X. 是 相同 的 空间 X ， 而 且 被 加 标 集 A 所 加 标 ， 则 将 六 X。 写 为 X^. 

若 ( X ，4 是 拓扑 空间 能 , 立 是 它们 的 乘积 ， 对 每 个 <， 通过 令 x,(x) 为 的 a 重 坐标 ， 
定义 了 了 到 XX。 的 映射 x,( 称 为 一 个 投射 )， 每 个 x, 都 是 连续 的 ， 且 YY 的 积 拓扑 是 使 得 每 个 x。 
连续 的 最 弱 的 拓扑 . 

车 A 是 可 数 的 且 X 可 度量 化 ， 那 么 X^ 可 度量 化 ， 由 于 在 确定 X* 时 只 有 A 的 元 素 的 数目 
是 重要 的 ， 所 以 通常 将 可 数 乘积 写 为 Xe (或 X\)， 若 用 2 来 表示 具有 两 个 元 素 的 离散 空间 ， 那 
么 2 同 胚 于 康 托 尔 集 ， 若 我 们 不 仅 用 N 表示 可 数 集 ， 还 用 它 来 表示 具有 离散 拓扑 的 可 数 集 ， 
那么 '.N" 或 NS 就 是 同 胚 于 无 理 数 集 的 拓扑 空间 . 

若 1 二 [0，1]， 那 么 称 为 一 个 立方 体 ， 立 方 体 天 可 度量 化 ， 且 称 为 希 尔 伯 特 立方 体 ， 令 
久 为 任意 集 旦 了 为 X 上 满足 0 过 APK1， 且 对 和 中 的 两 个 不 同 点 z 和 y 存在 FE 于 使 得 f(x) 了 
f(y) 的 函数 了 所 构成 的 族 ， 那么 车 令 每 个 f 对 应 于 其 zx 重 坐标 为 FCz) 的 元 素 ， 则 了 可 等 同 于 
F 的 一 个 子 集 ， 从 F 到 了 的 将 了 映 到 f(z) 的 映射 仅仅 是 限制 在 9 像 的 投射 +:，F 作 为 的 一 
个 子 空间 的 拓扑 称 为 点 式 收敛 拓 相 . 

另 一 方面 若 通 过 令 每 个 + 对 应 于 其 了 重 坐 标 为 1(x) 的 元 素 ， 拓 扑 空间 XX 可 等 同 于 了 ?的 
一 个 子 集 ，X 作 为 17 的 子 空间 的 拓扑 是 由 了 生成 的 弱 拓 扑 ， 若 X 是 一 个 拓扑 空间 且 每 个 属于 
F 的 /是 连续 的 ， 那么 X 到 它 在 17 的 像 的 映射 是 连续 的 ， 而 且 若 具有 性 质 : 对 于 每 个 闭 子 
集 FCX 和 每 个 z 华 下 ， 存 在 一 个 /EF 满足 f(x)==1 且 在 FF 上 f(x) 志 0， 那么 X 同 胚 于 它 在 
13 的 像 . 

若 (X，g) 和 悦 ，8) 是 两 个 拓扑 空间 ， 且 满足 和 YY 不 相交 ,可 通过 取 开 集 为 所 有 满足 
ONXEg 且 ONY= 8 的 OCZ 的 集合 ， 以 定义 并 集 Z= XUY 的 拓扑 ， 我 们 称 具有 这 个 拓扑 的 


空间 为 X 和 了 的 直 并 ， 且 将 它 记 为 XY， 若 {X,，4,} 是 任何 带 指标 的 拓扑 空间 族 ， 且 满足 


4 尖 B，X, 丫 Xs 二 BY， 那 么 定义 它们 的 直 并 Z= [jx 为 这 些 X。 的 并 ， 对 于 OCZ， 若 对 每 个 a 
有 On 和 Ed ， 则 定义 它 为 开 的 ， 每 个 空间 X, 称 为 直接 被 加 元 e ， 若 集合 X。 并非 全 部 不 相 


交 ， 可 以 取 X* 一 XX {a) 并 考虑 直 和 [jx . 

如 同 将 在 习题 部 分 要 看 到 的 那样 ， 一 个 直 并 的 拓扑 性 质 仅 依赖 于 直接 被 加 元 ， 不 同 被 加 元 
之 闻 不 发 生 关联 ， 因 此 ， 若 可 证 明 一 个 拓扑 空间 是 直 并 的 ， 则 可 通过 研究 单个 被 加 元 来 研究 它 
的 性 质 . 

假定 拓扑 空间 X 是 不 相交 开 集 徐 (X.) 的 并 集 ， 那么 X 就 是 这 些 六, 的 直 并 .为 看 到 X 和 


xX 有 相同 的 拓扑 ， 观 察 发 现 ， 若 O 是 X 的 开 集 ， 那 么 对 每 个 wx，OmX. 是 开 的 ， 因 而 O 
是 (Xx 的 开 子 集 ， 反 之 , 若 口 是 X. 的 开 子 集 ， 那 么 O= U(Om X.)， 且 每 个 ON X。 是 


所 ”这 个 术语 自 * 并 ?” 称 为 “和 ”时 起 就 遗留 下 来 . 
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X。 的 开 子 集 . 


习题 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 
43. 


44. 


45. 


46. 
47. 
48. 


49. 


令 Z= Lx.. 

a. 证 明 上 映射 f;: ZY 连续 当 且 仅 当 每 个 限制 f | X。 连续 . 

b. 证 明 集 合 FCZ 是 闭 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 a。，F 门 X。 是 闭 的 ， 

c. 证 明 Z 是 豪 斯 多 夫 的 当 且 仅 当 每 个 X。 是 豪 斯 多 夫 的 . 

d. 证 明 Z 是 正规 的 当 且 仅 当 每 个 X。 是 正规 的 . 

a. 证 明 若 拓扑 空间 X 的 子 集 X1 是 直接 被 加 数 ( 在 某 个 直 并 )， 则 Xi; 既 开 又 闭 . 


b. 若 X, 是 的 既 开 又 闭 的 子 集 ， 那么 =Xi LU X,， 其 中 X= 二 X~Xi. 

拓扑 空间 的 性 质 P 说 为 是 局 部 性 质 ， 假 定 只 要 X 有 一 个 基 ， 而 且 该 基 的 每 个 元 素 都 具有 
性 质 P， 那 么 空间 X 就 具有 性 质 已 

a. 证 明 有 关 正 则 、 完 全 正则 、 吉 洪 诺 夫 的 这 些 性 质 都 是 局 部 性 质 . 

b. 若是 局 部 性 质 且 空间 X 具有 PP， 那么 X 的 每 个 开 子 集 具有 了. 


6 令 X= UX 是 一 个 直 并 ， 那 么 X 具 有 局 部 性 质 P 当 且 仅 当 每 个 X。 具 有 PP. 
令 (X，p) 为 具有 扩充 实 值 度量 的 度量 空间 且 X, 是 它 的 部 分 ， 即 在 等 价 关系 p(x，3) 二 % 


下 的 等 价 类 (参见 习题 7. 3b)， 证 明 X= J X, 是 直 并 . 

证 明 豪 斯 多 夫 空 间 的 直 积 是 豪 斯 多 夫 空间 . 

证 明 在 定义 积 折 扑 时 所 取 的 基 集 能 满足 命题 3 的 条 件 ， 证 明 若 (X，po) 和 (Y。c) 是 两 个 度量 

空间 ， 那 么 XXY 上 的 积 拓扑 与 积 度量 所 给 出 的 拓扑 是 一 致 的 . 

证 明 X4 是 从 A 映射 到 X 的 所 有 函数 的 集合 ， 其 拓扑 基 由 形 如 {/: /lm)€0,, f(w)€ 

O,，…, FeJEO.} 的 开 集 给 出 ， 其 中 {m ，…，w} 是 A 的 某 个 有 限 子 集 ， 而 {O01，…， 
O,)} 是 X 的 有 限 开 子 集 秘 .证 明 X4 的 序列 (大 ?收敛 到 f 当 且 仅 当 对 每 个 a 属于 A， 扩 (ao) 

收敛 到 f(a). 

证 明基 X 可 度量 化 且 A 可 数 ,那么 X4 可 度量 化 . [提示 :X 总 能 被 一 个 有 界 度 量 p 度量 化 . 定 

义 X* 上 的 度量 o 为 cCzyy) 一 227 "pre » ya). J 


证 明 每 个 投射 x 是 连续 的 ， 且 X^ 上 的 积 拓扑 是 使 每 个 < 连续 的 景 弱 的 拓扑. 

证 明 2" 同 胚 于 康 托 尔 三 分 点 集 . 

a. 若 于 具有 性 质 ， 给 定 一 个 闭 集 玉 和 zx FF， 存 在 /EF 使 得 f[Fj] 一 0 且 f(z) 一 1， 证 明 本 
书 中 所 叙述 的 拓扑 空间 X 和 它 在 TI 的 像 的 对 应 是 辣 胚 的 . 

b. 证 明 若 六 是 满足 第 二 可 数 性 公理 的 正规 空间 ， 那 么 可 以 找到 一 个 具有 (a) 性 质 的 可 数 连 
续 函 数 族 了 . 

c. 证 明 乌 雷 松 度量 化 定理 . 

证 明 连 通 空间 的 乘积 是 连通 的 . 
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"8.6 拓扑 性 质 与 一 致 性 质 


度量 空间 有 三 类 性 质 : 拓扑 性 质 ， 它 在 同 胚 下 保持 不 变 ; 一 致 性 质 ， 它 在 一 致 同 胚 下 保持 
不 变 ; 度量 性 质 ， 它 在 等 距 同 构 下 保持 不 变 。 度 量 性 质 依 它们 的 本 性 而 被 限定 在 度量 空间 的 范 
畴 任何 仅 由 开 集 定义 的 性 质 是 拓扑 性 质 ( 反 之 亦 然 )， 这 些 性 质 通常 可 推广 到 拓扑 空间 的 范 
畴 ,拓扑 性 质 和 概念 包括 连续 、 收 合 、 闭 包 等 等 . 

一 致 性 质 ， 鲍 如 一 致 连续 、 一 臻 收敛、 等 度 连续 性 、 全 有 界 性 和 完备 性 都 介 于 拓扑 与 度量 
性 质 之 间 . 它们 的 定义 依赖 于 对 于 不 同 点 的 邻 域 尺寸 的 对 比 能 力 ， 在 度量 空间 中 这 可 以 通过 取 
给 定 半径 的 球 为 同一 尺寸 来 得 到 .这些 概念 能 够 推广 到 称 为 一 致 空间 的 空间 范畴 .在 这 些 空间 
中 通过 具体 化 近 域 来 定义 集合 X 上 的 一 致 结构 ， 每 个 近 域 为 一 邻 域 族 ， 每 个 邻 域 对 应 X 的 每 
一 点 .我 们 将 两 个 来 自 同 一 近 域 的 邻 域 视 为 具有 相同 尺寸 .因此 对 se 盖 0， 每 个 半径 为 s 的 球 构 
成 度量 空间 的 一 个 近 域 . 有 关 一 致 结构 的 一 般 理 论 超出 了 本 书 的 范围 ， 建 议 有 兴趣 的 读者 参考 
Kelley[91( 见 第 6 章 ， 特 别 注意 习题 6H) 和 BourbakiL15]. 

本 书 所 感 兴趣 的 一 致 结构 是 那些 ，X 有 一 个 代数 结构 允许 我 们 对 不 同 点 的 邻 域 有 一 个 自然 
的 比较 .例如 ，X 既是 一 个 向 量 空 间 又 是 一 个 拓扑 空间 ， 且 平移 是 其 到 自身 的 连续 映射 ， 那么 
就 得 到 一 个 自然 的 一 致 结构 : 我 们 说 xz 的 邻 域 N; 与 > 的 邻 域 N, 具 有 相同 尺寸 , 阁 N, 是 NN, 经 
过 平移 向 量 y 一 zx 得 到 ， 因 此 给 出 原点 的 邻 域 N 且 取 和 :为 N 十 z， 可 得 到 一 个 近 域 ， 类似 的 考 
虑 还 适用 于 X 是 拓扑 群 ， 当 X 是 非 交换 拓扑 群 ， 我 们 可 以 得 到 不 同 的 一 臻 结构， 这 主要 依赖 
于 是 用 左 平移 还 是 右 平移 . 

有 些 概念 (例如 一 致 收 伍 性 和 等 度 连续 性 ) 是 混合 的 : 它们 是 关于 从 空间 X 到 空间 Y 的 映 
射 ， 且 依赖 于 Y 的 一 致 结构 ， 但 仅 要求 X 的 拓扑 结构 .因此 一 个 从 集合 X 到 度量 空间 (Y，c) 
的 映射 序列 上 称 为 一 致 收 伍 于 映射 上 ， 若 给 定 s>0， 存 在 N 使 得 对 所 有 ”之 N 和 所 有 ZEX， 
czCFCz),Fz))<e 成 立 ， 对 于 这 个 概念 我 们 不 要 求 X 上 有 任何 结构 ， 类似 地 ， 从 拓扑 空间 X 
到 度量 空间 (Y，o) 的 映射 族 了 称 为 在 点 zeoEX 等 度 连续 ， 若 给 定 s>0， 存 在 z 的 邻 域 O 使 得 
对 每 个 zEO 和 每 个 EF，o(f(z)，f(zo))<e 成 立 ， 若 了 在 每 一 点 等 度 连 续 ， 那 么 r 在 X 上 
等 度 连续 . 

也 存在 对 应 于 紧 集 上 一 致 收敛 的 纯粹 拓扑 概念 ( 紧 开 拓扑 ， 见 习题 9. 8) 和 等 度 连续 性 ( 拓 
扑 等 度 连续 性 ， 见 14. 2 节 或 均匀 连续 性 ， 见 Kelley[9J 第 7 章 ). 


50. a. 令 ( 瑚 ) 为 从 拓扑 空间 X 到 度量 空间 (Y，c) 的 连续 映射 序列 ， 且 一 致 收敛 于 映射 人 证 明 


f 是 连续 的 . 
b. 从 拓扑 空间 X 到 度量 空间 (Y，o) 的 连续 映射 序列 《 斥 ) 称 为 一 致 柯 西 序列 ， 若 给 定 6 之 0， 
存在 一 个 N 使 得 对 所 有 n，m 宇 N 和 所 有 xz EX，olf.(r)，fm(x))<e. 证 明 若 (大 ) 是 
一 个 一 致 柯 西 序列 ， 且 若 Y 是 完备 的 ， 那 么 存在 连续 映射 了 使 得 (无 ) 一 致 收敛 于 它 . 
51. 若 仅 假设 X 是 可 分 拓扑 空间 ， 证 明 阿 斯 科 利 -阿尔 泽 拉 定 理 (7. 40) 和 它 的 系 仍然 成 立 .， [对 
于 一 致 收敛 性 的 陈述 ， 见 习题 9. 8b. ] 
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“8.7 网 格 


谈 到 有 向 系 我 们 指 的 是 集合 A 与 满足 以 下 条 件 的 关系 < 
i. 车 ao<8 且 8B<y， 那 么 co<7. 
让 若 a， BE A， 存 在 一 个 7 EA 使 得 a<7 与 8<. 
一 个 有 向 系 的 例子 是 正 整 数 集 N， 关 系 人 < 取 为 所 ， 另 一 个 广泛 使 用 的 有 向 集 是 所 有 包含 点 
z 的 开 集 ， 且 O<O: 定 义 为 0 二 O:. 
一 个 网 格 是 一 个 从 有 向 系 到 拓扑 空间 X 的 映射 ， 若 这 个 有 向 系 是 整数 集 ， 我 们 得 到 序列 ， 
而 网 格 可 以 认为 是 序列 的 推广 通常 用 z。 表示 网 格 在 a 的 值 ， 而 用 (zy 表示 网 格 自身 ， 点 
称 为 网 格 (x,) 的 极限 ， 若 对 每 个 包含 x 的 开 集 O， 存 在 一 个 wmEA4 使 得 对 所 有 a>ao，zs€0. 
一 个 点 x 称 为 (zx,) 的 聚 点 ， 若 给 定 包 含 x 的 开 集 O 且 给 定 a€ A， 存 在 8>a 使 得 zeEO， 对 于 
序列 ， 这 些 概 念 与 先前 关于 极限 和 育 点 的 概念 重合 . 
13. 命题 点 工 是 集合 已 的 闭 包 点 当 且 仅 当 它 是 瑟 的 网 格 人 (ze 的 极限 . 
证 明 “ 当 ” 部 分 可 直接 由 极限 与 闭 包 点 的 定义 得 到 .因此 假定 x 是 E 的 闭 包 点 .我 们 取 
有 向 系 A 为 所 有 包含 x 的 开 集 簇 ， 且 若 0D 0; 设 O,<O;:， 由 于 x 是 E 的 闭 包 点 ， 对 每 个 OE 
A 存在 一 个 点 zo 属于 ONE,， 那么 (zo) 是 EE 的 网 格 ， 它 收 伍 于 xz， 这 是 由 于 给 定 包含 x 的 〇 ， 
对 所 有 OO 〇 有 zo EO. 国 
习题 
52. 证 明 X 是 豪 斯 多 夫 当 且 仅 当 X 的 每 个 网 格 至 多 有 一 个 极限 . [为 证 明 “ 当 ”部 分 , 令 z 和 > 
为 不 能 分 离 的 两 个 点 ， 且 令 有 向 系 为 所 有 开 集 中 的 对 (4，B)? 所 成 的 和 能， 其 中 zxEA，>y6E 
B， 选 取 属 于 A 们 B 的 zwe ， 并 证 明 x 和 > 都 是 这 个 网 格 的 极限 . ] 
53. 证 明 从 贸 到 Y 的 函数 了 在 点 x 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 收敛 到 z 的 网 格 (z.》， 网 格 
《f(z,)) 收 全 到 f(x). 
54. 令 贸 为 任意 集 昌 令 f 为 X 上 的 实 值 函 数 . 令 A 为 X 的 所 有 有 限 子 集 组 成 的 系统 ,其 中 下 到 
G 意味 着 F CC G, 对 每 个 FE A, 令 yr 一 271(z). 证 明 网 格 (yr) 有 极限 当 且 仅 当 f(z) 一 9 


除 z 在 可 数 子 集 {z} 中 外 成 立 , 且 允 | f(z,) | <ce. 在 这 种 情形 下 ,lim yr 一 2 /zn). 


55. 令 X= XXX,， 那 么 和 的 网 格 (zs? 收 敏 到 二 当 且 仅 当 zs 的 每 个 坐标 收敛 到 z 的 相应 坐标 . 
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第 9 章 紧 空 间 与 局 部 紧 空 间 


9.1 紧 空 间 


我 们 所 研究 的 度量 空间 的 紧 的 概念 可 推广 到 某 类 拓扑 空间 ， 因 此 说 拓扑 空间 的 开 集 艇 履 是 
集合 K 的 开 覆 盖 ， 若 KK 包含 于 外 中 的 集合 的 并 集 ， 对 于 一 个 拓扑 空间 X， 若 X 的 每 个 开 覆 盖 
路 有 一 个 有 限 子 覆盖 即 可 找到 一 个 有 限 子 悉 {O: ，O, ，…，Ow}) 己 中 使 得 


N 
X 一 UU Q;. 
i=1 


则 说 和 是 紧 的 . 对 于 拓扑 空间 的 子 集 K， 若 它 作为 六 的 子 空 介 是 紧 的 ， 就 称 它 为 紧 的 .鉴于 
子 空 间 拓扑 的 定义 ， 这 等 价 于 说 若 每 个 用 X 的 开 集 来 覆盖 的 K 的 覆盖 Au 有 一 个 有 限 子 覆盖 ， 
则 到 是 紧 的 . 海 涅 - 博 雷 尔 定理 说 的 是 实数 集 的 每 个 有 界 闭 子 集 是 紧 的 . 

车 路 是 空间 X 的 开 覆 盖 ， 则 它 的 集合 的 补 集 所 组 成 的 集 复 于 是 一 个 交 为 空 的 闭 集 簇 ， 且 
反 过 来 也 成 立 ， 因 此 一 个 空间 XX 是 紧 的 当 且 仅 当 每 个 交集 为 空 的 闭 集 艇 有 一 个 有 限 子 簇 其 交 

190| ”和 集 为 空 . 中 的 集 艇 FF， 车 于 的 任何 有 限 子 徐 有 一 个 非 空 交 ， 称 为 具有 有 限 交 性 质 ， 因 此 有 以 

下 命题 : 

1. 命题 拓扑 空间 铸 是 紧 的 当 且 仅 当 每 个 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 徐 于 有 一 非 空 交集 . 

紧 的 概念 与 闭 的 概念 密切 相关 ， 以 下 命题 表明 紧 就 是 一 种 绝对 形式 的 闭 . 

2. 命题 紧 空 间 的 闭 子 集 是 紧 的 ， 豪 斯 多 夫 空 间 的 一 个 紧 子 集 是 闭 的 . 

证 明 令 和 紧 ， 下 为 X 的 闭 子 集 ， 且 外 为 下 的 开 覆 盖 ， 那么 WU (下 } 是 X 的 开 覆盖 ， 
此 必 有 一 个 有 限 子 覆 盖 {Ff，O, ，…，On}， 那 么 集合 DO ，O; ，…，Ow 覆 盖 下 ， 因 而 履 有 一 个 
有 限 子 覆 盖 . 

假定 和 是 一 个 豪 斯 多 夫 空间 ， 且 天 是 X 的 一 个 紧 子 集 ， 下 面 来 证 明 氏 是 开 的 ， 令 yE 玉 . 
由 于 X 是 豪 斯 多 夫 的 ， 那 么 对 于 每 个 zxEK， 存 在 不 相交 的 开 集 O. 和 N-， 使 得 zEO: 且 y6E 
N-， 集 合 {O.: xE K} 构 成 一 个 K 的 开 覆 盖 ， 因 而 存在 一 个 覆盖 K 的 有 限 子 艇 {Os ，0O.s，…， 


0, ). 令 

N= N,, 
那么 N 是 一 个 包含 y 的 开 集 且 不 与 任何 集合 O, 相交 ， 由 于 KCUO. ，N 不 与 K 相交 ， 因 而 
包含 在 民 中 ， 所 以 区 是 开 的 ，K 是 闭 的 . 国 


3. 系 每 个 紧 实数 集 都 是 闭 的 与 有 界 的 . 
证 明 由 于 及 是 豪 斯 多 夫 的 ， 所 以 及 的 紧 子 集 KK 必须 是 闭 的 . 此外， 区 间 [二 (一 n，n) 
构成 K 的 一 个 开 覆 盖 ， 因 而 它们 中 有 一 些 肯定 要 覆盖 K， 因 此 K 必须 有 界 . 画 
4. 命题 紧 集 的 连续 像 是 紧 的 . 
证 明 令 f 为 从 紧 集 KK 到 拓扑 空间 Y 映 上 的 连续 函数 ， 若 中 是 Y 的 开 覆 盖 ， 取 遍 所 有 的 
[50 OE WwW 则 集 艇 f-!1[OJ 是 KK 的 开 覆 盖 . 根据 K 的 紧 性 ，W 中 存在 有 限 个 集合 O, ，…，0, 使 得 集 


第 9 章 紧 空间 与 局 部 紧 空间 123 


合 f-![0O;] 覆 盖 K， 由 于 ff 是 映 上 的 ， 所 以 集合 O, ，…，O, 和 者 盖 Y. 加 
5. 命题 紧 空间 到 豪 斯 多 夫 空 间 的 一 对 一 映 上 的 连续 映射 是 一 个 同 且 . 
证 明 令 和 为 紧 空 间 ，Y 为 豪 斯 多 夫 空 间 ，f 是 一 对 一 映 上 YY 的 连续 映射 ， 为 证 明 f 是 
一 个 同 胚 ， 仅 需 证 明 它 将 开 集 映 到 开 集 或 等 价 地 将 闭 集 映 到 闭 集 .但 车 下 是 XX 的 一 个 闭 子 集 ， 
根据 命题 2?， 它 是 紧 的 ， 因 而 根据 命题 4，f[Fj 是 紧 的 ， 再 根据 命题 2?， 它 一 定 是 闭 的 . | 
有 时 紧 的 性 质 用 加 细 而 非 子 覆盖 来 表述 . X 的 一 个 开 覆 盖 Y 说 为 是 开 覆 盖 qu 的 加 细 《 或 加 
细 叱 ) ， 若 Y 的 每 个 元 素 都 是 的 某 个 元 素 的 子 集 ， 那 么 不 难看 到 和 是 紧 的 当 且 仅 当 X 的 每 个 
开 覆 盖 有 一 个 有 限 加 细 .， 为 以 后 的 应 用 ， 我 们 也 注意 到 ，X 的 任何 两 个 开 覆 盖 忆 和 Y 有 一 个 共 
同 的 加 细 ， 即 所 有 形 如 UV 的 集合 ， 其 中 UEq%L 且 VEY， 所 组 成 的 集 驴 . 
习题 


1. 证 明 X 是 紧 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 开 覆 盖 有 一 个 有 限 加 细 . 


2. 令 4K,) 为 递 碱 的 紧 集 序列 ， 即 KiCK。， 令 为 满足 站 K.CO 的 开 集 ， 那 么 对 某 个 m， 
天 ,CO. 

. 证 明 紧 豪 斯 多 夫 空 间 是 正则 的 . 

. 证 明 紧 豪 斯 多 夫 空 间 是 正规 的 . 

. 令 f 为 紧 空 间 X 到 豪 斯 多 夫 空 间 Y 映 上 的 连续 映射 ， 那么 任意 从 Y 到 2 的 映射 8， 使 得 
g。f 是 连续 的 ， 其 自身 也 必定 是 连续 的 . 

a. 证 明 若 (X， 拉 是 紧 空 间 ， 则 对 于 所 有 比 3 弱 的 3 ，(X，41) 是 紧 的 . 
b 证 明 若 (X， 拉 是 豪 斯 多 夫 空间 ， 则 对 于 所 有 比 3 强 的 3 ，(X，3:) 是 豪 斯 多 夫 空 间 ， 
。 证 明 若 (X，3) 是 紧 豪 斯 多 夫 空 间 ， 则 任何 弱 拓 扑 不 是 豪 斯 多 夫 的 ， 而 任何 强 拓扑 不 是 紧 的 . 

6. 今 六 为 紧 空 间 ，F 为 从 X 到 度量 空间 (Y，voy 的 等 度 连续 映射 族 ， 令 (上 ?为 = 中 的 序列 使 得 
对 于 每 个 zEX，FCz) -zxz)， 那 么 在 X 上 (太一 致 收敛 于 广 

7. 令 葡 拓扑 空间 ，(C,) 为 递减 紧 连通 集 序列 ， 那 么 站 C, 是 紧 连 通 的 ， 一 个 多 于 一 点 的 紧 连通 
集合 称 为 一 个 连续 统 ， 

8 紧 开 拓扑 ， 令 X 和 了 为 拓扑 空间 ，Xr 为 从 X 到 Y 的 映射 所 组 成 的 空间 ， 在 X” 上 ， 通 过 取 
形 如 Neo 二 {了 EX*: f[K1CO) 的 集合 作为 子 基 集 ， 来 定义 一 种 称 为 紧 开 拓扑 的 拓扑 ， 其 
中 是 X 的 紧 子 集 ， 而 口 是 Y 的 开 子 集 ， 因 此 紧 开 拓扑 是 XY 上 使 得 集合 Nx.o 为 开 集 的 最 
弱 拓 扑 . 

a 令 ( 扩 ) 为 从 久 到 Y 的 映射 序列 ， 其 在 紧 开 拓扑 下 收 化 于 映射 J: XY， 那 么 对 每 个 zE 
和 有 jz) 一 lim fx). 

b. 邻 ( 所 ) 为 从 拓扑 空间 X 到 度量 空间 (Y，o) 的 连续 映射 序列 ， 证 明 在 紧 开 拓扑 下 ，《 巨 ) 收 
伍 于 映射 f，X_>Y 当 且 仅 当 在 X 的 每 个 紧 子 集 C 上 ，《 厌 ?一致 地 收敛 于 大 


9.2 可 数 紧 性 与 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 性 质 


一 个 比 紧 性 弱 的 概念 是 可 数 紧 性 : 对 于 一 个 空间 X， 若 它 的 每 个 可 数 开 覆盖 有 一 个 有 限 子 
覆盖 ， 则 称 它 为 可 数 紧 的 .我 们 定义 拓扑 空间 为 林 德 勒 夫 的 ， 若 其 每 个 开 覆 盖 有 一 可 数 子 履 
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盖 。 因 此 一 个 拓扑 空间 为 紧 的 当 且 仅 当 它 既是 林 德 勒 夫 的 又 是 可 数 紧 的 .由 于 每 个 第 二 可 数 空 
间 是 林 德 勒 夫 的 ， 这 就 得 到 了 在 已 满足 第 二 可 数 性 公理 的 前 提 下 ， 可 数 紧 性 等 价 于 紧 性 .将 命 
题 4 的 证 明 运用 于 可 数 紧 的 情形 就 得 到 以 下 命题 : 

6. 命题 可 数 紧 空间 的 连续 像 是 可 数 紧 的 . 

车 一 个 拓扑 空间 X 的 每 个 序列 (xz,) 至 少 有 一 个 聚 点 ， 即 车 存在 一 个 z€E X， 使 得 对 每 个 包 
含 z 的 开 集 O 和 每 个 N， 存 在 一 个 x 之 N 满足 x, E O， 我 们 称 该 拓扑 空间 具有 波 尔 查 诺 - 魏 尔 
斯 特 拉 斯 性 质 . 

7. 命题 ”一 个 拓扑 空间 具有 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 性 质 当 且 仅 当 它 是 可 数 紧 的 . 

证 明 显而易见 X 是 可 数 紧 的 当 且 仅 当 每 个 具有 有 限 交 性 质 的 可 数 闭 集 焦 了 有 一 非 空 交 
集 . 假定 X 具有 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 性 质 ， 且 于 = 人 FE) 是 具有 有 限 交 性 质 的 可 数 闭 集 族 . 


由 于 不 存在 ”使 得 交互,= | ] 已 为 空 ， 那 么 对 于 每 个 ”可 以 选择 一 个 元 素 z+, € HH,， 根 据 波 尔 
查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 性 质 ， 序 列 (z,) 有 一 聚 点 xz， 但 对 于 所 有 7n 守 i，x, EF;， 因 而 工 必 属于 FF;， 
这 是 由 于 Fi 是 闭 的 ， 因 此 x 属于 每 个 下 ;,， 即 属于 它们 的 交集 . 

另 一 方面 ， 假 定 X 是 可 数 紧 的 ，(zi) 是 X 中 的 序列 ， 令 B, 为 集合 {Xx,，Zxs+1，*"…,，}， 那 么 
{B;} 是 具有 有 限 交 性 质 的 可 数 闭 集 徐 ， 因 此 存在 一 个 点 z 属于 门下. 由 于 给 定 N 和 任何 包含 
Z 的 开 集 O， 有 xEBs， 所 以 点 xz 是 该 序列 的 聚 点 ， 因 而 当 n 宇 N 时 ， 必 有 一 个 xz, EO. LJ 

与 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 性 质 相 似 的 概念 是 序列 紧 性 .对 于 一 个 空间 X， 若 X 中 的 每 个 
无 限 序 列 有 一 收敛 子 列 ， 我 们 说 该 空间 为 序列 紧 的 . 作为 博 雷 尔 - 勒 贝 格 定理 的 一 个 结果 ， 对 
于 度量 空间 来 说 ， 紧 性 、 可 数 紧 性 、 序 列 紧 性 这 三 者 是 等 同 的 . 一般 而 言 ， 我 们 必须 区 分 这 些 
概念 : 习题 11 给 出 一 个 序列 紧 的 但 不 是 紧 的 空间 例子 ; 习题 41 给 出 一 个 紧 的 但 不 序列 紧 的 例 
子 ; 习题 12 表明 一 个 空间 可 以 是 紧 的 而 无 须 是 可 分 或 第 一 可 数 的 . 

8. 命题 序列 紧 的 空间 是 可 数 紧 的 .满足 第 一 可 数 性 公理 的 可 数 紧 空 间 是 序列 紧 的 . 

证 明 ”序列 紧 性 蕴涵 着 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 性 质 ， 其 等 价 于 可 数 紧 性 .而 命题 的 第 二 
部 分 就 是 习题 8. 11 的 直接 推论 . | 

9. 命题 令 /为 定义 在 可 数 紧 的 空间 铸 上 的 连续 实 值 函数 ， 那 么 f 有 界 且 能 取 到 它 的 最 
大 值 与 最 小 值 . 

用 命题 6 以 及 R 的 每 个 可 数 紧 子 集 是 闭 与 有 界 的 这 一 事实 可 给 出 该 命题 的 证 明 . 然 而， 我 
们 给 出 了 一 个 包含 更 多 内 容 的 直接 证 明 . 一 个 拓扑 空间 的 实 值 函数 称 为 上 半 连 续 的 ， 若 对 于 每 
个 实数 a 集合 {z: f(x) 二 a} 是 开 的 ， 若 连续， 那么 上 和 一 了 都 是 上 半 连 续 的 . 这 表明 命题 9 
是 以 下 命题 的 推论 : 

10. 命题 令 f 为 定义 在 可 数 紧 室 间 久 的 上 半 连 续 实 值 沪 数 ， 那 么 f 有 上 界 且 取 到 它 的 最 
大 值 . 

证 明 集合 0, 一 {xz f(x) 二 nn) 构成 X 的 一 个 可 数 开 覆 盖 ， 因 而 必须 存在 一 个 有 限 子 覆 
盖 {O,，…，Ow)}， 但 这 蕴涵 COw， 因 此 对 于 所 有 x，f(zx) 二 N， 因 而 f 有 上 界 . 令 8 二 
sup{ f(x): zEX)， 那 么 集合 
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F = |z:f(z) >B 一 二 
构成 一 个 具有 有 限 交 性 质 的 可 数 闭 集 秘 .因此 存在 一 个 属于 每 个 玉 的 y, 那么 f(y)==6 且 了 在 
y 取 到 最 大 值 . | 
11. 命题 ( 迪 尼 ) 邻 (下) 为 在 可 数 紧 空间 六 上 的 上 半 连 续 的 实 值 函 数 序列 ， 且 假定 对 于 每 
个 XE 有， 序列 (有 (XxX)) 单 调 递 减 收 化 于 零 ， 那 么 (f) 一 致 收效 于 0. 
证 明 ”选取 e>0， 且 令 0, 二 {zx 大 Ce)<e}。 由 于 上 天 是 上 半 连 续 的 ， 所 以 0, 是 开 的 ， 因 为 


对 于 每 个 xz， 广 (z) 一 0， 故 有 XCUO,. 根据 X 的 可 数 紧 性 ， 存在 有 限 个 开 集 {O, ， "On}, 
其 并 集 包 含 XX， 但 这 蕴涵 Ow 一 羡 ， 因 而 对 于 所 有 rz，fn(z)<e， 车 n 之 N， 我 们 有 0f(7) 专 
fn(lz) 过 e， 因 此 序列 (ff) 一 致 收敛 到 0。 国 
习题 


9. a, 实 值 函数 f 称 为 下 半 连 续 的 ， 若 一 上 是 上 半 连 续 的 ， 证明 空间 X 上 的 实 值 函 数 连续 当 且 
仅 当 它 既 上 半 连 续 又 下 半 连 续 ， 
. 证 明 若 f 和 g 上 半 连 续 ， 则 f 十 g 上 半 连 续 . ， 
c. 令 ( 大 ?为 递减 的 上 半 连 续 函 数 序列 ， 其 逐 点 地 收敛 于 实 值 函数 f/， 那 么 上 上 半 连 续 . 
令 ( 太 ) 为 可 数 紧 空 间 上 的 递减 的 上 半 连 续 函 数 序列 ， 且 假定 lim (x) 二 f(z)， 其 中 是 
下 半 连 续 实 值 函 数 ， 那 么 f 是 连续 的 ， 且 《f/f) 一 致 收敛 于 了 . 
e, 证 明 车 上 半 连 续 函 数 序列 (天) 一 致 收敛 于 函数 /， 则 f 也 是 上 半 连 续 . 
10. 令 久 为 正规 拓扑 空间 ， 那 么 以 下 命题 等 价 : 
i. 义 是 可 数 紧 的 . 
让 和 上 的 每 个 连续 实 值 函数 有 界 . 
iii, X 上 的 每 个 有 界 连续 实 值 函 数 可 取 到 它 的 最 大 值 . 
11. 令 X 为 小 于 第 一 不 可 数 序数 的 序数 集合 ， 且 令 3 为 形 如 {tz: z<a)、{tz: a<x<b) 和 {z: 
a<<Zz)} 的 集 篮 . 
a. 证 明 3 是 X 的 拓扑 的 一 个 基 . 
b. 证 明和 序列 紧 但 非 紧 . [提示 : 用 该 序数 的 良 序 性 . ] 
c. 证 明 若 f 是 匀 上 的 连续 实 值 函 数 ， 则 存在 一 个 ze， 使 得 对 于 所 有 zx 之 xo，f (7x) 一 
f(zxo). [提示 : 证 明 使 得 f(x)<<limf 的 x 的 集合 可 数 . ] 
12. 令 Y 为 小 于 或 等 于 第 一 不 可 数 序 数 Q 的 序数 集合 ， 旦 令 B 为 形 如 (x; x<a}、{x: 4a< 工 志 
py 和 {zrz: a 二 xzx} 的 集 簇 . 
a. 证 明 B 是 X 的 拓扑 的 一 个 基 . 
b. 证 明 X 紧 但 既 非 可 分 也 非 第 一 可 数 . 


9.3 紧 空间 的 积 


本 节 我 们 证 明 吉 洪 诺 夫 定理 一 一 紧 空间 的 积 是 紧 的 ， 它 可 能 是 一 般 拓 扑 学 中 最 重要 的 定 
理 ， 它 在 分 析 中 的 绝 大 部 分 应 用 仅 用 到 ( 闭 ) 区 间 的 乘积 这 一 特殊 情形 ， 但 这 个 特殊 情形 并 不 见 
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得 比 一 般 情形 更 容易 证 明 . 下 面 从 两 个 关于 有 限 交 性 质 的 引 理 开始 . 

12. 引 理 令 G@ 为 XX 的 子 集 钦 ， 且 假定 @ 具 备 有 限 交 性 质 ， 那 么 存在 一 个 徐 B 刁 @ 使 得 PB 具 
有 有 限 交 性 质 ， 且 关于 该 性 质 是 最 大 的 ; 即 没有 包含 人 的 具有 有 限 交 性 质 的 灸 . 

证 明 考虑 所 有 包含 G@ 且 具有 有 限 交 性 质 的 徐 所 构成 的 族 ， 这 个 族 是 以 包含 为 偏 序 的 . 根 
据 豪 斯 多 夫 最 大 原理 ， 存 在 一 个 极 大 线性 有 序 的 子 族 5. 令 3 为 了 中 簇 的 并 . 若 Bl ，…，B, 属 
于 B， 则 每 个 B, 属 于 某 个 eeE 了 ， 由 于 于 是 以 包含 为 线性 有 序 的， 这 些 簇 中 必 有 一 个 ex 包含 其 
他 答 ， 因 而 所 有 B; 都 属于 ee， 由 于 @ 上 其 有 有 限 交 性 质 ， 们 B; 隆 如 ， 因 此 2B 具有 有 限 交 性 质 . 
车 B83' 刁 8B 且 B 具 有 有 限 交 性 质 ， 则 B 包含 中 的 每 个 c<， 因 而 根据 了 的 极 大 性 它 必 须 属于 F. 因 
此 B83 是 这 样 集 簇 的 并 ， 其 中 一 个 是 2’ 的 并 ， 因 而 BCB，。 这 表明 3 关于 有 限 交 性 质 是 最 大 的 . 国 

13. 引 理 令 B 为 义 的 子 集 徐 ， 且 关于 有 限 交 性 质 最 大 ， 那 么 了 中 有 限 个 集合 的 每 个 有 限 
交 仍 然 在 B， 且 与 的 每 个 集 相 交 的 集合 还 属于 B， 

证 明 令 B 为 8 中 集合 的 有 限 交 所 组 成 的 徐 , 那么 B 是 一 个 具有 有 限 交 性 质 且 包含 3 的 
往 . 因此 根据 3 的 极 大 性 ，3 二 3. 

假定 集合 C 与 3 的 每 个 元 素 相交 .由 于 8B 包含 B8 中 每 个 集合 的 有 限 交 ， 这 就 得 到 BU{C) 具 


有 有 限 交 性 质 ， 根 据 极 大 性 BU{C} 二 3， 因 而 CE 3. 加 
14. 定理 ( 吉 洪 诺 夫 ) 令 (X ) 为 紧 拓 扑 空间 的 加 标 族 ， 那 么 积 空间 义 X, 在 积 拓 扑 下 是 
紧 的 . 


证 明 ( 布 尔 巴 基 ) 令 为 X 到 X, 的 映射 , 它 将 每 个 zEX 了 映 到 它 的 a 重 坐 标 ， 那么 形 如 

A-!'[O.] 的 集合 的 有 限 交 所 构成 的 集合 ， 其 中 O, 在 X。 开 ， 构 成 X 的 拓扑 的 一 个 基 NN. 

令 @ 为 具有 有 限 交 性 质 的 X 的 任意 闭 子 集 秘 ， 且 令 3 为 包含 @ 且 关于 有 限 交 性 质 最 大 的 集 
簇 (不 必 闭 )， 令 及 为 形 如 zx.[B]， 其 中 BE 3 的 X, 的 子 集 驴 ， 那么 8, 具有 有 限 交 性 质 ， 且 根 
据 X, 的 紧 性 ， 可 以 选取 一 个 点 r, 属于 人 [0B)]， 即 点 x 是 每 个 合 六 [LB] 的 闭 包 点 . 令 z 
为 X 中 的 点 ， 其 a 重 坐标 是 二 

对 于 某 个 w 和 某 个 属于 X。 的 使 得 z+.E O, 的 开 集 O,， 考 虑 形 如 x。![O,] 的 集合 S$， 由 于 对 
于 每 个 BE3，z 是 元 [B] 的 闭 包 点 ， 集 合 S 必须 与 8 中 的 每 个 B 相交 .根据 引 理 13， 我 们 必 
须 有 SE3.X 的 拓扑 基 N 中 每 个 包含 zx 的 集合 就 是 这 种 形式 集合 的 有 限 交集 ， 根 据 引 理 13 它 
必须 属于 2， 令 下 为 属于 3 的 闭 集 ， 那 么 下 与 每 个 使 得 zEN 的 NEN 相交 ， 因 此 ，x 是 下 的 
闭 包 点 ， 因 而 属于 F， 所 以 z 属于 @ 中 的 每 个 集 ，@ 具 有 非 空 交 . 国 
习题 
13、R" 的 每 个 闭 有 界 集 是 紧 的 . 

14. 不 用 选择 公理 证 明 ， 若 X 紧 且 了 是 闭 区 间 ， 则 XXI 是 紧 的 . [提示 : 令 灿 为 XXI 的 开 覆 
赣 ， 且 考虑 使 得 对 于 每 个 :二 1， 集合 XX[0，!] 可 被 ,中 有 限 个 集合 覆盖 的 最 小 4E 工 
用 久 的 紧 性 证 明 义 X[0， 幻 也 可 被 册 中 的 有 限 个 集合 覆盖 ， 且 车 :< 1， 则 对 于 某 个 >i， 
XXX[0， 可 被 由 中 的 有 限 个 集合 覆盖 . ] 

15. 证 明 可 数 个 序列 紧 空间 的 积 是 序列 紧 的 ，[ 车 (zx,) 是 乘积 中 的 序列 ， 选 取 子 序列 (z)， 其 
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第 一 个 坐标 收敛 ， 选 取 该 序列 的 子 序列 (zx) 其 第 二 个 坐标 收敛 ， 如 此 等 等 ， 则 “对 角 的 ” 序 
列 《z*) 在 积 空 间 收 敛 . ] 

16. 单位 区 间 的 乘积 及 称 为 (广义 ) 立 方 体 ， 证 明 每 个 紧 豪 斯 多 夫 空间 X 同 胚 于 某 个 立方 体 的 
闭 子 集 .[ 令 为 和 上 的 连续 实 值 函数 和 能， 其 函数 值 属 于 [0，11]. 令 Q= 欠 了 那么 久 映 
上 Q 的 将 xz 映 到 其 了 重 坐 标 是 f(x) 的 点 的 映射 g 是 一 对 一 旦 连续 的 . ] 

17. 令 Q= 及 为 一 个 立方 体 ， 且 令 为 Q 上 的 连续 实 值 函数 ， 那 么 ， 给 定 e>0， 存 在 一 个 Q 上 
的 连续 实 值 函 数 8， 使 得 | f 一 g | <s 且 g 仅 有 有 限 个 坐标 . [提示 : 用 有 限 个 长 度 为 s 的 
区 间 覆 盖 了 的 值 域 ， 且 考察 这 些 区 间 的 逆 像 . ] 


9.4 局 部 紧 空间 


对 于 拓扑 空间 X， 若 对 每 个 zxEX 存在 一 个 包含 x 的 开 集 O 使 得 O 是 紧 的 ， 我们 称 它 为 
局 部 紧 的 ， 因 此 X 是 局 部 紧 的 当 且 仅 当 具有 紧 闭 包 的 开 集 簇 构成 X 拓扑 的 一 个 基 .， 每 个 紧 空 
间 都 是 局 部 紧 的 ， 而 欧 几 里 得 空间 R" 却 是 一 个 局 部 紧 但 非 紧 空间 的 例子 . 
局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 依然 是 最 重要 的 拓扑 空间 之 一 ， 本 节 主 要 建立 有 关 它 们 的 一 些 基本 性 
质 ， 本 章 后 几 节 的 主题 是 附加 了 其 他 假设 的 局 部 紧 空 间 行为 ， 第 13 章 则 进一步 讨论 有 关 这 些 
拓扑 空间 的 命题 .在 这 几 节 中 我 们 始终 假定 X 是 局 部 紧 与 豪 斯 多 夫 的 .° 

以 下 命题 提供 了 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 的 有 用 性 质 ， 我 们 首先 断言 X 上 存在 足够 多 的 实 值 
函数 ， 它 的 证 明 留 给 读者 (习题 18 与 19). 

15. 命题 令 开 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 X 的 紧 子 集 ， 那 么 存在 一 个 包含 民 的 开 集 〇 满足 
奋 紧 ， 给 定 这 样 一 个 集合 O， 和 上 存在 一 个 连续 非 负 函 数 ， 其 在 O 外 为 零 ， 在 天上 恒 等 于 
1 著 开 也 是 一 个 Gy， 可 以 取 在 民 上 < 1 

若 f 是 拓扑 空间 上 的 实 值 函数 ， 那 么 f 的 支撑 是 集合 {z: f(x) 关 0) 的 闭 包 ， 因 此 

supportf = {zr: f(r) A 0). 
对 于 和 上 的 实 值 函数 能 {g.) 和 覆盖 X 的 集 簇 {O,} ， 若 每 个 or 的 支撑 都 包含 于 某 个 O;， 则 


说 {ps} 从 属于 {0O.}. 
16. 命题 “ 今 {O, ) 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 和 上 的 紧 子 集 天 的 开 履 盖 ， 那么 存在 从 属于 
{OO,} 的 连续 非 负 实 值 函数 的 有 限 葵 (gpi， “", ga}, 使 得 在 天 上 


gu 二 gi 二 + 十 pr 二 1. 

证 明 令 OO 为 满足 KCO 的 开 集 ， 且 吕 紧 ， 对 于 每 个 x。 EK， 存 在 一 个 连续 实 值 函数 f: 
满足 f(zo) 二 1，0 志 fs 之 1 且 对 于 某 个 1，support fs CONO.， 对 于 每 个 zo。EO~K, 令 
gz 为 满足 gi (zo) 一 1，0 委 gm 委 1， 且 support gmC ~ 的 连续 实 值 函 数 .， 根据 O 的 紧 性 ， 
我 们 可 以 从 这 些 函 数 中 选取 有 限 个 有 ，…， 太 ，g1，*…，8ga， 使 得 这 些 函 数 在 其 上 取 正 值 的 集 
合 覆 盖 O， 设 


f= 2 f 


日 、 豪 斯 多 夫 分 离 公理 与 紧 性 的 组 合 是 如 此 有 用 ， 以 至 于 法 国人 ( 沿 歼 自 布尔 巴 基 ) 沿 用 术语 “ 紧 空间 ”来 表示 那些 紧 且 
豪 斯 多 夫 的 空间 ， 而 用 术语 “ 伪 紧 ”表示 那些 非 豪 斯 多 夫 的 紧 空间 . 
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8 一 2 8. 
那么 在 氏 上 />0，support fCO, 在 OO 上 f+g>>0, 上 在 KK 上 gg 二 0. 因此 f/(f 十 g) 连 续 且 
在 K 上 三 1l， 所 以 取 pg:==f/(f 十 g). | | 

可 以 修改 上 面 命题 的 证 明 ， 使 得 函数 w 是 满足 某 些 限制 条 件 的 函数 类 ， 比 如 当 X 为 可 微 
流 形 时 ， 它 取 为 可 微 函数 (见习 题 25). 

下 一 个 命题 是 完备 度量 空间 的 贝尔 定理 的 一 个 类 比 ， 其 证 明 留 给 读者 (见习 题 26). 

17. 命题 令 和 为 局 部 紧 空 间 且 {O,} 是 可 数 稠 密 开 集 徐 ， 那 么 门 O, 在 和 稠密. 

因此 每 个 局 部 紧 空 间 关 于 它们 自身 是 局 部 第 二 贝尔 范畴 ， 如 同 完备 度量 空间 ， 贝 尔 范 畴 理 
论 的 多 个 定理 都 适用 于 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 .我 们 只 叙述 这 样 一 个 后 面 将 用 到 的 结果 . 

18. 命题 令 义 为 局 部 紧 空间 . 若 D 是 一 个 包含 于 闭 集 的 可 数 并 集 吕 瓦 的 开 子 集 ， 那 么 它 
们 内 部 的 并 集 UF",。 是 一 个 稠密 于 O 的 开 集 . 

以 下 命题 和 系 刻画 了 局 部 紧 空 间 中 那些 自身 是 局 部 紧 的 子 集 ， 其 证 明 留 给 读者 . 

19. 命题 令 了 为 豪 斯 多 夫 空 间 的 稠密 子 集 ， 且 假定 了 的 子 空间 拓扑 是 局 部 紧 的 ， 那 
么 了 是 X 的 一 个 开 子 集 . 

20. 系 局 部 紧 率 斯 多 夫 空 间 X 的 子 集 Y 在 其 子 空间 拓扑 是 局 部 紧 的 当 且 仅 当 Y 是 一 个 
相对 于 YY 的 开 子 集 . 

若 X 是 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 ， 可 以 构造 一 个 新 空间 X* 如 下 : 添加 一 个 不 属于 和 的 单 点 w 
到 X， 且 取 X 的 开 子 集 或 X 紧 子 集 的 补 为 X* 的 开 集 . 那么 X* 是 紧 豪 斯 多 夫 空间 ， 且 X 到 
X* 的 便 同 映射 是 和 与 X* 一 {o} 之 间 的 同 胚 ， 空 间 X* 称 为 X 的 亚 历 山 德 罗 夫 单 点 紧 化 ， 且 w 
常常 称 为 X* 的 无 穷 远 点 . 

从 一 个 拓扑 空间 X 到 一 个 拓扑 空间 Y 的 连续 映射 了 称 为 适当 的 ， 若 对 于 每 个 紧 集 KCY， 
f-1[K] 是 一 个 紧 集 ， 从 一 个 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 X 到 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 Y 的 适当 映射 ， 恰 
好 是 那些 可 通过 将 X* 的 无 穷 远 点 映 到 Y' 的 无 穷 远 点 ， 而 被 延 拓 为 X* 到 Y" 的 连续 映射 广 的 
X 到 YY 的 连续 映射 . 

18. 令 X 为 局 部 紧 空间 ，K 是 它 的 紧 子 集 ， 证明 存 在 开 集 ODK 使 得 O 〇 是 紧 的 . [提示 : 对 于 

每 个 xEK， 存 在 一 个 包含 z 的 O, 使 得 0; 紧 ， 令 O 为 覆盖 天 的 这 些 O- 的 有 限 并 集 . 」 

19. a. 令 X 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 ， 且 K 是 一 个 紧 子 集 ， 那 么 六 上 存在 一 个 连续 实 值 函 数 在 
开 上 恒 等 于 1， 而 且 集 合 O= {x: f(x) 关 0) 有 紧 的 闭 包 . [提示 : 用 习题 16、 乌 雷 松 引 
理 和 命题 8. 3. ] 

. 证 明 命 题 15. 

20. a. 今 双 为 入 的 亚 历 山 德 罗 夫 单 点 紧 化 ， 证明 X* 中 那些 X 的 开 子 集 或 紧 子 集 的 补 集 构 成 

X* 的 拓扑 ， 即 两 个 这 样 集合 的 交集 和 任意 这 样 集 乌 的 并 集 仍然 是 一 个 这 样 的 集合 . 
证 明 X 到 子 空间 X" ~{w} 的 恒 同 映射 是 同 胚 的 . 

c: 证 明 X' 是 紧 的 且 是 豪 斯 多 夫 的 . 


二 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


. 证 明 R" 的 亚 历 出 德 罗 夫 单 点 紧 化 同 胚 于 R…: 的 一 个 球面 边界 . 

. 证 明 习 题 11 中 空间 X 的 单 点 紧 化 是 习题 12 中 的 空间 了. 

a. 令 OO 〇 为 紧 豪 斯 多 夫 空 间 的 开 子 集 ， 那 么 O 局 部 紧 . | 

b. 令 0 为 紧 豪 斯 多 夫 空间 X 的 开 集 ， 那 么 X 到 O 的 单 点 紧 化 的 映射 在 O 上 恒 同 ， 且 将 
X~-O 的 每 一 点 映 到 w 的 映射 是 连续 的 . 

令 久 和 YY 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 ，f 是 一 个 从 X 到 YY 的 连续 映射 ， 令 X" 和 YY’ 分 别 为 X 

和 YY 的 单 点 紧 化 ， 且 广 是 从 X"* 到 Y" 的 映射 ， 其 限制 于 X 为 上 ， 并 将 X“ 的 无 穷 远 点 映 

到 Y* 的 无 穷 远 点 ， 那 么 /是 适当 的 当 且 仅 当 广 连续 . 

a. 令 久 为 局 部 紧 空 间 . X 的 一 个 子 集 F 是 闭 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 闭 紧 集 天 ,开门 天 是 
闭 的 . 

b. 若 X 是 满足 第 一 可 数 性 公理 而 非 局 部 紧 的 豪 斯 多 夫 空间 时 ， 以 上 结论 正确 . 

令 了 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 X 上 的 实 值 连续 函数 族 ， 且 假定 了 有 以 下 性 质 ， 

i. 若 fEF 且 gE€F， 则 f+g€F. 

i 若 fEF 且 gEF， 则 f/gEF， 假定 support fC{x€EX: g(x) 尖 0). 

iii. 给 定 一 个 开 集 OCX 与 zEO,， 存在 FE 于 满足 Fr )=1，0 委 j/ 和 1， 且 
support fCO. 

证 明 若 要 求 w 属 于 了， 命题 16 的 结论 仍然 成 立 . 


TT 名 


. 证 明 命题 17. [提示 ， 利用 贝尔 定理 的 证 明 ， 其 中 用 有 限 交 性 质 代替 XX 的 完备 性 . j 
. 证 明 命 题 18. 

. 证 明 命题 19. 

. a. 证 明 局 部 紧 空间 的 闭 子 集 局 部 紧 . 


b. 证 明 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 的 开 子 集 是 局 部 紧 的 . 
c. 证 明 系 20. [提示 : 了 在 立 稠 密 . ] 


9.5 rr 紧 空 间 


与 c 


车 拓扑 空间 X 是 可 数 紧 集 复 的 并 ， 则 称 它 为 e 紧 . 在 局 部 紧 的 前 提 下 ， 有 一 些 其 他 性 质 
紧 等 价 . 

21. 定理 令 和 为 局 部 紧 索 斯 多 夫 空间 ， 那 么 以 下 命题 等 价 : 

i. 久 是 林 德 勒 夫 . 

让 X 是 o 紧 . 

iii.。 奉 在 开 集 序列 (O,) 满 足 品 , 紧 ，O,COsn 且 X=UO,. 

iv。 存在 适当 的 连续 映射 p: XX 习 (0，oo). 

诈 明 ”为 证 明 (iD 蕴 涵 (i) ， 易 见 X 被 闭 包 为 紧 的 开 集 覆盖 . 若 X 是 林 德 勤 夫 的 ， 我 们 有 


一 个 可 数 子 覆盖 {U,} ， 这 就 得 到 X= UD,. 


(0D 之 GiiD: 令 久 二 UK,， 其 中 K; 紧 , 令 O) 为 满足 D 紧 的 开 集 且 KiCO,， 通 过 令 0; 为 


满足 口 , 紧 并 且 包 含 紧 集 KU DO,_1 的 开 集 ， 递 推 地 定义 序列 (O,，， 那 么 (O,) 就 是 符合 要 求 的 
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序列 . 


Ga) 一 (iv): 令 gp 为 满足 在 O,-!，9, 三 1 且 supportpCO, 的 连续 实 值 函数 ， 令 


p= 5g,). 
那么 是 一 个 从 X 到 [0，ce) 的 适当 连续 映射 . 
Gy) 之 (:， 令 9 为 从 和 到 [0，co) 的 适当 映射 ， 那 么 X= UK,， 其 中 K, 一 g 1[[0,， nj]. 
由 于 是 适当 的 ， 因 此 天 , 紧 ， X 的 每 个 开 禾 盖 外 有 一 个 窗 盖 KK, 的 有 限 子 徐 ,那么 VL 二 


Uw 是 X 的 一 个 可 数 子 履 羡 . 喝 
满足 性 质 Gii) 的 序列 (O,) 称 为 X 的 一 个 穷 举 . 


30. 证 明 在 定理 21 的 证 明 中 所 构造 的 函数 p 连续 且 适 当 . 
31. 对 于 局 部 紧 度 量 空间 (X，p)， 若 对 于 某 个 ze 和 所 有 aE (0，ce)， 闭 球体 {z: poCz，zo) 委 

a} 是 紧 的 ， 我 们 说 它 是 适当 的 或 有 一 个 适当 的 度量 . 

. 令 (X，p) 为 适当 的 局 部 紧 度 量 空间 ， 那 么 一 个 子 集 K 是 紧 的 当 生 仅 当 它 既 闭 又 有 界 . 
每 个 适当 的 局 部 紧 度 量 空间 是 o 紧 . 

. 每 个 c 紧 且 局 部 紧 的 度量 空间 (X，p) 有 一 个 适当 的 等 价 度量 of ，[ 提 示 : 尝试 p' (zx，y) 一 
pCz， 十 | plz) 一 p(y) | ， 其 中 p 是 X 上 适当 的 实 值 函 数 . ] 

“9.6 仿 紧 空间 

我 们 说 拓扑 空间 X 的 子 集 秘 e 是 局 部 有 限 的 ， 若 每 个 zE XX 有 和 邻 域 U， 且 其 仅 与 e 的 有 限 
个 集合 相交 .以 下 引 理 ， 其 证 明 留 给 读者 ， 在 讨论 局 部 有 限 灸 时 很 有 用 ， 它 们 表明 这 样 的 秘 具 
有 一 些 有 限 饶 的 性 质 . 

22. 引 理 令 {E)}) 为 拓扑 空间 和 的 子 集 的 局 部 有 限 徐 ， 且 令 下 = UBE， 那 么 巨 = UE,. 

23. 引 理 令 { 酝 } 为 拓扑 空间 X 的 子 集 的 局 部 有 限 锥 ， 且 天 是 和 的 紧 子 集 ， 那 么 民 仅 与 
{ 书 } 中 的 有 限 个 集合 相交 ， 

一 个 拓扑 空间 X 称 为 仿 紧 ， 若 X 的 每 个 开 覆 盖 有 一 个 局 部 有 限 开 加 细 ， 

斯 通 的 一 个 著名 定理 曾 断 言 每 个 度量 空间 都 是 仿 紧 的 ， 有 兴趣 的 读者 可 参考 Mary Fllen 
Rudin[26] 的 一 个 合理 的 简短 证 明 . 本 节 我 们 在 局 部 紧 豪 斯 多 夫 拓 扑 空间 建立 仿 紧 性 与 一 些 其 
他 性 质 之 间 的 等 价 性 . 

在 开 覆 盖 的 情形 ， 一 个 有 时 会 与 局 部 有 限 相 混淆 的 概念 是 星 形 有 限 : X 的 一 个 子 集 簇 {EE} 
称 为 星 形 有 限 的 ， 若 每 个 EE 仅 与 该 簇 的 有 限 个 其 他 元 素 相交 ， 一 个 星 形 有 限 的 开 集 艇 是 局 部 
有 限 的 ， 但 是 下 面 的 例子 表明 ， 反 过 来 不 一 定 成 立 ， 令 0, 一 (n，co),，n 宕 0， 这 个 开 集 簇 是 
[1，co) 的 局 部 有 限 覆 盖 ， 但 不 是 星 形 有 限 的 . 

24. 命题 o 紧 的 局 部 紧 空间 是 仿 紧 的 . 

证 明 令 纪 为 X 的 开 覆 盖 , 且 令 (O,) 为 定理 21 的 (ii) 所 给 出 的 和 的 穷 举 ， 令 qu 为 形 如 
UN CO,,~0,_;) 的 集 徐 ， 那么 每 个 ,是 外 的 加 细 且 VW 覆盖 紧 集 K, 一 0O, ~~0,-1!， 因 此 存在 一 


5 包 
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个 覆盖 ,的 有 限 子 覆盖 %W. 由 于 XX 二 UK,， 此 簇 V 二 UW 覆盖 X 且 是 外 的 加 细 ， 所 以 对 于 某 
个 n， 每 个 zEX 属 于 开 集 O, ~O,-，， 但 这 个 开 集 仅 能 与 集 簇 路 中 的 4 个 相交 ， 由 于 每 个 
都 是 有 限 的 ，O, ~O,-; 仅 可 与 ?的 有 限 个 集合 相交 . 这 就 表明 VYV 是 局 部 有 限 的 . 图 
25. 命题 令 和 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 ， 那 么 以 下 陈述 等 价 : 
1 X 是 仿 紧 的 . 
ii. X 的 每 个 开 履 盖 有 星 形 有 限 开 加 细 . 
ii 和 是 o 紧 空间 的 直 并 . 
证 明 显然 ，(i) 之 (人 D， 反 之 ， 令 已 为 覆盖 X 的 开 覆 盖 . 由 于 X 是 局 部 紧 的 ， 外 有 一 个 
由 紧 闭 包 的 开 集 所 组 成 的 加 细 . 根据 仿 紧 性 ， 这 个 覆盖 有 一 个 局 部 有 限 加 细 Y， 由 于 Y 的 每 个 
成 员 有 紧 闭 包 ， 它 仅 能 与 Y 的 有 限 个 其 他 元 素 相 交 ， 久 些 Y 星 形 有 限 ， 
由 于 每 个 紧 局 部 紧 空 间 是 仿 紧 的 ， 且 仿 紧 空间 的 直接 并 是 仿 紧 的 ， 所 以 有 (ii 之 (GD 之 (iD， 
因此 接 下 来 仅 需 证 明 (i) 之 (ii). 为 此 ， 令 号 为 具有 紧 闭 包 的 开 集 X 的 星 形 有 限 覆 盖 .， 若 
中 中 存在 一 个 集合 的 有 限 链 U。，…，U，,， 使 得 x€EU6o， Ui 门 Uin1 了 名 且 yEU,， 设 zs 来 
定义 和 的 等 价 关 系 ， 令 {X.} 为 X 关 于 三 所 分 解 成 的 等 价 类 ， 那 么 X= UX.， 且 这 是 一 个 不 相 
交集 合 的 并 集 ， 给 定 <xEX， 令 V, 为 那些 可 用 已 中 的 ”上 1 个 或 更 少 元 素 的 链 与 x 连通 的 yEX 
所 组 成 的 集合 ， 那 么 每 个 V, 是 开 的 ， 且 因为 中 星 形 有 限 ， 每 个 V, 是 以 的 有 限 个 元 素 的 并 ， 也 
有 丈 CV,，， 因 此 包含 工 的 等 价 类 是 UV,， 因 此 是 c 紧 开 集 .， 所 以 和 是 vc 紧 集 的 直 并 . 国 
26. 系 一 个 连通 仿 紧 和 局 部 紧 空间 是 o 紧 的 . 
证 明 ”车 仅 存在 一 个 直接 被 加 元 ， 那 么 直 并 只 能 是 连通 的 . | 
习题 
32. 证 明 引 理 22. 
33. 证 明 引 理 23. 
34. a. 证 明 仿 紧 的 豪 斯 多 夫 空间 是 正则 的 . [提示 : 用 引 理 22 来 改变 习题 3 的 证 明 . ] 
b. 证 明 仿 紧 豪 斯 多 夫 空间 是 正规 的 . 
35. 局 部 紧 度量 空间 的 一 个 扩充 度量 o 称 为 适当 的 : 对 于 每 个 zuE X 和 每 个 aeE (0，ce)， 集 合 
{zx; p(z，z) 委 da} 是 紧 的 证明 一 个 局 部 紧 度 量 空间 仿 紧 当 且 仅 当 它 可 被 一 个 适当 的 扩充 
度量 所 度量 化 . 


9.7 流 形 


谈 到 n 维 流 形 ， 我 们 指 的 是 连通 的 豪 斯 多 夫 空 间 M， 该 空间 的 每 点 有 一 个 同 胚 于 R" 中 球 
的 邻 域 ， 有 时 也 将 此 表达 为 说 流 形 是 一 个 连通 的 局 部 欧 几 里 得 的 豪 斯 多 夫 空间 .根据 定义 ， 一 
个 流 形 具有 欧 几 里 得 空间 的 所 有 局 部 性 质 ， 特 别 地 ， 它 是 局 部 紧 与 局 部 连通 的 . 

每 个 同 胚 于 球 的 邻 域 称 为 一 个 坐标 邻 域 或 一 个 坐标 球 . 由 坐标 球 U 和 U 映 上 R" 的 球 的 同 
胚 p 所 组 成 的 一 个 对 (U，9) 称 为 一 个 坐标 图 ，9 称 为 一 个 坐标 映射 点 XEU( 在 R ) 在 9? 的 坐 
标 称 为 x 在 这 个 图 的 坐标 . 

以 下 定理 给 出 了 流 形 的 几 个 等 价 性 质 . 
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27. 定理 令 M 为 流 形 ， 那 么 以 下 陈述 等 价 ; 

i.M 仿 紧 . 

ii Mo 紧 . 

ii. AM 是 林 德 勒 夫 ， 

iv. M 的 每 个 开 履 盖 有 一 个 星 形 有 限 加 细 . 

v. M 存在 一 个 开 子 集 序列 (O,) 满 足 〇 0, 紧 ，O; COn 且 M= UO,. 

vi 存在 一 个 适当 的 连续 映射 p: M->[0，oo). 

vii. M 第 二 可 数 . 

证 明 由 于 M 是 连通 与 豪 斯 多 夫 的 ， 定 理 21、25 和 系 26 蕴涵 前 6 个 条 件 等 价 ” 对 于 任 

意 拓 扑 空间 ，(vii) 蕴 涵 (ii)， 另 一 方面 ， 假 设 M 是 林 德 惑 夫 ， 那 么 M 可 被 可 数 个 坐标 球 履 盖 ， 

且 每 个 坐标 球 具 有 可 数 基 ， 这 些 基 的 并 是 M 的 可 数 基 ， 因 此 对 于 流 形 ，(Gi 让 蕴涵 (vii). 国 
所 以 流 形 可 分 为 三 类 ， 紧 流 形 ; 满足 定理 27 的 一 个 条 件 ， 从 而 满足 其 所 有 条 件 的 非 紧 流 

形 ; 不 满足 定理 27 的 任何 一 个 条 件 的 流 形 ， 前 两 类 流 形 习惯 上 称 为 仿 紧 流 形 . 

谈 到 流 形 M 的 图 册 ， 我 们 指 的 是 使 得 {U.} 覆 盖 M 的 坐标 图 簇 {《U。，gp,，}。M 的 一 个 图 册 

称 为 可 微 图 册 ， 若 只 要 U, 站 Us 关 0， 每 个 映射 g。。qz' 是 pp[LU, 门 Uj 到 R” 的 可 微 映射 . 

令 M 为 具有 可 微 图 册 @ 的 m 维 流 形 ，N 为 具有 可 微 图 册 B 的 n 维 流 形 ， 从 M 到 NN 的 映射 

f 说 为 是 从 CM，Q@) 到 4M，B) 的 可 微 映 射 : 若 对 于 每 个 (U。，gp.)EQ@ 和 (Ve, gEByse°*f° 

ps! 是 集合 gsLU, 门 f [Vasjj] 上 的 可 微 映射 ,对 于 流 形 M 的 两 个 可 微 图 册 @ 与 9， 若 从 CM， 

Q@) 到 4M，B) 与 从 (M，B) 到 4M，Q@) 的 恒 同 映射 是 可 微 映射 我 们 称 这 两 个 可 微 图 册 等 价 . 

谈 到 M 上 的 可 微 结构 ， 我 们 指 的 是 可 微 图 册 的 等 价 类 ， 且 称 一 个 具有 可 微 结构 的 流 形 为 可 微 

流 形 ， 因 此 当 给 出 一 个 M 的 可 微 图 册 时 ， 就 给 出 了 一 个 流 形 M 的 可 微 结构 .而 从 一 个 可 微 流 

形 到 另 一 个 可 微 流 形 的 可 微 映射 概念 仅仅 依赖 于 它们 之 上 的 可 微 结构 ， 却 与 给 出 该 结构 的 特定 

图 册 无 关 . 

在 可 微 流 形 的 情形 ， 定 理 27CviD 中 的 函数 p 可 取 为 可 微 的 . 

36. 令 久 =( 一 1，1)U[2，3)， 通 过 取 所 有 开 区 间 Ca，5)CCX 和 所 有 形 如 (一 s， 0) U[L2，2 十 e]， 
0 一 e 二 1 的 集合 为 基 使 X 成 为 一 个 拓扑 空间 . 证明 和 是 一 个 非 豪 斯 多 夫 的 局 部 欧 几 里 得 
空间 . 

37. 有 些 作 者 不 要 求 流 形 连通 ， 那 我 们 就 称 这些 广 义 流 形 为 不 必 连 通 流 形 . 

a. 证 明 每 个 不 必 连 通 流 形 是 (连通 ) 流 形 的 直 并 . 
b. 修改 定理 27 的 陈述 以 描述 不 必 连 通 流 形 的 情形 . 

38. 物 尔 流 形 ， 令 X 为 其 元 素 是 开 右 半 平 面 〈( 即 {(z，y7》: z>>0)) 的 点 和 具有 非 负 斜 率 的 直线 
所 构成 的 集合 ， 直线 ! 的 斜率 和 y 截 距 分 别 写 为 双人 0) 和 AD 我 们 取 半 平面 的 开 圆 盘 和 
集合 

一 110 一 mo |<e,b(D) = 6b} U(Czy): | Cy— Bb) /rtmo [| 一 sz <e). 
定义 为 X 的 拓扑 基 . 
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a. 证 明 X 是 连通 豪 斯 多 夫 空间 ， 且 X 的 每 一 点 都 包含 于 同 胚 于 R* 开 子 集 的 开 集 (这样 
的 空间 称 为 二 维 流 形 或 曲面 ). 

b. 证 明 XC 或 任何 流 形 ) 是 局 部 紧 的 、 完 全 正则 且 满 足 第 一 可 数 公理 . 

c. 证 明 X 有 可 数 稠密 子 集 ， 但 不 满足 第 二 可 数 公理 ， 

d. 证 明 X 是 非 正 规 的 . 


“9.8 斯 通 - 切 赫 紧 化 


令 X 为 完备 正则 拓扑 空间 ， 了 为 X 上 满足 | /| 委 1 的 连续 实 值 函数 上 所 组 成 的 族 ， 若 我 
们 令 I=[ 一 1，1]， 那 么 根据 习题 8. 48，X 同 胚 于 集合 ECI?. 令 下 =E， 由 于 1 是 紧 豪 斯 多 
夫 空 间 ， 那 么 集合 下 是 紧 豪 斯 多 夫 空间 ， 若 将 X 与 已 视 为 等 同 ， 我 们 有 X 是 下 的 一 个 稠密 开 
子 集 ， 空间 下 称 为 X 的 斯 通 - 切 赫 紧 化 ， 记 为 A(X)， 我 们 用 以 下 命题 来 概括 它 的 一 些 性 质 . 

28. 命题 令 义 为 完备 正则 拓扑 空间 ， 那 么 存在 惟一 的 紧 率 斯 多 夫 空 间 BC(X)， 它 满足 以 
下 性 质 ; 

i. 室 间 詹 是 BC(X) 的 一 个 稠密 子 集 . 

ii, X 上 每 个 有 界 连 续 实 值 函 数 可 延 拓 为 B(X) 上 的 一 个 连续 函数 ， 

iii, 车 六 是 紧 豪 斯 多 夫 空间 了 的 稠密 开 子 集 ， 则 惟一 存在 将 B(X) 映 上 了 的 连续 映射 9p， 
使 得 对 所 有 zEX，p(CZ) 一 工 . 

车 局 部 紧 ， 那 么 X 是 B(X) 的 一 个 开 子 集 . 
39. 证 明 命题 28: 
a. 若 了 是 X 上 的 有 界 连 续 实 值 函数 ， 且 满足 | | 委 1， 则 /是 rr 在 X 的 限制 ， 且 xy 在 
BC(X) 上 连续 . 
b. 用 Y 了 是 1 的 子 集 这 一 事实 证 明 (Giii)， 这 里 G 是 Y 上 满足 | g | 委 1 的 连续 函数 g 所 组 成 
的 空间 . 
c. 证 明 BCX) 在 以 下 意义 是 惟一 的 : 若 Z 是 另 一 个 具有 相同 性 质 的 空间 ， 则 存在 一 个 8(X) 
与 Z 的 同 胚 p， 使 得 对 所 有 的 XE X，9g(X) 王 蔗 . 
40. 令 久 和 YY 为 习题 11 和 12 中 所 出 现 的 空间 ， 证 明 BCX) 一 Y. 
41. 令 N 为 自然 数 集 ， 讨 论 8C(N)， 证明 N 的 序列 在 BCN) 收 敛 当 且 仅 当 其 在 N 收 合 ， 因 此 RCN) 
是 紧 的 但 非 序列 紧 . 


9.9 斯 通 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 


令 X 为 紧 豪 斯 多 夫 空间 ， 我 们 用 CCX) 表 示 X 上 的 所 有 连续 实 值 函 数 集合 .由 于 X 是 正 
规 的 ， 根 据 乌 雷 松 引 理 ，C(X) 存 在 足够 多 的 函数 分 离 点 ; 即 给 定 X 上 的 两 个 不 同 点 工 与 y， 
我 们 能 够 找到 CCX) 中 的 函数 使 得 f(z) 隆 f(y)， 由 于 常数 乘 于 连续 实 值 函 数 得 到 的 函数 是 连续 
的 ， 且 两 个 连续 实 值 函数 之 和 是 连续 的 ， 所 以 集合 CCX) 是 线性 空间 ， 若 我 们 定义 | 了 | 一 max 

| f(z) | ，CCX) 就 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 ， 若 我 们 设 pC(f，g) 二 /一 gi ， 则 CCX) 成 为 一 个 度 
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量 空间 .作为 一 个 度量 空间 ，C(X) 是 完备 的 . 

空间 CC(X) 也 有 一 个 环 结构 ，CCX) 中 两 个 函数 上 和 g 的 乘积 fg 仍然 属于 CCX).， CC(X) 的 函数 
所 构成 的 线性 空间 A 称 为 一 个 代数 ， 若 A 中 两 个 元 素 的 乘积 仍然 在 A 中 . 因此 若 对 于 A 中 任何 两 
个 函数 f 和 g， 以 及 任何 实数 4a 和 26， 我 们 有 af 证 bg 属于 A 与 fg 属于 A， 则 A 是 一 个 代数 . 和 上 
的 一 个 函数 族 A 称 为 分 离 点 ， 若 给 定 X 的 两 个 不 同 点 x 和 y， 存 在 一 个 A 内 的 f 使 得 f(x) 关 
f(y).， 本 节 我 们 研究 CCX) 的 闭 子 代 数 ， 且 证 明 若 A 是 CC(X) 的 一 个 子 代数 ， 且 分 离 点 ， 包 含 
常 值 函 数 ， 是 闭 的， 那么 A=C(X). 

空间 C(X) 还 有 一 个 格 结构 : 若 f 和 g 属于 CC(X)， 则 函数 (fA g) (zx) 二 min[L f(z)， 
g(x)] 和 函数 (fVg) (zx) 二 max[ f(x)，g(z)j 也 属于 CCX)， CCX) 的 子 集 L 称 为 一 个 格 ， 若 对 
于 每 对 属于 工 的 函数 /和 g, 也 有 JVg 和 fA 人 g 属于 L.， 通过 先 研 究 函 数 的 格 再 来 讨论 
C(X) 的 子 代数 是 很 方便 的 ， 以 下 命题 可 认为 是 迪 尼 定理 的 一 个 推广 : 

29. 命题 令 工 为 紧 空 间 X 上 的 连续 实 值 函数 格 ， 且 假定 如 下 定义 的 函数 瑚 

h(x) 一 inff (Cz) 

是 连续 的 ， 那 么 ， 给 定 e>0， 存 在 属于 上 的 g 使 得 对 于 所 有 属于 XX 的 x，0<g(7) 一 h(x)<e. 

证 明 ”对 每 个 属于 XX 的 zx， 存在 一 个 属于 工 的 函数 f.， 使 得 f.(x) 二 h(xz) 十 e/3. 由 于 
和 hh 是 连续 的 ， 存 在 一 个 包含 z 的 开 集 O 〇 ;使 得 


| PCy) 一 广 (z) | 到 村 以 及 | hCy)— h(xz) |<3 
对 所 有 yE O; 成 立 ， 因 此 对 于 所 有 yEO.， 广 (y) 一 上 Cy)<s， 现 在 集合 0; 覆盖 XX， 根据 紧 性 ， 


存在 它们 中 的 有 限 个 集合 ， 比 如 说 {0 ，…，0O, } 和 覆盖 X. 令 g==f: 人 f:, 入 … 人 f:,， 那 么 
gEL， 且 给 定 yE XX 我 们 可 以 选择 i 使 得 >EO- ， 这 就 得 到 
gy) 一 py) fry) —h(y) < e. 图 


30. 定理 令 义 为 紧 空 间 ， 上 为 满足 下 列 性 质 的 外 上 的 连续 实 值 函数 格 : 

i 工分 离 点 ; 即 著 天 y， 存 在 一 个 fEL 使 得 A(z) 关 f(y). 

ii. 车 fEL， 且 Cc 是 一 个 任意 实数 ， 则 cf 和 c 十 f 也 属于 LL. 
那么 给 定 X 上 任意 连续 实 值 防 数 有 和 任意 e 汪 0， 存 在 函数 gEL 使 得 对 所 有 x+EEX， 

OZg(r)—h(r) < es. 

在 证 明 命题 之 前 ， 我 们 首先 建立 两 个 引 理 . 

31. 引 理 “ 令 荆 为 紧 空 间 X 上 的 实 值 函 数 族 ， 且 满足 命题 30 的 性 质 ( 人 和 (iD ， 那 么 给 定 任何 两 
个 实数 a 和 5， 以 及 由 六 的 不 同 点 所 组 成 的 对 工 和 y， 存 在 一 个 fEL 使 得 f(x) 一 a、f(y) 二 b. 

证 明 令 g 为 L 中 的 函数 使 得 g(rz) 隆 gC(y). 令 


f= a—b bg (Xx) — ag (y) 
ra 二 gCyJ8 g(CZz) 一 gBCy) 
那么 根据 性 质 (ii)，fEL 且 f(x)==a,， f(y)=b. 图 


32. 引 理 令 工 为 命题 30 给 出 的 上 ， 令 a 和 为 满足 a<b 的 实数 ， 下 是 X 的 一 个 闭 子 集 ， 
户 为 不 在 下 中 的 点 ， 那 么 存在 上 的 唱 数 使 得 f 之 a，f(p) 一 a 且 对 于 所 有 xzEF,，f(7)>b. 
证 明 根据 引 理 31， 对 于 每 个 <E 开 我 们 可 以 选择 ， 函 数 /使 得 f.(p)=a 且 广 (z) 二 01 
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令 0. 二 {y: f(y) 之 5}， 那 么 集合 {O.} 窗 盖 下 ， 且 由 于 下 是 紧 的 ， 存 在 有 限 个 {0 ，…，O- } 
覆盖 F. 令 f 王 fs V…Vf,， 那 么 fEL，f(p)==a, 在 上 f/f>b， 若 用 fVa 代替 f， 也 有 
在 X 上 ff 之 a. | 


命题 30 的 证 明 由 于 工 非 空 ， 根 据 (iD) 常 值 函 数 属于 工 .给 定 gEC(CX)， 令 志 一 (FF， f€ 
工 且 />g)， 著 能 证 明 对 于 每 个 PEX， 我 们 有 g(p) 一 inf f(p)，fEL 那么 命题 30 即 可 由 命 
题 29 得 到 ， 选 取 一 个 正 实数 7 由 于 & 是 连续 的 ， 集 合 

F= {rz:g(7z) 守 g(p)++D) 

是 闭 的 ， 由 于 X 是 紧 的 ，g 在 X 上 有 界 ， 比 如 说 它 以 M 为 界 . 根据 引 理 32， 我 们 可 以 找到 一 个 
函数 fE 工 ， 使 得 / 祖 g《p) 十 7，f《p) 一 g(P) 十 y， 且 在 下 上 f(z)>>M.， 因为 在 下 上 g<g(p) 十 % 
所 以 有 在 X 上 g 二 f. 因此 f€EL ,上 且 fb) 委 gg(b) 十 7 而 7 是 任意 的 正 数 ， 我 们 有 g(p) 一 
inff(p),fEL. | 

33. 引 理 ”给 定 e>0， 存 在 一 个 单 变 量 多 项 式 P， 使 得 对 于 所 有 sE [一 1， 世 有 | PCs) 一 | s <e. 


证 明令 人 ct 为 (1 一 Di2 二 项 展开 所 得 到 的 级 数 ,该 级 数 在 区 间 [0, 匡 关于 一致 收 伐 ， 


因此 ,给 定 s > 0, 我 们 可 选取 N 使 得 对 于 所 有 上 E [0,1], 有 
| (DR Q(t |<e， 


N 
其 中 Qv= > ov", 令 P(3) 二 Qnr(1 一 了 ), 那么 卫 是 :的 一 个 多 项 式 , 且 对 于 s€ [一 1, 1j， 


| | 一 PC) | <e. 国 

34. 定理 (斯 通 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) 邻 义 为 紧 室 间 ，A 是 和 上 分 离 X 的 点 且 和 包含 常 值 函 数 的 
连续 实 值 函 数 所 构成 的 代数 ， 那 么 给 定 X 上 任意 连续 实 值 函 数 让 和 任意 ge 盖 0， 存 在 A 中 的 函 
数 g， 使 得 对 于 所 有 属于 站 的 x， 有 | 8g(z) 一 F(z) | <e， 换言之 ， A 是 C(X) 的 一 个 稠密 
子 集 . 

证 明 令 互 表示 A 作为 CC(X) 子 集 的 闭 包 ， 因 此 A 由 定义 在 X 上 且 为 A 中 函数 序列 一 致 
极限 的 那些 函数 组 成 ， 容 易 证 明 A 本 身 就 是 X 上 连续 实 值 函数 的 代数 .该 定理 等 价 于 说 A= 
CC(X)， 若 我 们 能 证 明 瑟 是 一 个 格 点 ， 则 这 个 结论 可 由 命题 30 得 到 . 令 fEA 且 | 在 委 1， 那 么 给 
定 e>0， | | 一 PO 1 <es， 其 中 也 是 由 引 理 33 所 给 出 的 多 项 式 ， 由 于 A 是 一 个 包含 常数 的 代 
数 ，P(f) eA， 且 由 于 瑟 是 CC(X) 的 闭 子 集 ， 我 们 有 | f 1 EA， 若 现在 f 是 A 中 的 任意 函 
数 ， 则 f/ 由 了 中 的 范 数 为 1， 因 而 f/f 属于 和 ,因此 | 了 | 也 属于 A. 所 以 五 包含 A 中 每 
个 函数 的 绝对 值 ， 但 


J VE 一 十 Cf 十 四 十 于 17 一 | 

且 
太 Ag 一 工 (F 二 四 一 开 1 一 8 | 
8 5 8 7 B81. 


因此 去 是 一 个 格 点 且 根 据 命题 30 它 必 须 是 CCX). 是 
35. 系 在 R" 中 ， 闭 有 界 集合 X 上 的 每 个 连续 函数 可 被 多 项 式 (坐标 ) 一 臻 逼近 . 
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证 明 坐标 函数 中 所 有 多 项 式 的 集合 是 一 个 包含 常数 的 代数 .由 于 坐标 天数 对 所 给 R" 中 


的 不 同 点 取 不 同 的 值 ， 所 以 它 分 离 点 ， 因 此 定理 34 适用 . LJ 


42. 令 f 为 R 上 周期 为 2x 的 连续 实 值 函 数 ;， 即 f(z 十 2x) 二 f(z). 证 明 ， 给 定 se>0， 存 在 一 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


个 如 下 给 出 的 有 限 傅立叶 级 数 p，p(z) 一 ao 十 >， (a cosnz 十 6b, sinnx)， 使 得 对 于 所 有 的 
ZX， | p(x) 一 f(x) | <e. [提示 : 注意 周期 函数 实际 上 就 是 定义 在 单位 圆周 上 的 函数 ， 且 


COS mx COS nz 一 去 {cos(m 十 nD)zx 一 cos(m 一 1)) ， 等 等 . ] 


令 A 为 紧 空 间 X 上 连续 实 值 函 数 构成 的 代数 ， 且 假设 A 分 离 X 中 的 点 ， 那 么 或 者 A 一 

CCX)， 或 者 存在 一 点 pEX 且 A={f: fECCX)，f(p) 二 0}. [提示 : 车 1€EA， 我 们 已 

完成 证 明 ， 若 3 f/f€ A， 其 无 处 等 于 零 ， 那 么 1€A， 若 对 于 每 个 z€EX， 存 在 一 个 f/fEA 满 

足 f(z) 关 0， 那么 3 gE A 满足 g 之 0 处 处 成 立 . ] 

令 了 为 紧 豪 斯 多 夫 空间 X 上 的 实 值 连续 函数 族 ， 且 假定 了 分 离 X 中 的 点 ， 那 么 X 上 每 个 连 

续 实 值 函 数 可 被 了 的 有 限 个 函数 的 多 项 式 一 致 副 近 . 

a. 令 义 为 拓扑 空间 ，A 为 X 上 的 实 值 连续 函数 集合 . 若 对 于 所 有 fE€A, f(x) 王 f(y)， 
则 定义 x 三 y， 证 明寺 是 一 个 等 价 关系 . | 

b. 令 革 为 = 的 等 价 类 集合 ， 且 p 是 XX 到 芳 的 自然 映射 证 明 对 于 每 个 fE A， 惟 一 存在 
多 上 的 实 值 函数 了 使 得 /一 f。y. 

c. 令 社 具有 由 这 些 了 所 生成 的 弱 拓 扑 ， 那么 9 是 连续 的 . 

d. 车 久 紧 的 ， 则 久 也 是 紧 的 ， 且 (b) 中 的 函数 了 是 连续 的 . 

e. 令 义 为 紧 空 间 ， 且 A 为 C(X) 中 包含 常 值 函 数 的 闭 子 代数 ， 那 么 存在 紧 豪 斯 多 夫 空间 又 
和 一 个 义 映 上 文 的 映射 p， 使 得 A 是 形 如 了 。g 的 所 有 函数 了 的 集合 ,其 中 了 ECCX). 

令 久 和 YY 为 紧 空 间 ， 那么 对 于 XXY 上 每 个 连续 实 值 函数 f 和 每 个 。 汪 0， 我 们 能 找到 XX 

上 的 连续 实 值 函数 g, ，…，g, 和 Y 上 的 连续 实 值 函数 hh, ，…，h,， 使 得 对 于 每 个 (t+，y) € 

又 XY， 有 


| Acz,y) 一 DJ gi hy) |<e. 
魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 说 的 是 定义 在 R" 立方 体 上 的 连续 函数 可 被 多 项 式 一 致 晕 近 ， 该 定理 可 被 
通 近 多 项 式 的 积分 公式 直接 证 明 9. 通过 证 明代 数 @ 内 范 数 为 1 的 函数 给 出 了 X 到 无 穷 维 立 
方 体 XX (I/: fEQ@，fii=1} 的 映射 , 证 明 这 个 特殊 情形 蕴涵 一 般 的 斯 通 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定 
理 ， 用 铁 策 扩张 定理 和 习题 17 证 明 ， 每 个 X 像 上 的 连续 函数 可 被 (有 限 个) 坐标 函数 的 多 项 
斯 通 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 给 出 了 关于 连续 函数 的 代数 逼近 的 精确 信息 ， 一 个 自然 的 问题 是 
可 被 连续 实 值 函数 环 副 近 的 函数 性 质 ， 也 就 是 说 ， 若 不 再 规定 是 否 可 乘 任意 实数 .以 下 三 


”例如 ， 见 R. Courant and D. Hilbert, Mathematische Physik, Bd. I(Berlin: Springer-Verlag, 1931)，55-57 页 . 
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48. 


49. 


50. 


个 习题 是 有 关于 此 的 一 些 结果 . 
令 I 为 R 内 的 区 间 [ 一 1，1]，f 是 I 上 的 连续 实 值 函数 ， 使 得 f( 一 1)、f(0) 和 f(1) 是 整 


数 ， 且 f(1) 圭 f( 一 1)ymod 2， 那 么 给 定 s>0， 存 在 具有 整 系数 的 多 项 式 已 使 得 对 于 所 有 
XEI， 有 1 f(z) 一 P(xz) | <s， 提示 


a. 


= 


人 


TT 


TT 


令 9 为 如 下 定义 的 多 项 式 p (x) 一 + 十 x(1 一 2x) (1 一 zx)， 那 么 9 是 一 个 单调 递增 函数 ， 
其 不 动 点 是 0， 广 和 1 


. 选取 s>0， 那 么 p 的 某 个 和 迭 带 9, 是 一 个 具有 整 系数 ， 且 在 [0，1J 上 单调 递增 的 多 项 式 ， 


且 使 得 对 于 ze [e, 1e]，| g(x) 一方 | <e 


. 给 定 一 个 实数 a，0<<a 达 1 和 任意 e>0， 那 么 存在 具有 整 系数 的 多 项 式 y( 且 无 常数 项 )， 


使 得 在 L0，1] 0 三 g 志 1， 且 对 于 所 有 属于 Le，1 一 ej 的 +，| fT) a | <e. 


. 令 忆 为 具有 整 系 数 的 多 项 式 ， 且 假定 PC( 一 1)= 二 PC(0)= 二 PC(1) 二 0, 令 8 为 任意 实数 ， 那 


么 对 于 每 个 a>0， 在 [一 1，1] 上 BP 可 被 具有 整 系数 且 无 常数 项 的 多 项 式 在 误差 不 超过 
s 的 范围 内 逼近 . 


. 将 习题 的 陈述 归结 为 (d) 和 斯 通 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 
, 令 X 为 集合 ，R 为 X 上 的 实 值 函数 环 . 令 尺 为 那些 可 被 及 中 函数 一 致 逼近 的 所 有 实 值 


函数 环 . 若 f/fER, 且 sup | f(x) | < 1, 则 对 于 每 个 实数 c<，cf ER. 


. 令 X 为 紧 豪 斯 多 夫 空间 ，R 是 X 上 连续 实 值 函数 环 使 得 1ER， 且 对 于 每 个 由 不 同 的 


点 工 和 y 构 成 的 点 对 ， 存 在 尺 中 函数 f(z) 使 得 FGz) 天 f(y)， 且 对 于 所 有 zxE X， 
| f(z) | <1， 那 么 X 上 的 每 个 连续 实 值 函 数 可 被 尺 中 的 函数 一 臻 台 近 . 


. 习题 48 的 陈述 可 略 加 改进 ， 例 如 ， 我 们 可 以 取 区 间 7 为 包含 于 (一 2，V2) 的 任何 闭 区 


间 [ 在 上 上， 多 项 式 之 一 1 绝对 值 至 多 为 1， 运 用 习题 49b. | 


. 证 明 不 能 取 习 题 48 的 工 为 [一 2，2]. 


[提示 : 若 已 是 具有 整 系数 的 多 项 式 ， 则 
二 PO Ch £2 dx 
TJ-—2 

是 一 个 整数 . ] 
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第 10 章 巴 拿 赫 空间 


10.1 引言 


我 们 将 研究 被 同时 赋予 拓扑 结构 与 代数 结构 的 一 类 空间 ， 对 于 一 个 元 素 集合 X， 若 有 一 个 
XXX 到 X 的 函数 “十 "和 一 个 由 RXX 到 X 的 函数 “.”， 并 满足 下 述 条 件 ， 我 们 称 它 为 实数 
域 上 的 向 量 空间 (或 线性 空间 、 线 性 向 量 空间 ) : 

i. Z 十 y 一 > 十 并 . 

ii (Zz 十 y) 十 z 二 xX 十 (y 十 z)， 

iii. 存在 属于 XX 的 向 量 9 使 得 x 十 9 二 xz 对 于 所 有 属于 X 的 z 成 立 . 

iv. A(X 二 y)=Azx+Ay; AER, xX, yEX. 

v. A+tp) r=Artpr; 4, ER, EX. 

vi.ACUZ) 一 (ADZ A, LER, EX. 

Vil 0 * X=0, 1* X=X, 

我 们 称 “ 十 ”为 加 法 而 称 “。 ”为 数 乘 ， 应 该 注意 Gii) 中 定义 的 元 素 0 是 惟一 的 ， 这 是 因为 若 
9 也 具有 同样 性 质 ， 则 9=9 十 9 二 9 十 9 二 9， 元 素 ( 一 1)z 称 为 x 的 负 元 素 并 写 为 一 zx， 我 们 有 

并 十 (一 Z) 一 1 .xz 十 (一 Hz= (1 一 JJz 一 0.7z 一 0 

定义 在 向 量 空间 的 非 负 实 值 函数 ‖ | 若 满足 以 下 条 件 ， 我 们 称 它 为 一 个 范 数 ， 

i. | 并 上 一 0 例 Z 一 0 

i 外 z 二 > 委 上 zl 十 和 >， 

ii az = lal lzl. 

对 于 一 个 赋 范 向量 空 间 ， 若 定义 一 个 度量 o 为 p(z，y) = ‖ z 一 > 外 ， 它 就 成 为 一 个 度量 空间 . 
当 谈 到 赋 范 空间 的 度量 性 质 时 ， 我 们 指 的 是 这 个 度量 . 

若 赋 范 向 量 空间 在 这 个 度量 中 是 完备 的 ， 则 称 它 为 巴 拿 赫 空间 .第 6 章 中 给 出 了 已 拿 赫 空 
间 的 各 种 例子 ， 另 一 个 例子 是 紧 空间 X 上 的 全 体 实 值 连续 函数 构成 的 空间 CCX).， 这 里 我 们 重 
述 命题 6. 5， 且 注意 到 第 6 章 给 出 的 证 明 对 任何 赋 范 向 量 空间 仍 有 效 . 

1. 命题 一 个 赋 范 向 量 空 间 是 完备 的 当 且 仅 当 每 个 绝对 可 求 和 序列 是 可 求 和 的 . 

向 量 空间 X 的 非 空 子 集 S 是 一 个 子 空间 或 线性 流 形 ， 若 只 要 z 和 zz 属于 S, Aizi 十 hs 
属于 S. 若 S 也 是 X 的 一 个 闭 子 集 ， 则 它 称 为 一 个 闭 线性 流 形 .任何 线性 流 形 族 的 交集 是 一 个 
线性 流 形 。 因此， 给 定 X 中 的 一 个 集合 4 ， 总 存在 包含 A 的 一 个 最 小 线性 流 形 ， 我 们 通常 将 
这 个 流 形 记 为 {A}. 

若 A 是 X 的 任意 集合 ， 我 们 用 A 十 zx 表示 所 有 形 如 z 一 x 十 y，yE A 的 元 素 z 的 集合 ， 那 
么 集合 A 十 x 称 为 A 的 zx 平 称 ， 人 和 集合 44 是 所 有 形 如 Xz 的 元 素 的 集合 ， 其 中 xE A, 而 A+B 
是 所 有 形 如 z 十 y 的 元 素 的 集合 ， 其 中 之 属于 A 而 y 属于 B. 


1. 证 明 车 xz.>zx, 则 上 zs 一 让 z|， 
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[Se] 


. 两 个 范 数 站 。， 外 和 上 上。 上 称 为 等 价 ， 若 存在 一 个 正常 数 K 使 得 Kzxh 志 z1; 专 


K zl， 车 两 个 范 数 等 价 ， 则 由 它们 导出 的 度量 一 致 等 价 ， 证 明 习 题 7. 10b 中 引入 的 关于 
R" 的 度量 是 由 关于 R" 的 范 数 导出 的 ， 且 这 些 范 数 都 是 等 价 的 . 


. 证 明 “ 十 ?是 从 XXX 到 X 的 连续 函数 且 ”。 ”是 从 RXX 到 XX 的 连续 函数 . 
. 证 明 一 个 非 空 集合 M 是 线性 流 形 当 且 仅 当 MTM 一 M 且 对 于 每 个 *,， XM 一 M. 


5. a. 证 明 一 族 线性 流 形 的 交集 是 线性 流 形 . 


Co 


10. 


12. 


b. 证 明 存在 一 个 包含 给 定 集合 4 的 最 小 线性 流 形 {A). 
c. 证 明 {A} 由 所 有 形 如 和 zi 十 … 十 Az。, 的 有 限 的 线性 组 合 组 成 ， 其 中 zx;€ A. 


.a. 若 M 和 NN 是 线性 流 形 ， 则 M 十 N 也 是 线性 流 形 ， 且 M 十 N= {MUN). 


b. 车 M 是 线性 流 形 ， 则 M 也 是 线性 流 形 . 


. 证 明 [0，1] 上 的 所 有 多 项 式 组 成 的 集合 P 是 CL0，1] 的 一 个 线性 流 形 ， 它 是 闭 的 吗 ?给 出 


CL0O，1] 中 闭 线性 流 形 的 例子 . 


. 对 于 线性 流 形 M， 若 存在 有 限 个 元 素 x1 ，…，z, 使 得 MM 一 {x1，…，zxs)}， 我 们 说 它 为 有 限 


维 ， 证 明 赋 范 向 量 空间 X 的 每 个 有 限 维 线性 流 形 必 定 是 闭 的 . 


. 令 S 为 中 心 在 9 半径 为 1 的 球体 ， 即 5 二 {x: | zl <1)， 证 明 S 是 开 的 且 


5= {zx;: lzrl el). 
我 们 称 S 为 开 单位 球面 (或 球 )，5 为 闭 单位 球面 (或 球 ). 
车 定义 在 向 量 空 间 X 上 的 非 负 实 值 函数 上 目 满 足 上 1z+y1 科 jzl 十 1 >| 且 Tazxil = 
ja | | x 中 ， 则 称 它 为 拟 范 数 ， 证 明 由 上 x 一 y 1 二 0 定义 的 关系 x 二 > 是 与 加 法 和 数 乘 相 
容 的 等 价 关系 ， 即 若 z 三 y, 则 上 zx = 上 y|. 令 XX 为 X 在 三 下 的 等 价 类 的 集合 ， 阁 我 们 
定义 wz' 十 py 为 包含 az 十 py 的 (惟一 ) 等 价 类 ， 其 中 zEz，2>Ey， 且 对 于 XEx 定义 
jz = zl ， 则 XX 变 成 一 个 赋 范 向 量 空间 .将 X 映 上 X' 的 映射 p 将 X 的 每 个 元 素 映 
入 它 所 属 的 等 价 类 X'， 该 映射 p 是 和 上 映 上 X 的 同 态 ( 称 为 自然 同 态 ).， 9 的 核 是 什么 ? 用 
[0，1j 上 的 L? 空间 说 明 这 个 过 程 . 


. 令 X 为 赋 范 线性 空间 (具有 范 数 | | ) 且 M 是 X 的 线性 流 形 .证 明 上 z= inf ez 一 m1 


定义 了 和 X 上 一 个 拟 范 数 ， 令 X' 为 由 X 导出 的 赋 范 线性 空间 且 拟 范 数 上。 小 用 命题 10 描 
述 的 过 程 得 到 ， 从 和 上 映 上 X' 的 自然 映射 p 的 核 为 夺 ， 证 明 p 将 开 集 映 和 人 开 集 .空间 X' 通 
常 记 为 X/ 证 有 上 且 称 为 X 模 MM 的 高 空间 ， 

证 明 若 X 是 完备 的 且 M 是 X 的 一 个 闭 线 性 流 形 ， 则 X/M 也 是 完备 的 . [提示 : 用 命 
题 1.1 


10.2 线性 算 子 


入 是 向 量 空间 X 到 向 量 空间 Y 的 映射 ， 如 果 对 于 所 有 属于 XX 的 xz， 和 xs 和 所 有 实数 m 和 


az 有 


A(aizl 十 azTz) = aAzi 十 azArzrs 


我 们 称 它 为 线性 映射 、 线 性 算 子 或 线性 变换 若 X 和 了 是 赋 范 向 量 空间 ， 我 们 称 一 个 线性 算 
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子 A 有 界 ， 若 存在 常数 M 使 得 对 所 有 的 x 有 1 4z1 委 Mizl|， 我 们 称 这 个 M 的 最 小 值 为 A 
的 范 数 且 将 它 记 为 上 A. 因此 


上 AI 上 4z | 


一 Sup 
TEX 


工 关 0 


由 于 Alaz)==aA x， 我 们 也 有 
141 = sup lAzl = svp lAzrl. 

从 和 到 站 的 有 界线 性 变换 4 称 为 X 与 了 之 间 的 同 构 ， 车 存在 Y 到 X 的 有 界线 性 变换 B 使 得 
AB 是 Y 上 的 恒 同 映射 且 BA 是 X 上 的 异同 映射 以 下 命题 将 线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 的 概 
念 联系 起 来 . 

2. 命题 一 个 有 界线 性 算 子 是 一 致 连 续 的 .车 一 个 线性 算 子 在 一 点 连续 ， 则 它 是 有 界 的 . 

证 明 假设 A 有 界 ， 那 么 

| Azi—Azrs| AN. lzr—zl <e 

对 于 所 有 X 中 满足 xi 一 zs 有 过 e/ 有 A 的 x 和 zs 成立， 因此 A 一 致 连续 . 

现在 假设 线性 算 子 A 在 x。 连 续 ， 那 么 存在 一 个 S>0 使 得 对 所 有 使 得 ez 一 zo < 的 工 ， 
Az 一 Azo ‖ 二 1， 对 于 关中 的 任意 满足 z 关 9 的 zx， 设 包 二 mz/ ze ， 其 中 0 二 7<8， 那 么 


TT Aw = A(w+ zo) — A(zro) 


TT lA = 1AWwte) A) <1, 


由 于 上 ww 十 zo 一 zo 上 有 二 上 wt = 二 7y<5， 相 应 地 ， 上 Az 十 zL 且 A 有 界 . . 时 
3. 命题 ”所 有 赋 范 向 量 空间 和 到 巴 拿 赫 空间 了 的 有 界线 性 算 子 构成 的 空间 也 自身 是 一 个 
巴 拿 赫 空 间 . 
证 明 若 A 与 B 属于 B， 我 们 定义 aA 二 BB 为 (aA 十 8B)zx 二 aAzx 十 BBzx; 容易 看 出 它 是 一 
个 线性 算 子 .现在 


AN = sup, 12Az =Ial syp,l Arl 一 AL14I 
且 
14+BI = sqp lAr+Bzl < syp, CAI + lB SIAL+IBI. 
因此 任何 两 个 有 界线 性 算 子 的 线性 组 合 仍 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 若 | A 1 一 0， 则 
1Azl < 14A1 lzl =0, 


因而 Az=0 因此 1 41 =0 仅 对 算 子 0 成 立 ， 其 将 每 个 工 映 到 9， 因此 | | 满足 一 个 范 数 的 所 
有 要 求 ， 我 们 仅 需 证 明 车 Y 是 完备 的 则 3 也 是 完备 的 ， 

令 (A,) 为 3 中 的 柯 西 序 列 ， 对 于 每 个 zEX 我 们 有 1 Asz 一 Az1 委 14 一 Al zl， 
因而 (Asx) 是 Y 中 的 一 个 柯 西 序列 且 必 须 收 敛 于 Y 中 的 元 素 y， 我 们 称 这 个 元 素 为 Az. 根据 
Az 的 定义 ，AGQz)=AAz 且 A(zi 十 Zi) 一 Azi 十 Ax;. 

为 证 明 线性 算 子 A 有 界 ， 我 们 观察 到 ， 给 定 e>0， 存在 一 个 整数 N 使 得 对 于 所 有 mm， 之 
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N 有 A, 一 A | < 二 e， 因 此 对 于 所 有 n 之 N 有 A, | < 一 1 Aw | 二 es， 因而 


1 Az =limlAzl (Avl| +e lzrl. 


因此 A 有 界 ， 对 于 每 个 属于 X 的 z 我 们 有 


[Axz—Azl= limlAzr— A,rl 


<mlA— Al 1zl 


<elzl 
因此 对 n>N， 
1A.—Al = svp | (4,—Azl se 
因此 A, 一 A 且 B 是 完备 的 . 图 


13. 
14. 


15， 


16. 


10. 


证 明 若 A, 一 A 和 且 x,->T， 则 A,z. 一 Azx. 

算 子 A 的 核 是 集合 {zx: Ax 二 0). 证明 一 个 线性 算 子 的 核 是 一 个 线性 流 形 且 一 个 连续 算 子 

的 核 是 闭 的 . 

a. 令 久 为 赋 范 线性 空间 且 M 为 闭 的 线性 流 形 ， 那么 从 立 映 上 X/M 的 自然 同 态 p 的 范 数 
为 1. 

b. 令 久 和 YY 为 赋 范 线性 空间 ，A 是 从 X 到 YY 的 有 界线 性 算 子 ， 其 核 为 M， 那 么 惟一 存在 
从 X/M 到 YY 的 有 界线 性 算 子 B 使 得 A 王 B。p， 而 且 ，1A4A1=181. 

令 X 为 度量 空间 ， 且 令 了 为 由 X 上 的 在 一 个 固定 点 zuEX 消失 并 对 其 个 M (依赖 于 记 满 

足 | f(z) 一 f(y) | 科 MoCz，y 的 实 值 函 数 f 组 成 的 空间 .定义 


| 上 Fl 一 sup | f(z) — f(y) | 
PCzyy) 


那么 Y 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 对 于 每 个 xEX， 定 义 为 F.(f) 王 f(x) 的 Y 上 的 泛 沙 下, 是 
一 个 有 界线 性 泛 函 ， 且 j F, 一 F, ‖ 二 p(x，y)， 因 此 X 等 距 于 空间 Y* 的 子 集 . Y 为 了 到 
R 的 有 界线 性 算 子 所 组 成 的 空间 ， 由 命题 3， 由 于 Y’ 是 完备 的 ， 因 此 这 个 子 集 的 闭 包 给 出 
Y 的 完备 化 ， 且 我 们 有 定理 7. 9 的 另 一 个 证 明 . 


3 线性 泛 函 与 哈恩 - 巴 拿 灰 定理 
一 个 向 量 空间 X 的 线性 范 函 是 -- 个 从 X 到 实数 空间 R 的 线性 算 子 ， 因 此 一 个 线性 泛 函 是 


一 个 使 得 ftaz 十 By)=aF(z) 十 8fCy) 的 X 上 的 实 值 函数 ， 我 们 关注 的 第 一 个 问题 是 如 何 将 一 
个 线性 范 函 从 子 空间 延 拓 到 全 空间 X 以 保持 该 泛 函 的 各 种 性 质 ， 其 首要 结果 是 下 面 的 定理 ， 


4. 定理 (哈恩 - 巴 拿 赫 ) 令 户 为 定义 在 向 量 空间 X 上 的 实 值 函 数 满足 p(x 十 y) 亿 p(T) 十 


p(y) 且 对 于 每 个 a 之 0，p(lax) 一 ap(z)， 假 定 了 是 定义 在 子 空间 S 上 的 线性 泛 函 ， 对 所 有 属于 
S 的 s， 满 足 f(s) 达 p(s)， 那 么 在 在 一 个 定义 在 匀 上 的 线性 泛 函 下 使 得 对 所 有 的 Xx，F(zx) 志 
PCLXx)， 而 对 所 有 属于 S 的 s，F(s) 王 f(s). 


证 明 考虑 所 有 定义 在 X 的 子 空间 且 满足 只 要 g(x) 有 定义 就 有 g (zx) 万 p(7) 的 线性 泛 消 
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8 若 定义 g; 是 gi 的 延 拓 ， 即 gi 的 定义 域 包含 于 g; 的 定义 域 且 在 &1 的 定义 域 有 gi 二 g:， 就 设 
g1 人 <g:， 这 个 集合 由 此 成 为 偏 序 集 . 

根据 豪 斯 多 夫 极 大 原理 ， 存 在 包含 给 定 泛 函 f 的 极 大 线性 序 子 族 {g.}， 我 们 定义 这 些 g。 
的 定义 域 的 并 集 上 的 泛 函 下 : 若 x 属 于 g. 的 定义 域 设 F(z)=g,(z)， 由 于 {g。}) 是 线性 序 的 ， 因 
此 该 定义 与 a 的 选择 无 关 . FF 的 定义 域 是 一 个 子 空间 且 下 是 一 个 线性 泛 函 ， 这 是 因为 车 和 yy 
属于 下 的 定义 域 ， 则 对 某 两 个 a。，B6，z 属于 g, 的 定义 域 而 y 属于 gp 的 定义 域 ， 根据 {g.} 的 线性 序 
我 们 有 g& <ge 或 者 gs<g， 比 如 说 前 一 种 情况 成 立 ， 那 么 和 y 在 gs 的 定义 域内 因而 AMz 十 py 
在 gs 的 定义 域内 ， 因 而 在 下 的 定义 域内 ， 且 FGQz 二 jy) 二 gaCAz 二 py) 二 Agg (XZ) 十 pgp(y) 一 
XAF(zx) 十 uF(y)，、 因 此 下 是 了 的 延 拓 ， 进 一 步 地 ， 下 是 极 大 延 拓 ， 这 是 因为 若 G 是 下 的 任意 延 
拓 ， 根 据 {g,}) 的 极 大 性 ，g。 F<G 蕴涵 G 必须 属于 (g。}. 因此 G<F， 因 而 G==F. 

剩 下 的 仅 需 证 明 下 对 所 有 x EX 有 定义 ， 由 于 下 是 极 大 的 ， 若 我 们 能 证 明 每 个 定义 在 
的 适当 的 子 空间 工 且 满足 gb9 委 加 (区 的 g 有 一 个 适当 的 延 拓 及 ， 也 就 证 明了 该 结论 . 

令 y 为 属于 XX~ 荆 的 一 个 元 素 ， 我 们 将 证 明 g 可 延 拓 到 由 本 和 y 张 成 的 子 空间 U， 即 延 
拓 到 由 形 如 XAy 十 :，tETT 的 元 素 组 成 的 子 空间 .若是 g 的 一 个 延 拓 ， 必 定 有 

hy 二 tt) = Mh(y) 二 h(i) = RCy) + g(t), 

因而 只 要 我 们 指定 h(y)，h 就 有 定义 . 

对 于 ，ts ET， 我 们 有 

gt) elts) = gt) Rp) Rp my) +p y). 
因此 
— p(ti—y)+gt) pty — gt), 
因而 
sup[L— plt—y)+g()i < infL p(t 十 y) — g(t) 1]. 


”定义 h(y) 二 x， 其 中 a 是 实数 使 得 


sup[ 一 加 (一 妇 十 gb] 委 cc 委 intLpG 二 yy) 一 gb 
现在 我 们 必须 证 明 
hQy 二 2t) = i 二 g(t) < py 二). 
若 )>0， 则 
Ma 十 g(b 一 La 十 ECGAAD) 
<1[LLp(GA 十) 一 EC 十 gCGAAD) 
一 Ap TD) = p(t Ay). 
若 ) 人 = 一 w<0， 则 
一 吧 十 gg 一 A 一 ax 十 gCEAAD) 
pb 一 y) — gt)) + gt/p)) 
= pplt/py—y) 一 并 一 AD) 
因此 对 于 所 有 4，hGy 十 站 phy 十 四 ,hh 是 g 的 适当 延 拓 . [J 
哈恩 - 巴 拿 赫 定 理 具 有 广泛 应 用 ， 其 中 许多 应 用 是 通过 巧妙 选择 次 加 性 函数 p 来 实现 的 ， 


第 10 章 巴 拿 赫 空间 143 


命题 6 和 7 与 定理 20 便 是 这 种 类 型 的 运用 .以 下 命题 是 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 的 有 用 推广 (参见 习 
题 20 与 21)， 谈 到 向 量 空间 X 上 的 线性 算 子 的 阿 贝尔 半 群 ， 我 们 指 的 是 从 和 到 XXX 的 线性 算 子 
的 集合 G 使 得 车 A 与 B 属于 G， 那么 AB=BA 且 AB 属于 G， 我 们 也 假定 恒 同 算 子 属于 G. 

5. 命题 令 卫 ，S,， 和 了 如 定理 4 中 定义 ， 且 令 G 为 XX 上 的 线性 算 子 的 阿 贝 尔 半 群 ， 使 
得 对 于 每 个 属于 G 的 A 我 们 有 pCAx) 生 p(x) 对 所 有 属于 义 的 xz 成立， 而 对 于 每 个 属于 S 的 s 
我 们 有 As 属于 S 且 了 (CAs) 一 f(s)， 那 么 存在 到 义 上 的 线性 泛 函 的 延 拓 下 使 得 对 于 所 有 属于 
和 的 工 ，FCz<b(rz) 且 FFCAz) 一 FGCz). 

证 明 ”用 以 下 方式 定义 义 上 的 函数 g: 


g(x) 一 inf Tp(Aizt Aux), 


其 中 inf 对 所 有 G 的 有 限 序列 《A ，…，A,) 取 ， 显 然 我们 有 g(x) 三 p(x) 且 对 于 a 之 0 有 qlaz) 一 
ad(Z). 对 于 任意 属于 X 的 和 y 以 及 任意 G 中 的 有 限 序 列 对 (Ai， 机 A,) 和 《Bi， ”9 用 .>， 
我 们 有 
az+ wap( > BAB C+») 
1 rm n 1 mr 
< (D3 (Ds)) tie (Be (D2)) 
<ip( Dar) tit( Ds) 


对 于 每 对 (A;，，(B;) 取 下 确 界 ,我们 得 到 
g(x 十 y) 二 gq(z) 十 gq(y). 
由 于 gq(0) 二 pC0) 一 0， 我 们 有 
0 = g(rz— x) q(x) + q(— 7) 
< gq(z) + p(— xz). 
因此 g(x) 不 能 为 一 2 ， 且 q 是 实 值 . 
对 于 属于 S 的 s， 


Fo = fCAis+ 十 As) 去 二 六 (Ais 十 As). 


因此 f(s) 志 qs)， 用 g 代 圭 p 我们 可 以 运用 定理 4 来 得 到 了 到 所 有 XX 的 延 拓 下 使 得 F(z) 声 
q(x) 声 p(z). 接 下 来 仅 需 证 明 FCAx) 二 F(z)， 现 在 


gz — Ax)< Tp((z— Ar) 4AC— Ar) + +A'(r— Ar)) 


= Lp(z—Ar™z) Sip +p 7)]. 


由 于 这 对 于 每 个 = 成立， 我 们 有 q(x 一 Az) 志 0， 由 于 
1 F(z) 一 F(CAz) = F(zx—Azr)<<q(r— Ar) 0, 
我 们 有 FCz) 委 F(Az) ， 且 将 此 运用 于 一 z， 我 们 得 到 F(x) 一 F(Ax)， 国 
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6. 命题 令 工 为 赋 范 向 量 空间 六 的 一 个 元 素 ， 那 么 看 在 一 个 和 上 的 有 界线 性 泛 函 了 使 得 
fz)= fl zl. 

证 明 令 S 为 所 有 zx 的 倍数 组 成 的 子 空间 ， 定 义 S 上 的 函数 了 为 了 Gaz)= 一 | zl 且 设 
ply) 二 上 y1， 那 么 根据 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 存在 f 到 X 上 的 线性 泛 函 的 延 拓 使 得 fy) ey 上. 


由 于 f( 一 y) 达 上 y1 ， 因 此 有 上 fl 二 1, 也 有 f(z) 二 zl fi zl， 因此 上 fl=1 


且 f(z)= fl: |zxl. 国 

7. 命题 令 工 为 赋 范 线性 空间 X 的 线性 子 空间 ， 令 yy 为 XX 的 元 素 ， 其 到 工 的 距离 至 少 为 
8， 即 元 素 y 使 得 对 于 所 有 的 i€E 丁 有 yy 一 宇 8， 那 么 存在 一 个 外 上 的 有 界线 性 泛 函 了 满足 
1 fl 过 1，f(y)==8， 且 对 所 有 tET，f(4)==0. 

证 明 令 S 为 由 TT 和» 张 成 的 子 空间 ， 即 由 所 有 形 如 ay 十 :，t€T 丁 的 元 素 组 成 的 子 空间 ， 
定义 f(ay 十 直 二 6， 那么 f 是 S 上 的 一 个 线性 泛 函 ， 且 由 于 上 ay 二 t= 二 al。 | y 十 te | 之 
a6， 在 S 上 有 f(s) 志 上 :上 . 根据 哈恩 - 巴 拿 赫 定 理 ， 我 们 可 以 延 拓 f 到 所 有 XX 使 得 f(x) 专 
| zx， 但 这 蕴涵 ef 三 1 根据 /在 S 上 的 定义 ， 对 于 xE 工 我 们 有 f(D 一 0 且 f(y 二. 国 

赋 范 空间 X 上 的 有 界线 性 泛 函 所 组 成 的 空间 称 为 X 的 对 偶 ( 或 共 轿 )， 记 为 X*. 由 于 R 
是 完备 的 ， 根 据 命题 3?， 任 何 赋 范 空间 X 的 对 偶 X* 是 巴 拿 赫 空间 ， 两 个 赋 范 向 量 空间 称 为 等 
距 同 构 ， 若 它们 之 间 存 在 保持 范 数 的 一 对 一 的 线性 映射 .从 抽象 的 观点 看 ， 等 距 同 构 的 空间 是 
相同 的 ， 同 构 映 射 仅 对 于 元 素 重 新 命名 ， 在 第 6 章 我 们 看 到 对 于 1 委 p< ce， 三 ”的 对 偶 是 二 (等 
距 同 构 )， 且 存在 一 个 用 LL 的 元 素来 自然 地 表示 L* 上 的 有 界线 性 泛 函 的 方式 . 

现在 可 以 证 明 类 似 的 表示 对 L”[0,1] 上 的 有 界线 性 泛 函 不 成 立 . 我 们 注意 到 CL0,1] 是 
L=[0,1] 的 闭 子 空间 . 令 f 为 CL[0,1] 上 的 线性 泛 函 ,其 赋予 CL0,1] 中 的 每 个 x 以 x 在 0 的 值 
zx(0), 它 在 C 上 有 范 数 为 1, 因 而 可 被 延 拓 为 一 个 L*[0,1] 上 的 有 界线 性 泛 明 下. 现在 不 存在 属于 


Li[0,1] 的 y 使 得 对 于 所 有 属于 C 的 z,F(z) 一 | zydt, 这 是 因为 令 (x,) 为 [0,1] 上 的 连续 函数 


序列 ,其 界 为 1, 有 Xa. (0) 一 1, 且 使 得 对 于 所 有 i 天 0, xz,(t) 一 > 0, 那 么 对 于 每 个 人 € L 中 = yy 一 0， 


而 F(x,) 一 1. 

若 考 虑 X* 的 对 偶 X… ， 那 么 对 于 每 个 属于 X 的 x 对 应 于 X" 的 元 素 Pr，9z 定义 为 
Cgz) (有 二 f(z). 我 人 有 上 pz 二 sop f(x). 由 于 7 入 1 7 | ， 因 而 有 | gx 上 专 
| x， 根据 命题 6 我 们 有 范 数 为 1 的 了 满足 fF(z) 一 上 zi ， 因 此 1 pz 一 | zl 由 于 9 显 
然 是 一 个 线性 映射 ， 因 此 9 是 X 映 上 X*" 的 某 个 线性 子 空间 pLXj] 的 等 距 同 构 映 射 。 映射 称 
为 X 映 到 X" 的 自然 同 构 ， 且 若 pLXj 一 X” 我 们 说 关 是 自 反 的 . 

因此 车 1<p 二 oo 则 L? 是 自 反 的 ， 由 于 存在 不 是 由 关于 上 的 函数 的 积分 给 出 的 L 上 的 泛 
函 ， 这 就 得 到 上 ' 非 自 反 ， 这 与 习题 22 表明 L” 不 是 自 反 的 .应 该 观察 到 X" 可 与 X" 等 距 而 不 
自 有 反 . 

根据 命题 3， 空 间 X… 是 完备 的 ， 因 而 根据 命题 7. 14，X" 的 闭 包 gLX] 必 定 完备 ， 因 此 
每 个 赋 范 向 量 空间 等 距 同 构 于 巴 拿 赫 空间 的 稠密 子 集 . 

在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 对 复 向 量 空间 的 哈恩 - 巴 拿 赫 定 理 作 一 些 补充 说 明 .车 我 们 允许 用 
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复数 作 乘 积 ， 则 复 向 量 空间 成 为 向 量 空间 ， 哈 恩 - 巴 拿 替 定理 对 于 复 空间 的 以 下 推广 归功 于 波 
恩 不 拉 斯 特 与 索 不 急 克 : 

8. 命题 令 X 为 复 向 量 空间 ，S 是 一 个 线性 子 空间 ，p 是 一 个 外 上 的 实 值 函数 满足 
pz 二 ytD(Cz) 十 DC) 且 六 az) 一 |albz)， 令 了 为 S 上 的 ( 复 ) 线 性 泛 函 使 得 对 所 有 属于 9 
的 s，| f(s) | 委 z()， 那 么 存在 定义 在 刁 上 的 线性 远 通 已 使 得 对 于 属于 S 的 s 有 F(s) 二 了 (s) 
及 对 于 所 有 属于 和 的 有 |Fz) | 委 bPCz). 

证 明 ”我们 首先 注意 到 若 简单 地 忽略 复数 作 乘积 的 可 能 性 ， 则 X 可 被 认为 是 实 向 量 空间 . 
从 X 到 复数 的 实意 义 下 的 线性 映射 下 在 复 意 义 下 线性 当 且 仅 当 对 每 个 z 有 FE(iz) 一 FFCz)， 在 
S 上 定义 g 和 有 hh， 取 g(s) 为 f(s) 的 实 部 并 取 h(s) 为 f(s) 的 虚 部 ， 那 么 在 实意 义 下 g 和 六 线性 
且 f==g 十 计 . 由 于 f 在 复 意义 下 线性 ，g (is) 十 这 (is) 一 Fis) 一 is) 一 (Cs) 一 (5)， 因 
而 h(s) 二 一 gis). 

由 于 g(5) 志 | GD | 声 p(s)， 因 此 能 将 g 延 拓 到 XX 上 的 实意 义 下 的 线性 泛 函 G 且 满 足 
G(z) 和 p(x). 令 F(z) 一 G(xz) 一 1 G(iz)， 那 么 对 于 属于 S 的 s，F(s) 二 f(s5). 由 于 ECiz) 一 
G(iz) 一 i G(iz)=i[G(Cz) 一 1G(iz)]， 因 此 正在 复 意义 下 线性 ， 对 于 任意 x， 选 取 复数 w 使 得 
[|w|=1 且 wF(z)== | FCz) | ， 那 么 

| FCx) |= wE(x) = Flwr) = Glwr) < plwr) = p(x). [J 


17. 证 明 赋 范 线性 空间 上 的 线性 泛 函 f 有 和 界 当 且 仅 当 它 的 核 是 闭 的 [J 的 核 是 {x: f(x) 二 
0).] 

18. 令 工 为 赋 范 线性 空间 X 的 线性 子 空间 且 y 是 X 的 给 定 元 素 ， 证明 inf 上 > 一 上 直到 
sup{f(y) :| 三 1，JD 一 0 对 于 所 有 GE 了 

19. 通过 取 S 为 y 的 数 乘 组 成 的 子 空间 ，fC2y)==26, 且 p(x)==inf [xt | 证 明 命 题 7. 

20. 令 "为 所 有 有 界 序列 组 成 的 空间 ， 用 命题 5 证 明 存 在 一 个 下 上 具有 下 列 性 质 的 线性 泛 
胃 下; 
i. limé, <F[(é,)J<limé,. 
证 FLCé, + mm) 1]= Fé)]+ Fy,)1. 
iii, FL (aé,) 1=aFL(é,)]. 
iv, 车 二 名 11， 则 FL(y)j 二 FL(&)]. 
泛 消 下 称 为 巴 拿 赤 极限， 通常 记 为 Lim. 

21. 用 命题 5 证 明 存 在 一 个 对 R 的 所 有 有 界 集合 定义 的 集 函 数 w， 它 具有 下 列 性 质 ， 
i 若 ANB=8@g, 则 pCAUB)=pA 二 pyB. 
ii. pCAt+D)=pA. 
证 车 ACB, 则 yA<yB. 
iv 若 A 是 勒 贝 格 可 测 的 ， 那么 uA 是 A 的 勒 贝 格 测度 , [提示 : 用 积分 比 用 集合 易于 
处 理 . ] 
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22. 证 明 一 个 巴 拿 赫 空间 X 是 自 反 的 当 且 仅 当 X* 是 自 反 的 . [提示 ; 车 p[X] 不 是 所 有 的 
X" ， 那 么 存在 一 个 非 零 函数 yE X"** 使 得 对 所 有 xE pg[X]，y(x) 二 0.] 

23. 若 S 是 巴 拿 赫 空间 X 的 线性 子 空间 ， 我 们 定义 S 的 零 化 子 S" 为 子 集 39 一 {yEX' : y(s)= 
0 对 所 有 sES 成立}. 若 工 是 X "的 子 空 间 ， 我 们 定义 T=(zEX:Lz)=0 对 所 有 ET 
成 立 ). 

a. 证 明 S' 是 X* 的 闭 线性 子 空间 . 

b. 证 明 S”==S. 

c. 车 S 是 X 的 闭 子 空间 ， 那么 S* 同 构 于 X*/ S?. 

d. 若 S 是 自 反 巴 拿 赫 空间 X 的 闭 子 空间 ， 那 么 S 是 自 反 的 . 

24. 令 X 为 向 量 空 间 ， 已 是 X 的 子 集 使 得 z，yEP 蕴涵 十 yE 忆 且 对 于 wa>0 有 azxE€EP. 通 
过 定义 zx<y 意味 着 y 一 IEP 了 定义 X 的 偏 序 ，X 上 的 线性 泛 函 了 称 为 (关于 PP) 正 的 ， 若 对 
于 所 有 xEP，f(zx) 之 0. 令 5S 为 XX 的 任何 子 空间 具有 性 质 ， 对 每 个 x€E X 存在 ;ES 使 得 
Z<5， 那 么 每 个 S 上 的 正 线性 泛 函 可 延 拓 为 X 上 的 正 线性 泛 函 . [提示 : 证 明 的 超 限 部 分 
与 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 的 证 明 相同 .将 一 个 泛 函 延 拓 到 包含 多 增加 一 个 元 素 的 空间 其 至 比 对 
哈恩 - 巴 拿 赫 定理 的 证 明 更 简单 . ] 

25. 令 /为 从 单位 球 S=(z: | zi 和 1) 到 及 的 映射 使 得 只 要 有 x，y 和 az 十 py 属于 S 就 有 
jaz 十 By) 一 xFGz) 十 6BFGCy)， 证 明 三 可 被 延 拓 为 所 有 X 的 线性 泛 也 . 


10.4 闭 图 像 定 理 


从 一 个 拓扑 空间 到 另 一 个 拓扑 空间 的 映射 称 为 开 映 射 ， 若 每 个 开 集 的 像 是 开 的 ， 因 此 一 个 
一 对 一 的 连续 开 映 射 是 一 个 同 胚 映 射 ， 我 们 将 证 明 一 个 巴 拿 赫 空间 映 上 另 一 个 巴 拿 赫 空间 的 连 
续 线 性 变换 总 是 开 的 并 且 用 此 作为 线性 变换 连续 性 的 准则 . 我们 从 引 理 开始 . 

9. 引 理 令 A 是 巴 拿 赫 空 间 X 上 映 上 巴 拿 赫 空间 了 的 连续 线性 变换 ， 那 么 和 的 单位 球 在 人 
的 像 包含 了 的 某 个 关于 原点 的 球 . 

证 明 令 S,= 二 {zx: 上 zj 二 1/2*}. 由 于 A 是 映 上 的 且 

X =) ps， 


k=1 


我 们 有 
Y 一 U kA (Si1). 


但 了 是 完备 度量 空间 ， 因 而 在 本 质 上 不 是 第 一 范畴 集 ， 因此 ，A(Si ) 不 可 能 无 处 稠密 ， 因 此 
ACS1) 包 含 某 个 球 ， 比 如 说 
{y: |y—pl < 7). 
那么 A(S1) 一 p 包含 球 
{y: |yl < »). 
但 


A(Si)—pCAC(S)—A(S) C2AC(S) = ACSo). 
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因此 A(so) 包 含 关 于 原点 半径 为 了 的 球 ， 因 而 根据 A 的 线性 性 ，A(S,) 包 含 关于 原点 半径 为 
7/2” 的 球 . 

我 们 现在 证 明 A(S,) 包 含 关于 原点 半径 为 mn/2 的 球 . 令 > 为 了 中 满足 | yl <WM2 的 任意 
点 ， 由 于 yEA(Si)， 因此 能 够 选择 zi E Si 使 得 


ly 一 ACzD 有 二 本. 
类 似 地 ， 我 们 可 以 选取 zs E S: 使 得 
1y 一 A(z0) 一 A(z2) 中 过世 ， 
继续 下 去 使 得 我 们 选取 x,€ 5, 满足 


1y— DA < rr 
由 于 | x 上 过 1/2*, 因 此 级 数 》) zi 绝对 收敛 且 z = >; zs 属于 So. 此 外 ， 
k=1 k=1 


A = A( Pa) = DA =y 
k=1 


=1 


因此 yEA(S,) 因 而 
(9: 191 < cas 国 


10. 命题 “ 巴 拿 赫 空间 X 了 瞻 上 一 个 巴 拿 赫 空间 了 的 连续 线性 变换 AA 是 一 个 开 了 映射 ， 因 此 
特别 地 ， 若 A 是 一 对 一 映射 ， 那 么 它 是 一 个 同 构 ， 

证 明 令 O 为 X 的 任意 开 集 且 y 是 ALO] 的 任意 点 ， 那 么 存在 某 个 zxEO 使 得 > 一 A(z)， 
由 于 O 是 开 的 ， 因 此 存在 一 个 包含 zx 且 包 含 于 O 的 球 S， 但 引 理 9 叙述 的 是 ALS 一 zj] 必 须 包 
含 关于 原点 的 球 或 A[S] 必 须 包 含 关于 y 的 球 ， 因 此 y 包含 于 一 个 包含 于 ALOjJ 的 球 ， 因 而 
ALO] 是 开 的 . 

11. 命题 令 和 为 线性 向 量 空间 且 在 每 个 范 数 | 上 和 让 儿 中 完备 ， 且 假定 存在 一 个 常数 C 
使 得 对 于 所 有 工 EX 有 


lzl <clzl, 
那么 两 个 范 数 等 价 ， 即 ， 存 在 第 二 个 常数 C' 使 得 对 于 所 有 工 EX 
Hrsa<c lzl 
证 明 (X， 中 用 ) 映 上 CX，| il 的 恒 同 映射 是 一 对 一 连续 线性 变换 ， 因 而 根据 命题 10 
必须 是 同 构 上 映射 因此 逆 映 射 必 须 有 界 、 国 


12。 闭 图 像 定理 “ 令 A 为 巴 拿 赫 空间 X 到 一 个 巴 拿 赫 空间 立 的 连续 线性 变 的， 假定 剑 具 
有 性 质 ， 只 要 (zu 是 和 内 收 你 于 某 个 点 工 的 序列 且 (Azo? 在 了 中 收 伊 于 点 y， 那 么 y 一 Ax。 那 
么 A 是 连续 的 . 

证 明 定义 一 个 和 上 的 新 范 数 
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z= zl+ Az|. 
那么 X 在 范 数 ‖| 外 中 是 完备 的 ， 这 是 因为 著 几 z 一 ze 此 一 9， 那么 | zx 一 zol 一 0 且 1 4 一 
Az, || 一 0， 因 此 根据 六 和 YY 的 完备 性 我 们 有 zEX 与 yEY 使 得 上 zx, 一 x 上 ->0 且 上 Ar 一 >| 一 0. 
根据 我 们 定理 的 假设 y= 二 Arz， 因 此 上 x 一 zx 上 一 0,，X 关 于 省 由 完备 ， 但 现在 命题 11 适用 ， 
存在 C' 使 得 

lzl|l+lArl| <C lzrl. 
因此 

IAzl <C zl， 

因而 A 是 有 界 的 . 面 

和 到 立 的 映射 的 图 像 恰 为 属于 XXY 的 所 有 (zx，Az) 的 集合 .定理 12 的 假设 仅 说 的 是 A 
的 图 像 是 闭 的 . 

以 下 命题 是 范畴 理论 的 另 一 推论 ， 即 人 们 熟知 的 一 致 有 界 原 理 . 

13. 命题 令 X 为 一 个 巴 拿 幸 空 间 且 于 是 一 个 从 民 到 赋 范 空间 了 的 有 界线 性 算 子 族 ， 假 
定 对 于 每 个 属于 义 的 x 存在 一 个 常数 M, 使 得 对 于 所 有 属于 于 的 有 Tz 声 M.， 那 么 了 内 
的 算 子 一 致 有 界 ; 即 存 在 常数 M 使 得 对 于 所 有 属于 了 的 TT， 上 Te<M. 

证 明 “对 于 每 个 工 定 义 X 上 的 连续 实 值 函数 了 为 (zx) 二 上 Tz. 由 于 这 些 函 数 族 在 每 
个 属于 X 的 zx 上 有 界 且 X 完备 ， 根 据 定理 7. 32 存在 属于 X 的 开 集 0 使 得 这 些 函 数 在 其 上 一 
致 有 界 ， 因 此 存在 一 个 常数 M' 使 得 对 于 所 有 zEO，1 Tzi 委 M'. 令 > 为 DO 的 点 ， 由 于 O 〇 是 
开 的 ， 因 此 存在 某 个 中 心 为 y 半径 为 8 的 球 S={z: 上 zx 一 y 上 过 8) 包含 于 O， 若 上 zl 和 9$， 则 
Tz 二 TCy 十 z) 一 Ty， 其 中 y 十 z 属于 SCO， 因 此 1 Tz1 科 1TCG 十 四 上 十 下 Ty1 入 MT 十 M，， 
因此 对 于 所 有 属于 了 的 T，| T1 委 CM +M,)/é. 国 
26. 令 (T, 为 从 巴 拿 替 空 间 X 到 赋 范 向 量 空 间 Y 的 连续 线性 算 子 序列 ， 且 假定 对 于 每 个 属于 

入 的 z， 序 列 4T,z) 收 敛 于 值 Tz， 那 么 工 是 一 个 有 界线 性 算 子 . 

27. 令 A 为 从 一 个 巴 拿 赫 空间 X 到 一 个 巴 拿 赫 空 间 Y 的 有 界线 性 变换 ， 且 令 M 为 A 的 核 ，S 

为 A 的 值 域 ， 那么 S 同 构 于 X/M 当 且 仅 当 S 是 闭 的 . 

28. 令 S 为 C[0，1] 的 线性 子 空间 且 作 为 L*L0，1j 的 子 空间 是 财 的 . 
a. 证 明 S 是 CL[0，1] 的 闭 子 空间 . 
b. 证 明 存 在 一 个 常数 M 使 得 对 于 所 有 fES 有 
fl Fi 与 fl MI fl;. 
c. 证 明 对 于 每 个 y € [0,1], 存在 的 函数 ,使 得 对 于 每 个 /ES 有 f(y) = 


| fC dr. 


可 以 证 明 空 间 S 是 有 限 维 的 (见习 题 41 或 55). 
29. a. 给 出 一 个 从 赋 范 线性 空间 X 到 巴 拿 赫 空 间 Y 的 不 连续 算 子 A 使 得 A 有 一 个 闭 图 像 的 例 
子 ， [提示 : 令 f 为 巴 拿 赫 空 间 X 上 的 不 连续 线性 泛 函 ， 令 X=(zEY 中 R : z 一 
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(y, f(y))}.] 
b. 给 出 一 个 从 巴 拿 赫 空间 X 到 赋 范 线性 空间 Y 的 不 连续 算 子 A 使 得 A 有 一 个 闭 图 像 的 
例子 . 


10.5 拓扑 向 量 空间 


如 局 度量 空间 的 概念 可 推广 到 拓扑 空间 ， 赋 范 线 性 空间 的 概念 可 推广 到 拓扑 向 量 空间 : 若 
具有 拓扑 4 的 线性 向 量 空 间 X 的 加 法 是 从 和 XXX 到 X 的 连续 和 函数 且 数 乘 是 从 RXX 到 X 的 连 
续 函 数 ， 那 么 我 们 称 它 为 拓扑 向 量 空间 .根据 加 法 的 连续 性 ， 平 移 元 素 x 是 一 个 同 胚 映射 且 开 
集 O 的 平移 z 十 O 是 开 的 ， 向 量 空间 上 的 任何 具有 这 个 性 质 的 拓扑 称 为 平移 不 变 拓 扑 . 车 4 是 
X 上 一 个 平移 不 变 拓扑 ，B 是 I 在 9 的 基 ， 则 形 如 zx 十 U，UE 3B 的 集合 构成 4 在 xz 的 基 ， 因 此 为 
确定 一 个 平移 不 变 拓扑 仅 需 给 出 在 6 的 一 个 基 ， 在 6 的 一 个 基 常 常 称 为 局 部 基 ， 以 下 命题 给 出 
了 在 何 条 件 下 集合 3 成 为 拓扑 向 量 空间 的 拓扑 的 一 个 基 ， 它 也 表明 我 们 总 是 可 以 找到 满足 这 些 
条 件 的 基 . 

14. 命题 令 义 为 拓扑 向 量 空间 ， 那 么 我 们 可 以 找到 一 个 满足 下 列 条 件 的 在 9 的 一 个 基 B. 

i. 车 口 ,VE B， 则 在 在 一 个 WEB 满足 WCUnNV. 

ii 若 UEB 且 XEU， 则 存在 一 个 VE B 使 得 I 十 VCU. 

iii. 若 UEB， 则 存在 一 个 VE B 使 得 VVCU. 

iv. 若 UEB 且 xE 六 ， 则 存在 一 个 a€ER 使 得 TEaU. 

v 营 UEB 有 有 0 过 |a| 二 1, 则 aUCU 且 aUEB. 

反 过 来 ， 给 定 满足 上 述 条 件 的 包含 9 的 子 集 签 ， 奉 在 XX 的 拓 提 使 得 久 成 为 拓扑 向 量 空间 县 
以 BB 为 在 0 的 基 ， 这 个 拓扑 是 豪 斯 多 夫 的 当 且 仅 当 

vi. NN {UE B}= {0). 

命题 的 证 明 留 给 读者 ， 我 们 注意 到 ， 若 X 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 则 可 以 取 B 为 关于 9 的 球 
的 集合 ， 且 对 于 一 般 情 形 该 命题 给 了 我 们 一 个 基 ， 这 个 基 具 有 球 艇 的 许多 性 质 . 

在 一 个 拓扑 向 量 空 间 中 ， 通 过 平移 我 们 能 够 比较 不 同 点 的 邻 域 ， 因 此 可 以 讨论 一 致 性 质 ， 
一 个 拓扑 向 量 空间 X 到 一 个 拓扑 向 量 空 间 Y 的 映射 了 称 为 一 致 连续 若 对 于 Y 中 任何 包含 原点 
的 开 集 O， 存 在 X 中 的 包含 原点 的 开 集 U 使 得 对 于 每 个 zEX 我 们 有 fLx+UjCf(z) 二 0. 
容易 看 出 若 从 XX 到 Y 的 线性 变换 在 一 点 连续 则 它 一 致 连续 ， 对 于 XX 映 上 YY 的 一 对 一 线性 映射 
pg， 车 p 和 gp-' 都 连续 则 我 们 称 它 为 (拓扑 ) 同 构 ， 从 抽象 的 观点 来 看 同 构 的 空间 是 相同 的 。 以 
下 定理 告诉 我 们 在 有 限 维 向 量 空间 上 ， 仅 有 通常 的 拓扑 使 它 成 为 一 个 拓扑 向 量 空间 . 

15. 命题 ( 吉 洪 诺 夫 ) 邻 久 为 有 限 维 紊 斯 多 夫 拓 扑 向 量 空 间 ， 那 么 对 某 个 n，X 拓扑 同 构 
于 R". 
习题 33 给 出 了 如 何 证 明 该 命题 的 建议 ， 习 题 4、35 和 36 给 出 了 一 些 有 用 的 系 . 
习题 
30. 证 明 命 题 14， 

a， 当 且 仅 当 人 和 (让 成 立时 包含 9 的 子 集 艇 B83 是 平移 不 变 拓 扑 在 9 的 基 . 
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31. 


32. 


33. 


TT 


. 当 且 仅 当 (ii 时 加 法 是 从 XXX 到 X 的 连续 映射 . 

. 若 数 乘 是 从 及 XXX 到 X 的 连续 映射 (在 (0，0))， 那 么 (iv) 成 立 . 

若 X 是 拓扑 向 量 空间 ， 那 么 所 有 包含 人 且 使 得 对 所 有 满足 | a | 二 1 的 a 有 aUCU 的 开 
集 U 所 组 成 的 族 3 是 这 个 拓扑 的 局 部 基 且 满足 (v). [ 若 O 是 任意 包含 2 的 开 集 ， 乘 法 的 
连续 性 蕴涵 存在 包含 9 的 开 集 V 和 一 个 se>0 使 得 对 所 有 | 和 | <s 有 AVCO,， 那么 U= 


Ui V 是 开 的 ，9EUCO 且 对 每 个 满足 | a | 二 1 的 <，xUCU. ] 


若 3 满 足 这 个 命题 的 条 件 ， 则 它 生 成 一 个 拓扑 使 得 数 乘 是 从 RXX 到 XX 的 连续 映射 . 

[证 明 (Civ) 和 (v) 蕴 涵 在 (0，xz) 和 (a，0) 的 连续 性 ， 并 运用 Giii).] 

{. 若 X 是 Ti ， 则 (vi) 成 立 ， 车 (viD 和 (ii 成 立 ， 则 X 是 豪 斯 多 夫 . 

a. 证 明 若 从 一 个 拓扑 向 量 空间 到 另 一 个 拓扑 向 量 空间 的 线性 变换 在 一 点 连续 则 它 一 致 连续 . 

. 证 明生 上 的 一 个 线性 泛 函 了 是 连续 的 当 且 仅 当 存在 一 个 开 集 O 使 得 FLOJ 天 R. [提示 : 
可 以 取 O 满足 命题 14 的 性 质 (v). ] 

令 X 为 拓扑 向 量 空间 且 M 是 闭 线性 子 空间 ， 令 p 为 X 上映 上 X/M 的 自然 同 态 ， 且 通过 取 O 〇 

为 开 集 ( 当 且 仅 当 yg-'[Oj 在 XX 是 开 的 ) 来 定义 X/M 上 的 拓扑 ， 那 么 这 个 拓扑 使 得 X/M 成 

为 一 个 拓扑 向 量 空间 且 p 是 连续 的 开 映 射 。 谈 到 X/IM 作为 一 个 拓扑 向 量 空间 ， 我 们 总 是 

X/M 具有 这 个 拓扑 . 

证 明 命题 15 : 

a. 若 久 是 n 维 的 ， 则 存在 一 个 将 R" 映 上 XX 的 连续 的 一 对 一 线性 映射 7. 

b. 令 S 和 B 为 如 下 定义 的 R" 的 子 集 : S={y: 上 y1 上 = 二 1), B 一 {y: ey 上 二 1}， 那 么 

gLSj 是 闲 的 且 X~gLSj 是 开 的 . 
c. 存在 一 个 义 的 包含 9 的 开 集 U 使 得 对 于 每 个 | | <1，xUCU 有 UCX~gLS]. 
d.《c) 部 分 的 集合 U 包含 于 gLBj]， 因 而 pg 是 连续 的 . 


[ee 


中 


史 


TT 


. 证 明 一 个 豪 斯 多 夫 拓扑 向 量 空间 X 的 有 限 维 子 空间 M 是 闭 的 . [提示 : 若 z 红 M, 令 六 为 


由 zx 和 M 张 成 的 有 限 维 子 空间 ， 则 N 具有 通常 的 拓扑 ， 因 而 x 不 是 M 的 闭 包 的 点 . ] 


. 令 4 为 从 有 限 维 豪 斯 多 夫 向 量 空间 X 到 拓扑 向 量 空间 Y 的 线性 映射 ， 那 么 A 是 连续 的 . 


[提示 : A 的 值 域 是 有 限 维 的 因此 具有 通常 的 拓扑 . ] 


. 一 个 从 拓扑 向 量 空间 X 到 有 限 维 拓扑 空间 Y 的 线性 映射 A 是 连续 的 当 且 仅 当 它 的 核 M 是 闭 


的 . [提示 : A=B。p， 这 里 p 是 和 上 映 上 X/M 的 自然 映射 ， 且 根据 习题 35，B 是 连续 的 . ] 


. 证 明 每 个 局 部 紧 豪 斯 多 夫 向 量 空间 X 是 有 限 维 的 . [提示 : 令 V 为 9 的 邻 域 满足 Y 紧 且 对 


于 每 个 满足 | a | <1 的 a，aVCV， 车 我 们 用 有 限 个 平移 十 寺 V，…， 思 十 桔 V 覆盖 V， 
则 zi ，…， yn 构成 和 的 基 . ] 


10.6 弱 拓 扑 


巷 久 是 任意 向 量 空间 且 F 是 X 上 的 线性 泛 函 能 ， 我 们 定义 由 了 生成 的 劲 拓扑 为 使 得 内 的 


每 个 了 连续 的 最 弱 拓扑 (参见 习题 8. 25)， 容易 看 到 这 样 的 拓扑 是 平移 不 变 的 ， 且 其 在 2 的 基 由 
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集合 {zx; | f(z) | 过 e, i 一 1，…，n} 给 出 ,其 中 ee 二 0 且 {f1，…， 帮 ) 是 了 的 有 限 子 集 ， 由 于 
所 有 这 样 的 集 族 满 足 命题 14 的 条 件 ， 这 个 拓扑 使 得 X 成 为 拓扑 向 量 空 间 ， 一 个 序列 (或 网 格 ) 
《za) 在 这 个 拓扑 收敛 于 之 当 且 仪 当 对 于 每 个 EF ,， f(z,) 一 了 Cx). 

车 六 是 赋 范 线性 空间 且 了 内 的 泛 函 全 部 连续 ( 即 ， 若 CCX*)， 则 由 于 生成 的 弱 拓 扑 比 XX 
的 范 数 拓扑 弱 ( 有 较 少 开 集 )， 我 们 通常 称 由 范 数 生成 的 度量 拓扑 为 强 拓扑 且 由 XX" 生成 的 X 上 
的 弱 拓 扑 为 X 的 弱 拓 扑 ， 因 此 我 们 谈 到 的 强 闭 集 和 强 开 集 是 对 强 拓 扑 而 言 而 弱 开 集 和 弱 闭 集 
是 对 弱 拓扑 而 言 ， 每 个 弱 闭 集 是 强 闭 的 但 反 过 来 不 成 立 ， 每 个 强 收敛 的 序列 (或 网 格 ) 是 弱 收 敛 
的 .虽然 并 非 每 个 强 闭 集 也 是 弱 闭 集 ， 但 我 们 有 以 下 命题 ， 系 23 给 出 它 的 一 个 推广 . 

16. 命题 ”一 个 线性 流 形 M 是 弱 闭 的 当 且 仅 当 它 是 强 闭 的 . 

证 明 ”由 于 每 个 弱 闭 集 是 强 闭 的 ， 我 们 仅 需 证 明 若 M 是 强 闭 集 ， 它 也 是 弱 闭 集 ， 假定 M 
是 强 闭 集 且 x 是 不 在 M 的 点 ， 我 们 必须 证 明 在 弱 拓 扑 下 z 不 是 M 的 闭 包 的 点 .由 于 并 在 强 
(度量 ) 拓 扑 下 不 是 M 的 闭 包 的 点 ， 我 们 有 

inf | z—sl 宇 6>>0. 
因此 根据 命题 7 存在 在 M 消失 而 在 z 不 消失 的 连续 线性 泛 函 f， 现 在 在 弱 拓扑 中 {y: f(y) 隆 0) 是 [236 
一 个 包含 + 但 不 与 M 相交 的 开 集 ， 因 此 x 不 是 M 的 闭 包 的 弱点 . 国 

若 我 们 运用 弱 拓 扑 的 概念 于 赋 范 空间 X 的 对 偶 久 " ， 可 以 看 到 X' 的 弱 拓 扑 是 使 得 XX" 上 
的 所 有 泛 函 都 连续 的 最 弱 的 拓扑 .这 个 X* 的 弱 拓 扑 比 由 X( 或 更 确切 地 由 YLX] 生 成 ， 其 中 9 
是 从 XX 到 久 "* 的 自然 租 入 ) 生 成 的 习 ' 的 弱 拓 扑 的 用 途 少 ， 这 个 拓扑 称 为 六" 的 弱 " 拓扑 ， 它 其 
至 比 弱 拓扑 更 弱 ， 因 此 X* 的 一 个 弱 ' 闭 子 集 是 弱 闷 的 ， 且 弱 收 敛 蕴涵 弱 * 收 僵 ， 弱 " 拓扑 在 6 
的 基 由 形 如 {f， | f(z;) | 二 e，i 一 1]，…，n) 的 集合 给 出 ， 其 中 {zx1，…，z} 是 XX 的 有 限 子 
集 ， 若 贸 自 反 ， 则 X* 的 弱 拓 扑 与 弱 * 拓扑 重合 、 弱 * 拓扑 的 一 些 重要 性 从 以 下 定理 生长 出 来 : 

17. 定理 (Alaoglu) XX* 的 单位 球 S* 二 {f: 上 1 二 1) 在 弱 *" 拓扑 下 是 紧 的 . 

证 明 若 feES', 则 | fz) | 万 上 zl ,因而 f(x)€E[ 一 zl, zll 令 王 一 [一 1zl， 
上 xz]， 那 么 每 个 fE S 对 应 于 


P=XI1,, 


XEX 
的 点 ， 由 于 根据 定义 后 者 是 XX 上 的 所 有 使 得 f(x)€ 1 的 函数 所 组 成 的 集合 ， 因此 我 们 可 以 认 
为 S* 是 PP 的 一 个 子 集 ， 且 PP 的 拓扑 的 定义 表明 拓扑 3 "作为 三 的 子 空间 承袭 的 是 S "的 弱 " 拓 
扑 ， 由 于 根据 吉 洪 诺 夫 定理 P 是 紧 的 ， 因 此 若 S* 是 了 的 闭 子 集 则 它 是 紧 的 . 令 了 为 S$ 在 了 
的 闭 包 的 点 ， 那 么 f 是 从 X 到 RR 的 映射。 由 于 对 于 gE€5*，| g(x) | 和 站 zl ， 且 在 = 的 估 
值 是 P 上 的 连续 函数 ， 因 此 有 | f(z) | 三 上 xl. 令 z，y 和 x 为 X 的 三 个 点 使 得 zx 一 cz 十 py， 
对 于 每 个 se>0， 集 合 
N= {gE€EP:| g(x)— f(x) |<e, |g(C) 一 大 3) [|e, | gC(z)— f(z) |< e} 

是 包含 f 的 P 的 开 子 集 . 由 于 了 是 S* 闭 包 的 点 ， 因 此 能 够 找到 一 个 g 属于 S* 站 N. 由 于 gg 
线性 (属于 S" )， 因 此 有 g(z)=ag(z) 十 Bg(y)， 因 此 就 得 到 f(z) 一 af (7x) 一 Bf(y) | <s(1 十 
1u1 十 181)， 这 个 不 等 式 对 于 每 个 正 数 s 成 立 ， 我 们 有 f(z) 二 af(z) 十 Bf(y),， 且 f 在 X 是 
线性 的 ， 因 此 f 属于 S* ， 因 而 S* 是 闭 的 . 醒 
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38. a 证明 若 在 弱 意 义 下 x 一 +， 则 (zx, | > 有 界 . 
. 令 (z) 为 天 的 序列 ，1<bp<co， 且 令 工 ,一 46%a)%1， 证 明 《x,) 弱 收 伍 于 x 二 4&) 当 且 仅 
当 ( zx, 上) 有 界 且 对 于 每 个 mm 我 们 有 &,,,-*&. 
令 (z) 为 LIL0，1 的 序列 ，1<b<ce， 证明 (zs) 弱 收敛 于 z 当 且 仅 当 (1 z. | > 有 界 县 
《zs) 依 测度 收敛 于 z( 人 参见 习题 6. 17). 
. 证 明 若 p= 二 1 则 (c) 部 分 是 不 成 立 的 . 
e. 在 ，1< 过 p< 二 oo， 令 zx 为 第 n 项 等 于 1 其余 项 等 于 零 的 序列 ， 那么 (zx,) 在 强 拓扑 下 不 收 
敏 ， 但 在 弱 拓 扑 下 x, 一 0. 
. 令 ( zf,) 如 (e) 中 所 定义 ， 且 定义 yw 一 Xs 十 n Xm， 那么 集合 下 二 《yan : m 之 n} 是 强 闭 的 . 
[提示 ; F 的 任意 两 点 的 距离 至 少 为 1， 因 此 下 不 包含 在 强 拓扑 下 收敛 的 非常 数 序 列 . ] 
g.({) 的 集合 下 有 0 作为 弱 闭 包 的 点 ， 然 而 下 中 不 存在 弱 收 敛 于 0 的 序列 4z,》. 
描述 作为 co 的 对 偶 的 的 弱 拓 扑 与 弱 * 拓扑 . 
39. a. 令 S 为 赋 范 空间 的 有 界 子 集 ， 令 于 为 X* 内 的 泛 函 集合 且 令 3o 为 了 的 稠密 子 集 ( 在 X ”的 
范 数 拓扑 意义 下 稠密 )， 那 么 和 9 可 以 生成 X 的 不 同 弱 拓 扑 ， 但 这 些 拓 扑 在 S 上 是 相 
闻 的 ; 即 S 承袭 自 了 的 拓扑 与 承 秦 自 F 的 拓扑 相同 . 
b. 令 $ 为 可 分 巴 拿 赫 空间 X 的 对 偶 X' 中 的 单位 球 ， 那 么 S* 上 的 弱 * 拓扑 是 可 度量 化 
的 . (注意 : 这 不 意味 着 X" 上 的 弱 " 拓扑 可 度量 化 1) 
40. 证 明 每 个 弱 紧 和 集 在 范 数 拓扑 中 有 界 . 
41. 令 5S 为 习题 28 给 出 的 CL0，1j] 的 线性 子 空间 . 
a. 证 明芳 在 L? 弱 意 义 下 有 f, 一 f+， 则 对 于 每 个 y€[L0, 1],， f(y 一 f(y). 
b. 若 在 L? 弱 意 义 下 有 f/f, 一 f， 则 上 f, | -有 界 ， 且 因此 根据 勒 贝 格 收敛 定理 ， 在 强 意 
义 下 有 f. 一 了/. 
c. 空间 S 是 L? 的 局 部 紧 子 空间 ， 因 此 是 有 限 维 的 . 


10.7 凸 性 


向 量 空 间 X 的 子 集 KK 称 为 凸 的 ， 若 只 要 它 包 含 zx 和 y， 它 也 包含 4+ 十 (1 一 4)y， 这 里 
0<A 去 1， 集合 {z: z 二 Xz 十 (1 一 和)y，0 志 4 声 1) 称 为 连接 x 和 y 的 线段 ， 点 x 和 yy 是 它 的 端点 ， 
0 一 4 二 1 对 应 的 点 x 称 为 线段 的 内 部 点 ， 因 此 一 个 集合 是 凸 的 当 且 仅 当 只 要 它 包 含 上 和 y?》 它 
就 包含 连接 x 和 y 的 线段 ， 每 个 线性 流 形 是 凸 的 ， 赋 范 空 间 的 单位 球 是 凸 的 ， 以 下 引 理 给 出 了 
凸 集 的 一 些 基 本 性 质 ， 凸 集 另 外 的 性 质 由 习题 42，43 和 44 给 出 ， 引 理 的 证 明 可 直接 得 到 因而 
我 们 省 略 ， 

18. 引 理 若 Ki 和 Ks 是 西 集 ， 则 集合 Ki 门 K，，AK! 和 开 : 十 氏 : 也 是 凸 集 . 

点 zo 称 为 集合 K 的 内 点 ， 若 每 条 过 zo 的 直线 与 的 交集 包含 一 个 关于 ze 的 开 区 间 ， 因 此 
zo 是 KK 的 内 点 ， 若 给 定 zxEX， 存 在 s>0 使 得 对 于 所 有 满足 | 和 1 <<s 的 1，zo 十 AZE 天 . 令 天 
为 包含 作为 内 点 的 凸 集 ， 那 么 我 们 定义 天 的 (关于 多 支 撑 函 数 p 为 p(x) 二 inf{4: 和 ZE 


TT 


中 


[到 


ms 


5 
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K，4 之 0}， 对 于 这 个 支撑 函数 我 们 有 下 列 性 质 . 

19. 引 理 若是 包含 6 作为 内 点 的 西 集 ， 则 支撑 函数 方 具 有 以 下 性 质 : 

i. 六 (AZz) 一 人 力 (z) ，) 之 0. 

ii. p(x yp(r) Tp(y). 

ii {x : pz)<1}CKC{zr: pl(z)<1}. 

证 明 第 一 个 和 第 三 个 性 质 直 接 从 p 的 定义 得 到 .为 证 明 第 二 个 性 质 ， 假定 * 'z+ 和 jy y? 
属于 K， 那 么 由 于 K 是 凸 的 ， 

Qt ry =A AT) tp (py) 
属于 KK， 因 此 p(x 十 y) 志 4 十 x， 对 于 所 有 容许 的 * 和 A 取 下 确 界 我 们 得 到 p(x 十 y) 筷 p(x) 十 
p(y). | 国 

两 个 凸 集 K; 和 开 , 称 为 被 线性 泛 函 f 分 离 车 存在 一 个 实数 a 使 得 在 天 ,上 f(z)<a 且 在 KK， 
上 f(x)>a. 

20. 定理 邻 Ki 和 K; 为 向 量 空间 X 的 两 个 不 相交 西 集 ， 且 假定 其 中 一 个 有 内 点 ， 那 么 存 
在 一 个 非 零 线性 泛 函 f 分离 KK1 与 KK;. 

证 明 令 zi 为 天 的 内 点 ,那么 Ki 一 K, 是 凸 的 ， 且 对 于 任何 属于 K; 的 x2， 点 Xo 一 
Zz 一 Xs 是 K, 一 Ki 的 内 点 . 令 民 二 Ki 一 K; 一 x。， 那 么 KK 是 一 个 包含 9 作为 内 点 的 凸 集 ， 由 于 
KK 和 K; 不 相交 ， 因而 0 Ki 一 Ki， 因而 一 zo F&FK. " 

令 pp 为 的 支撑 函数 (关于 ,那么 p( 一 zo) 之 1. 令 S 为 由 所 有 z。 的 数 乘 所 得 的 元 素 组 
成 的 X 的 一 维 子 空间 .定义 S 上 的 函数 太 为 fazo) 一 一 w， 那 么 CD) 和 zs) 且 根 据 引 理 19， 户 
满足 哈恩 - 巴 拿 赫 定 理 的 条 件 ， 因 此 我 们 可 以 将 f 延 拓 到 定义 在 所 有 XX 上 的 线性 泛 函 ， 使 得 对 
干 所 有 x 有 f(x) 志 p(x)， 因 此 车 zEK, 我 们 有 f(z7) 专 1. 

令 zEKi 且 yEKi， 那么 x 一 y 一 xoEK， 且 我 们 有 

fr) — fy — fro) = f(r—y— X00) Sl. 
由 于 f(xo)= 一 1， 因 此 有 f(x) 三 f(y)， 这 对 于 每 个 <E K 和 yE Ks 都 成 立 ,我们 有 sup (7 二 


nf fC%). 因此 f 分离 Ki 和 K;， 且 由 于 /zxzo) 一 一 1， 所 以 了 是 非 零 泛 函 . 国 


对 于 一 个 拓扑 向 量 空 间 ， 若 我 们 可 以 找到 由 凸 集 组 成 的 拓扑 基 ， 则 称 它 为 局 部 凸 的 ， 以 下 
命题 给 出 了 保证 向 量 空 间 X 的 给 定 拓扑 3 使 得 X 成 为 局 部 凸 的 拓扑 向 量 空间 的 方便 准则 ， 习 题 
46 给 出 了 如 何 证 明 它 的 建议 . 

21. 命题 令 多 为 向 量 空间 收 的 西 集 族 ， 那 么 以 下 条 件 是 屯 内 集合 的 平移 构成 使 得 成 
为 局 部 西 的 拓扑 向 量 空间 的 拓扑 的 基 的 充分 条 件 : 

i 若 NEqN， 则 NN 的 每 一 点 是 内 点 . 

i 对 于 属于 的 Ni 和 N,， 存 在 属于 KR 的 Ns 满足 NsCNiNN. 

i 车 N 属于 RM， 则 对 于 每 个 满足 0 二 | a | 过 1 的 a 我 们 有 aNEN. 

此 外 ， 每 个 局 部 则 的 拓扑 向 量 空间 存在 一 个 在 0 点 满足 这 些 条 件 的 基 折 ， 

根据 这 个 命题 ， 向 量 空间 X 上 的 弱 拓 扑 是 由 使 得 X 成 为 局 部 凸 的 拓扑 向 量 空间 的 线性 泛 

函 族 生成 ， 赋 范 向 量 空 间 也 是 一 个 局 部 凸 的 拓扑 向 量 空间 . 
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22. 命题 令 匡 为 局 部 凸 的 拓扑 向 量 空间 ， 五 是 一 个 闭 西 子 集 ， 令 zo 为 以 的 不 属于 开 的 

点 ， 那 么 存在 一 个 和 上 的 连续 线性 泛 函 了 使 得 
fxo) < inff (x). 

证 明 通过 平移 一 ze， 我 们 可 以 将 命题 归结 为 x。 =9 的 情形 ， 由 于 9 不 是 下 的 闭 包 的 点 ， 
因此 存在 一 个 凸 开 集 N 包含 9 但 不 与 F 相交 . 令 0 二 NN( 一 N)， 那 么 O 〇 是 一 个 包含 9 的 上 唔 开 
集 且 不 与 下 相交 ， 且 一 0O=O， 由 于 0 是 O 的 内 点 (见习 题 44a)， 根 据 定理 20 存在 一 个 非 零 线 
性 泛 函 了 使 得 supf (x) 专 inff (y) 二 a 因此 对 于 属于 O 的 zx，f(x) 志 a， 且 由 于 xzEO 药 涵 
一 zEO， 我 们 在 O 上 有 一 f(x) 志 a， 这 就 得 到 在 O 上 有 | f(x) | 委 c。 因此 对 每 个 s>0， 我 们 
在 集合 0'= (ee-1)O 上 有 | f(x) | <e 但 O' 是 包含 9 的 开 集 ， 因 而 f 在 9 连续 ， 由 于 了 线性 
且 在 9 连续 ， 因 而 它 处 处 连续 . 

剩 下 来 仅 需 证 明 a 汪 >0， 由 于 了 是 非 零 泛 函 ， 因 而 存在 一 个 z 工 使 得 f(zx) 汪 0. 由 于 0 是 O 的 
内 部 点 ， 因 此 我 们 可 以 选取 4 二 0 使 得 Xx 属于 O， 那 么 

0<<Af(x) = fr) Sa. 国 

23. 系 令 开 为 局 部 凸 的 拓扑 空间 的 西 集 ， 那 么 KK 强 闭 当 且 仅 当 它 弱 闭 . 

24. 系 令 工 和 yy 为 局 部 凸 的 豪 斯 多 夫 向 量 空间 X 的 不 同 点 ， 那 么 存在 一 个 连续 线性 泛 函 
厂 使 得 F(z) 天 厂 y)， 

令 天 为 向 量 空间 X 的 凸 子 集 ， 点 z+ 属于 K 称 为 极 值 点 ， 若 它 不 是 任何 落 在 五 的 线段 的 内 
部 点 .因此 工 是 极 值 点 当 且 仅 当 z 一 My 十 (1 一 M)=， 其 中 0< <1， 我 们 有 yfFK 或 z&K. 我 
们 将 证 明 每 个 紧 凸 集 有 极 值 点 ， 但 首先 考虑 一 些 基本 概念 . 凸 集 K 的 子 集 S 称 为 K 的 支撑 集 ， 
若 它 是 闭 的 和 凸 的 且 具 有 下 列 性 质 :, 车 K 中 的 线段 的 内 点 属于 S， 那 么 整 条 线段 包含 在 S 内 . 
因此 一 个 极 值 点 是 恰好 由 一 点 组 成 的 支撑 集 . 

25. 引 理 令 三 为 闭 凸 集 玉 上 的 连续 线性 泛 函 ， 那 么 上 在 天 上 取 到 它 的 最 大 值 的 点 集 S 
是 KK 的 支撑 集 . 

证 明 集合 S 是 西 的 ， 这 是 因为 若 f(x) 二 m 且 f(y) 二 m， 那 么 f(x 十 (1 一 A)y) 王 m. 若 
连接 z 和 y 的 线段 属于 K 且 了 在 点 z 二 Xx 十 (1 一 A)y 取 到 它 的 最 大 值 m， 那么 m 二 Af (zx) 十 
(1 一 MA) PFCy) ， 且 由 于 f(x) 和 f(y) 不 大 于 mm， 因此 我 们 必 有 f(x) 二 f(y) 二 m， 但 这 蕴 涌 
f(z 十 (1 一 1)y) 一 m， 因 此 连接 工 与》 的 整 条 线段 包含 于 S 内 . 加 

所 有 包含 集合 五 的 凸 集 的 交集 是 一 个 凸 集 ， 它 包含 已 且 包 含 于 每 个 包含 已 的 凸 集 ， 这 个 
集合 称 为 已 的 凸 包 ， 所 有 包含 下 的 闭 凸 集 的 交集 是 一 个 闭 凸 集 ， 它 包含 瑟 且 包含 于 每 个 包含 
E 的 闭 凸 集 ， 这 个 集合 称 为 五 的 闭 凸 包 . 

26. 定理 ( 克 赖 因 -米尔 曼 ) 令 开 为 局 部 凸 的 拓扑 向 量 空间 克 的 紧 是 子 集 ， 那么 KK 是 它 的 
端点 的 闭 凸 包 ， 

证 明 ( 凯 利 ) ”我们 假定 必 非 空 ， 根 据 支撑 集 的 定义 ,到 的 支撑 集 艇 的 交 是 天 的 一 个 支撑 
集 ， 且 若 S 是 K 的 支撑 集 , 是 S 的 支撑 集 ， 那 么 本 是 K 的 支撑 集 . 

给 定 K 的 任何 非 空 支撑 集 S，K 的 所 有 非 空 支撑 集 族 在 包含 关系 下 是 偏 序 ， 且 根据 宸 斯 


， 多 夫 极 大 原理 存在 非 空 支撑 集 的 最 大 线性 序 族 8 使 得 S 在 其 内 ， 由 于 K 是 紧 的 ， 因 此 8 的 所 有 
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成 员 的 交工 非 空 且 因此 是 天 的 一 个 非 空 支撑 集 ， 此 外 ， 它 是 一 个 最 小 非 空 支撑 集 ， 这 是 因为 
若 工 包含 一 个 支撑 集 ， 则 族 8 将 不 是 最 大 的 ， 因 此 任何 支撑 集 包含 一 个 极 值 最 小 非 空 支撑 集 . 
现在 一 个 最 小 非 空 支撑 集 只 能 有 一 点 ， 这 是 因为 车 支撑 集 S 包含 不 同 的 点 z 和 >y， 则 存在 一 个 
连续 线性 泛 函 了 使 得 F(z)>FCy)， 那 么 根据 引 理 25，/ 取 到 其 最 大 值 的 点 的 S 的 子 集 是 S 的 
支撑 集 ， 也 因此 是 K 的 支撑 集 ， 由 于 K 是 紧 的 ， 因 此 它 是 不 包含 y 的 KK 的 非 空 支撑 子 集 . 
车 一 个 支撑 集 恰好 由 一 点 组 成 ， 则 该 点 必须 是 极 值 点 .因此 我 们 已 经 证 明 每 个 非 空 支撑 集 
包含 一 个 端点 . 
由 于 使 得 一 个 线性 泛 函 取 到 它 的 最 大 值 的 K 的 子 集 是 非 空 支撑 集 ， 因 此 我 们 得 出 结论 : 天 
上 的 连续 线性 泛 函 的 最 大 值 等 于 它 在 K 的 极 值 点 的 集合 EE 上 的 最 大 值 . 令 C 为 天 的 极 值 点 的 
闲 古 包 ， 且 假定 xFC， 则 根据 命题 22 存在 一 个 连续 线性 泛 函 了 使 得 jzD) 一 max (y) —maxf (y). 
因此 x& K， 且 我 们 有 KCC 因此 K=C. | 
习题 
42. 令 A 为 从 向 量 空间 X 到 向 量 空间 Y 的 线性 算 子 ， 那 么 X 中 的 每 个 凸 集 (或 线性 流 形 ) 的 像 
是 了 中 的 凸 集 (或 线性 流 形 ) ， 且 了 中 的 是 集 (或 线性 流 形 ) 的 逆 像 是 中 的 凸 集 ( 或 线性 流 
形 )， 给 出 一 个 例子 证 明 一 个 非 凸 集 可 以 有 一 个 是 的 像 . 
43. 证 明 一 个 拓扑 向 量 空间 的 凸 集 KK 的 闭 包 是 凸 的 . 
44. a. 证 明 拓扑 向 量 空间 的 子 集 的 每 个 内 部 点 是 内 点 . [提示 : 用 乘法 的 连续 性 . ] 
b. 证 明 R" 中 凸 集 的 每 个 内 点 是 一 个 内 部 点 . 
. 给 出 平面 上 有 非 内 部 点 的 内 点 的 集合 的 一 个 例子 . 
. 车 一 个 凸 集 有 一 个 内 部 点 ， 则 每 个 内 点 是 内 部 点 . 
. 邻 久 为 关于 自身 第 二 贝尔 范畴 的 一 个 拓扑 向 量 空间 ， 那 么 车 X 的 一 个 闭 凸 子 集 有 一 个 
内 点 ， 则 它 有 一 个 内 部 点 . 
45. 令 K 为 包含 9 的 凸 集 ， 且 假定 zx 是 天 的 一 个 内 点 ， 那 么 对 于 某 个 X 汪 0 集合 十 4K 包含 于 
K. [提示 : 选取 )>0 使 得 (1 一 *) 'z 属于 KK.] 


46. 证 明 命题 21. [提示 ; 车 N 是 凸 的 ， 那 么 却 N 十 却 NCN、 运 用 命题 14 和 它 的 证 明 . ] 


47. 最 强 的 局 部 凸 拓扑 ， 令 X 为 向 量 空间 ，3 为 所 有 包含 0 的 凸 集 Y 所 组 成 的 人 能， 使 得 对 于 每 
个 zxE 和 存在 一 个 w>>0 满足 xrEV， 那 么 3 是 和 上 的 局 部 凸 拓扑 的 局 部 基 ， 且 这 个 拓扑 比 
和 上 的 任何 其 他 的 局 部 凸 拓扑 强 . 
48. a 在 Le[0，1] 中 ，1<2p<co， 每 个 满足 | z| =1 的 xz 是 单位 球 S 一 {zz 三 1} 的 极 
值 点 . 
b. 在 L~[0，1] 中 ， 单 位 球 的 极 值 点 是 那些 几乎 处 处 满足 | <(b | =1 的 工 . 
c. L1[0，1] 的 单位 球 无 极 值 点 . 
d. Li1[0，1] 不 是 任何 赋 范 线性 空间 的 对 偶 . 
e. 2? 的 单位 球 的 极 信 点 是 什么 ? 
f 对 和 是 紧 豪 斯 多 夫 空间 ，C(X) 的 单位 球 的 极 值 点 是 什么 ? 证 明 CLO，1J 不 是 任何 赋 范 
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242 


156 第 二 部 分 抽 阳 空间 


线性 空间 的 对 偶 . 


49. 令 X 为 [0，1] 上 的 所 有 可 测 实 值 函数 组 成 的 向 量 空间 ， 根 据 通常 的 方式 定义 加 法 和 数 乘 . 
定义 

0 人 [和 

a. 我 们 有 c(z 十 轨 委 cCz) 十 cCy)， 因 此 若 定 义 p(x，y) 二 olzx 一 y)， 则 p 是 X 的 度量 . 

b. 在 这 个 度量 中 ，zs~>z 当 且 仅 当 依 测度 < 一. 

c. XX 是 一 个 完备 度量 空间 (参见 习题 4. 25). 

d. 加 法 是 从 XXX 到 X 的 连续 映射 . 

e. 乘法 是 从 RXX 到 XX 的 连续 映射 [由 于 X 是 一 个 度量 空间 ， 因 此 仅 需 证 明 若 zx, 一 zx 且 
4,>A， 则 Xz。 一 A4z， 这 可 由 依 测度 收 化 的 有 界 收 敛 定理 得 到 . ] 

f. 证 明 阶 梯 丽 数 集合 在 X 稠密 . 

g. 不 存在 X 上 的 非 零 连续 线性 泛 函 . [证 明 存 在 一 个 二 使 得 只 要 z 是 长 度 小 于 1/2 的 区 间 
的 特征 函数 就 有 f(x) 一 0。 因 此 f(x) 二 0 对 所 有 阶梯 函数 z 成 立 . ] 

h. 空间 X 是 非 局 部 凸 的 拓扑 向 量 空间 . 

i. 令 * 为 所 有 实数 序列 组 成 的 空间 ， 且 定义 

a&)) = DD eT. 
证 明 (a)，(c)，(d) 和 (e) 的 类 比 ，s 上 的 最 一 般 的 连续 线性 泛 函 是 什么 ? 


10.8 希 尔 伯 特 空间 


谈 到 希 尔 伯 特 空间 我 们 指 的 是 定义 了 具有 下 列 性 质 的 HX 到 R 的 函数 (xz，y) 的 巴 拿 赫 空 
间 Be ， 
i 《al Z1 十 az 9》 y) 一 an (xi 9 y) 十 as (Zz, , y). 


ICZ) = 


ii. (zx, y)=(y, Zz). 

ii (xz, x)= | xz. 

我 们 称 (z， 妇 为 工 与 y 的 内 积 . 我 们 立刻 有 和 希 尔 伯 特 空间 的 两 个 例子 : 一 个 是 空间 R" 具 
有 内 积 

(zyy) 一 Dry 
另 一 个 是 空间 L: 具 有 内 积 
(zyy) 一 | zcpypdt 

由 于 上 x| 实 0 且 仅 当 xz=9 等 式 成 立 ， 因 而 有 


QQ 这 里 我 们 已 经 定义 了 项 尔 伯 特 空间 ， 在 分 析 中 更 便于 使 用 的 是 复 希 尔 伯 特 空间 ， 即 可 用 复数 作 数 乘 ， 内 积 是 复 什 
的 ， 且 将 (iD 赫 换 为 ( 计 ): (x，y) 一 (yx). 
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0 委 1z 一 和 ay 虹 =(z 一 jy zz 一)y) 
一 (zz) 一 2(Czyy) 十 )2Cyyy)， 
车 4 汪 >0， 我 们 有 
2Cz,y) AT zl +Aly i. 
设 4= zj /Hy 上 1， 我 们 得 到 
(zy) Ez .yl, 
且 可 以 看 到 等 式 仅 当 y= 二 9 或 对 于 菜 个 * 宇 0，x= 二 4y 时 成 立 ， 这 个 不 等 式 即 我 们 所 知道 的 
施 瓦 获 、 柯 西 - 施 瓦 获 或 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 - 施 瓦 茨 不 等 式 ， 这 个 不 等 式 的 一 个 推论 是 由 
f(x) 二 (rx，y) 定 义 的 线性 泛 函 f 以 上 yg 为 界 ， 从 这 可 得 出 (x，y) 是 从 互 X 昌 到 R 的 连续 
函数 . 
我 们 说 HH 的 两 个 元 素 x 和 yy 正 交 ， 若 (x，y) 二 0. 我 们 写 xy 意味 着 x 和 > 正 交 .对 于 
五 的 一 个 集合 5s， 若 8 的 任何 两 个 不 同 元 素 p 和 y 正 交 ， 即 (pg，y) 二 0， 则 称 之 为 一 个 正 交 系 . 
对 于 一 个 正 交 系 8， 若 8 的 每 个 元 素 p 有 上 p‖ 一 1， 则 称 它 为 规范 正 交 ， 规 范 正 交 系 的 任 两 个 
元 素 的 距离 为 /32. 因此 车 昌 可 分 ， 则 H 的 每 个 规范 正 交 系 必 可 数 . 
今后 我 们 将 仅 处 理 可 分 希 尔 伯 特 空间 ， 因 此 每 个 规范 正 交 系 可 表示 为 序列 (gq,，， 该 序列 可 
以 是 有 限 的 也 可 以 是 无 限 的 . 我 们 定义 吾 中 的 元 素 z 的 傅 里 时 系数 (关于 (gp。)) 为 av 一 
(z，gs)， 对 任何 我 们 有 9 


0< | >z 一 > as = | zl 一 2 27av(z，9) 十 >， > aa Cus py) 
v1 = v=l1 p=1 


jz Da 
因此 
> < | zl ， 
且 由 于 是 任意 的 ， 因 比 我 们 有 贝 守 尔 不 等 式 
Dhl 


另 一 方面 , 令 (a,) 为 任意 实数 序列 满足 2 0 二 oo, 那么 序列 


n 
一 > J aps 
v=1 


是 一 个 柯 西 序列 ， 这 是 由 于 对 于 mm 之 n， 
Zm Zr 一 youp 
天 十 1 


A N 
日 车 4p。) 内 仅 存 在 有 限 的 NN 个 元 素 , 我 们 约定 :对 于 Nn 所 co， 》) 意味 着 >). 
v=1 v=1 
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且 我 们 有 
| za — zl = > 
它 必 趋 于 零 ， 这 是 由 于 习 ui 收 俩 ， 根 据 是 的 完备 性 存在 一 个 元 素 y 使 得 y 一 jim z。， 和 且 我 们 写 
y= Pag. 


由 于 内 积 是 连续 的 ， 我 们 有 
(yo) = lim (zypu) 一 a,. 


因此 我 们 已 经 证 明了 对 任意 x 存在 形 如 y = D3 ap。 的 y, 它 具有 与 x 相同 的 傅 里 叶 系 数 . 


v=1 


什么 时 候 y 等 于 xz? 车 我 们 考察 y 一 zx， 可 以 看 到 它 的 所 有 傅 里 叶 系 数 等 零 ， 因 此 > 一 z 若 
规范 正 交 系 (q,) 具 有 性 质 ， 若 对 于 所 有 的 v 有 (z，g,) 一 0， 则 z 二 9， 具 有 这 个 性 质 的 规范 正 交 
系 称 为 完备 (或 完全 )， 一 个 完备 规范 正 交 系 显然 是 最 大 的 ， 而 车 (yp,) 是 一 个 最 大 的 规范 正 交 
系 ， 则 它 必定 是 完备 的 ， 这 是 因为 若 对 于 所 有 v 和 zx 隆 0，(z，g,) 一 0， 则 z/ 1 = 上 可 以 添加 到 
《gp,)， 豪 斯 多 夫 极 大 原理 蕴涵 最 大 规范 正 交 系 的 存在 性 ， 因 此 我 们 已 经 建立 以 下 命题 : 

27. 命题 在 一 个 可 分 希 尔 伯 特 空间 中 每 个 规范 正 交 系 是 可 数 的 且 存 在 一 个 完备 规范 正 交 
系 . 著 (pu) 是 任何 完备 规范 正 交 系 且 工 是 吾 的 任意 元 素 ， 我 们 有 


co 
一 > CopDu， 
v=1 


其 中 av = 二 (zx,go). 此外, 工 竹 一 De. 


在 可 分 希 尔 伯 特 空间 中 有 两 种 情形 ， 或 者 每 个 完备 规范 正 交 系 有 无 限 个 元 素 或 存在 一 个 具 
有 有 限 的 N 个 元 素 的 完备 规范 正 交 系 .在 后 一 种 情形 中 ， 根 据 命题 27， 这 样 的 系 是 互 的 一 个 
基 ( 在 向 量 空间 意义 下 )， 因 此 了 H 是 有 限 维 向 量 空间 ， 且 任何 N 十 1 个 元 素 的 系 线性 相关 ， 因 
此 ， 每 个 规范 正 交 系 至 多 只 能 有 NN 个 元 素 ， 从 这 可 得 出 每 个 完备 正 交 系 必须 有 N 个 元 素 . 我 
们 因此 已 经 证 明 在 可 分 希 尔 伯 特 空间 电 中 每 个 完备 规范 正 交 系 有 相同 个 元 素 ， 我 们 称 这 个 数 
为 日 的 维 数 . (因此 若 日 具有 可 数 无 限 完备 规范 正 交 系 ， 我 们 说 dim 互 一 六 )， 

从 希 尔 伯 特 空间 吾 映 上 和希 尔 伯 特 空间 互 ' 的 同 构 上 映射 瑟 是 一 个 互 映 上 五 的 线性 映射 且 使 
得 (Bzx，g@By) 二 (x，y)， 因 此 希 尔 伯 特 空间 之 间 的 同 构 映射 是 一 个 等 距 上 映射， 每 个 维 希 尔 伯 
特 空间 与 Re 同 构 ， 这 是 因为 定义 为 (zx) 二 《a1，…，a,) 的 映射 (其 中 a. 一 (z，go)) 是 同 构 映 
射 ， 类 似 地 ， 每 个 N。 维 希 尔 伯 特 空间 同 构 于 ， 由 于 L*[0，xj 是 可 分 的 且 {cos vt} 是 一 个 无 限 
正 交 系 ， 我 们 看 到 L? 的 维 数 是 NN。， 因 而 上 同 构 于 

28. 命题 邻 为 希 尔 伯 特 空间 日 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 那 么 惟一 存在 一 个 yE 日 使 得 对 于 
所 有 zx 有 f(z)= 二 (zx，y). 此 外 ， 上 f= 二 By1. 

证 明 (我 们 仅 考 虑 可 分 H 的 情形 ， 对 于 不 可 分 于 见习 题 52. ) 令 《gp,) 为 是 的 完备 规范 正 
交 系 ， 设 5, 二 f(g,)， 那 么 对 于 每 个 我 们 有 
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Da /Poe)< 1 [Dae.) 
< 171l [32]. 


因此 2 名 入 /上 , 因 而 已 吕 << 是 fl < .因此 存在 一 个 元 素 y 一 51 6.9., 我 人 有 1 y1 过 


fl 


令 z 为 的 任意 元 素 ,那么 3 ap。 > z, 因 而 


f(z)= lim f(Dap.) = lim Shab, 
v=1 v=1 


一 (X,Y). 


根据 施 瓦 茨 不 等 式 ，|‖ | 委 | > 二， 采 


50. 证 明 内 积 是 连续 的 ; 即 若 zs 一 z 县 > 一 y， 则 (Cz，3yn) 一 (Z，y). 


51. a, 


52. 


全 


sa 


已 . 


€ 


f. 


证 明 {cos vt，sin wt} 是 Li[0，、2x] 的 完备 规范 正 交 系 ( 当 适 当地 规范 化 时 ) (参见 命题 6. 8 
和 习题 9. 42). 


. 证 明 L:[0，2xj 的 每 个 函数 是 它 的 依 里 叶 级 数 的 (2 阶 ) 平 均 极 限 ( 参 见 6. 3 节 ). 
. 证 明 对 于 不 可 分 希 尔 伯 特 空间 的 每 个 x 仅 存在 可 数 个 非 零 的 (关于 某 个 固定 的 规范 正 交 


系 ) 傅 里 叶 系 数 . 
证 明 在 不 可 分 希 尔 伯 特 空间 内 除 每 个 完备 规范 正 交 系 不 可 数 外 命题 27 仍然 成 立 ， 


. 证 明 在 不 可 分 希 尔 伯 特 空间 内 命题 28 仍然 成 立 . 
. 证 明 车 HH 是 任何 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 ， 则 五 中 的 完备 规范 正 交 系 的 元 素 的 个 数 n 是 使 


得 存在 具有 n 个 元 素 的 日 的 稠密 子 集 的 最 小 基数 ”， 因 此 H 的 每 个 完备 规范 正 交 系 有 
相同 个 元 素 ， 我 们 称 这 个 数 为 的 维 数 . 


. 证 明 两 个 希 尔 伯 特 空间 同 构 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 维 数 . 


证 明 存 在 每 一 维 数 的 希 尔 伯 特 空间 . 


53. 令 P 为 日 的 子 集 谈 到 了 的 正 交 补 集 P+ 我 们 指 的 是 集合 (y: 对 于 所 有 zxz€EP，y 上 x}. 


a. 


b. 


Cc, 


证 明 P+ 总 是 闭 线 性 流 形 . 
证 明 P++ 是 包含 的 最 小 闭 线性 流 形 . 
令 M 为 闭 线性 流 形 ， 那 么 每 个 zxE 昌 能 惟一 写 为 xz 一 y 十 z 的 形式 , 其 中 YE M 且 zxE 
M+ .此 外 ， 
Hrs= yz 


160 第 二 部 分 抽象 空间 


54. 令 (zx,) 为 可 分 希 尔 伯 特 空间 的 元 素 的 有 界 序 列 ， 那 么 (x, 包含 一 个 弱 意义 下 收敛 的 子 
序列 ， 

55. 令 S 为 了 [0，1] 的 子 空间 ， 且 假定 存在 一 个 常数 KK 使 得 对 所 有 ZE [0，1]，| f(x)| 专 
K fi ， 那 么 S 的 维 数 至 多 为 K*. [提示 : 车 (fi，…，_f,) 是 S 内 的 任何 有 限 规范 正 交 
序列 ， 则 


DY | fz) F< KR.] 
i=1 


总 病人 涝 


第 11 章 测度 与 积分 


11.1 测度 空间 


本 章 的 目标 是 将 勒 贝 格 测度 与 勒 贝 格 积分 的 最 重要 性 质 抽 象 化 .我们 将 给 出 勒 贝 格 测度 满 
足 的 某 些 公理 且 将 积分 理论 建立 在 这 些 公理 之 上 ， 因 此 我 们 的 理论 适用 于 所 有 满足 这 些 给 定 公 
理 的 系统 . 

我 们 从 回顾 一 个 o 代数 3 是 给 定 的 集合 X 的 子 集 族 开始 ， 它 是 包含 % 且 关于 补 和 可 数 并 封 
闭 的 集 族 . 谈 到 集 函 数 y 我 们 指 的 是 将 一 个 扩充 的 实数 赋 于 某 个 集 的 函数 ， 有 了 这 些 概 念 我 们 
做 出 以 下 定义 : 

定义 ” 谈 到 可 测 空间 我 们 指 的 是 由 集合 X 和 于 的 子 集 的 6 代数 PB 组 成 的 一 对 (XX ，B). 一 
个 下 的 子 集 A 称 为 可 测 ( 或 关于 B 可 测 )， 若 AEB. 

定义 ” 谈 到 可 测 空间 (XX ，B) 的 测度 jy， 我 们 指 的 是 对 于 BB 的 所 有 集合 有 定义 且 满 足 
4(G)=0 与 


s(U E) = BE 
对 任意 不 相交 可 测 集合 序列 FE; 成 立 的 非 负 集 函 数 . 谈 到 测度 空间 (和 ， 了 3，H) 我 们 指 的 是 可 测 
空间 (X，?) 与 定义 在 号 上 的 测度 jy. 


4 的 第 二 个 性 质 常常 指 的 是 jy 是 可 数 加 性 的 .我 们 可 以 看 到 jy 也 是 “有 限 加 性 的 ”， 即 对 于 
属于 3 的 不 相交 集合 E;， 


“人 可 -2 


这 是 因为 对 ;之 N， 我 们 可 以 设 EF 二 29. 

测度 空间 的 一 个 例子 是 (及 ，sr ，m) ， 其 中 R 是 实数 集 ，m 是 实数 的 勒 贝 格 可 测 集 ,而 秋 
是 勤 贝 格 测度 ， 若 用 区 间 [0，1] 代 替 且 R 且 用 [0，1] 的 可 测 子 集 代替 RK， 我 们 得 到 男 一 个 测 
度 空间 .第 三 个 例子 是 (R，2B，m)， 其 中 8 是 博 雷 尔 集 类 且 m 仍然 是 勒 贝 格 测度 .还 有 一 个 
例子 是 计数 测度 (见习 题 3. 4)， 以 下 是 一 个 稍微 使 人 迷惑 的 例子 . 令 X 为 任意 不 可 数 集 ，3 为 
那些 或 者 是 可 数 集 或 者 是 可 数 集 的 补 集 的 子 集 族 ， 那 么 B 是 一 个 o 代数 且 我 们 可 以 在 其 上 定义 
测度 对 于 每 个 可 数 集 设 A 一 0， 对 于 每 个 补 集 为 可 数 集 的 集合 B 设 B=1. 

测度 的 两 个 进一步 的 性 质 由 以 下 命题 给 出 ，; 

1. 命题 若 AEB，BEB,， 且 ACB,， 则 

/A < pB. 


所 “一 个 定义 在 集 代数 且 满足 (名 ) =0 与 对 于 代数 内 的 不 相交 集合 A 和 B 有 jy(AUB) 一 pA 十 1B 的 集 函 数 w 称 为 一 个 
有 限 加 性 测度 ， 由 于 我 们 的 定义 (与 通常 的 用 法 ) 要 求 测度 是 可 数 加 性 的 ， 因 而 从 定义 可 知 一 个 有 限 加 性 测度 一 般 
不 是 一 个 测度 ， 尽 管 每 个 测度 是 有 限 加 性 测度 . 
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证 明 由 于 
B=AUI[B~A] 
是 不 相交 集合 的 并 集 ， 我 们 有 
HpB = LA 十 ApCB 一 4) > A. 加 [254 
2. 命题 若 EEB, jE<oof EE,,,， 则 


人 站 二 一。 
证 明 设 下 = 人] 已， 那么 
FE, 一 五 U U (FE; ~ EF.41), 
且 这 是 一 个 不 相交 集合 的 并 集 ， 因 此 


HE = pyE + DlE; ~ En). 
i=1 


由 于 
E; = Ein U (E: ~ En) 
是 不 相交 集合 的 并 集 ， 我 们 有 
ACE ~ En) = yE;— En. 


因此 ， 
Ei = s+ DpE, —pEin) 
= jE + lim SyE, — pew) 
= pyE tpE ~ limkE.,, 
这 就 得 到 命题 . 国 
3. 命题 若 E,EB， 则 
| U 已 < 2 
证 明 令 
G, = E, ~ | U E| 
那么 G,CE, 且 集合 G, 不 相交 . 因此 
1G» SpE,, 255 
而 
ACU E) = D6, < 了 国 


一 个 测度 jy 称 为 有 限 ， 若 pw(X)< ce， 它 称 为 a 有限， 若 存在 属于 3 的 可 测 集 序列 (X, 使 得 
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X= X, 

且 wX,< ce， 根据 命题 1. 2 我 们 总 是 可 以 取 ( 和 ,为 不 相交 的 集合 序列 . 有 限 测度 的 一 个 例子 
是 [0，1] 上 的 勒 贝 格 测度 ， 而 。 有 限 测度 的 一 个 例子 是 (一 ee ，coeo) 上 的 勒 贝 格 测度 ， 不 可 数 集 
上 的 计数 测度 是 一 个 非 。 有 限 的 测度 .习题 48 给 出 了 其 他 例子 . 

一 个 集合 EE 称 为 具有 有 限 测度 ,车 EE 3 且 pnE<co， 一 个 集合 玉 称 为 具有 6g 有 限 测度 ， 
车 已 是 可 数 的 具有 有 限 测度 的 可 测 集 簇 的 并 集 . 任何 包含 于 具有 有限 测度 的 集合 的 可 测 集 本 
身 具 有 = 有 限 测 度 ， 可 数 的 具有 e 有 限 测度 的 集 簇 的 并 集 仍 然 具 有 ce 有 限 测度 若是 = 有 限 ， 
则 每 个 可 测 集 具 有 c 有 限 测 度 . 

大 致 说 来 ， 几 乎 所 有 的 勒 贝 格 测度 与 勒 贝 格 积分 的 熟知 的 性 质 对 任意 的 co。 有 限 测度 成 立 ， 
而 且 抽象 测度 理论 的 处 理 限 制 其 本 身 于 c 有 限 测度 . 然而， 一般 理论 的 许多 部 分 不 要 求 c 有 限 
这 个 假设 ， 这 个 不 必要 的 限制 看 起 来 不 符合 理论 发 展 的 需要 . 比 c 有 限 较 弱 的 概念 是 半 有 限 概 
念 ， 一 个 测度 y 称 为 半 有 限 的 若 每 个 具有 无 限 测 度 的 可 测 集合 包含 具有 任意 大 的 有 限 测 度 的 可 
测 集合 ， 因 此 每 个 。 有 限 测度 是 半 有 限 的 ， 而 将 一 个 不 可 数 集 X 的 可 数 子 集 赋 予 0 而 将 不 可 数 
集 赋 予 co 的 测度 不 是 半 有 限 的 ， 非 半 有 限 的 测度 使 人 迷惑 ， 人 们 尝试 限制 为 仅 考虑 半 有 限 测 
度 ， 遗 憾 的 是 ， 许 多 测度 上 的 自然 运算 ， 例 如 下 一 章 的 延 拓 过 程 ， 使 我 们 离开 半 有 限 测度 类 . 

测度 空间 (X，3，/ 称 为 完备 的 ， 若 3 包含 所 有 零 测 度 集 的 子 集 ， 即 若 BE B83, pyB 二 0， 
且 ACB 蕴 涵 AE B83， 因此 勒 贝 烙 测度 是 完备 的 ， 而 勒 贝 格 测度 限制 于 博 雷 尔 集 的 o 代数 不 是 完 
备 的 ， 以 下 命题 (其 证 明 留 给 读者 (习题 7)) 表 明 每 个 测度 空间 可 以 通过 添加 零 测 度 集 的 子 集 来 
完备 化 ， 该 命题 给 出 的 测度 空间 (X，B， 410) 称 为 (X，B，p) 的 完备 化 . 

4. 命题 若 (X，B， pj) 是 一 个 测度 空间 ， 则 我 们 可 以 找到 完备 测度 空间 (X，B。，jpo) 
使 得 

i BC Po. 

ii. EE B>uE= FE. 

iii, EE Bo OE=AUB, 其 中 BEBE ACC, CEB, pyC=0. 

若 (X，3， 站 是 一 个 测度 空间 ， 我 们 说 X 的 子 集 E 局 部 可 测 ， 若 对 于 每 个 jB<oo 的 BE 
8 有 ENBEB， 局 部 可 测 集 徐 e 是 一 个 包含 8 的 o 代数 .测度 p 称 为 饱和 的 ， 若 每 个 局 部 可 测 
集 可 测 ( 即 属于 B)， 每 个 。 有 限 测度 是 饱和 的 ， 一 个 测度 总 是 可 以 延 拓 为 饱和 测度 ， 然 而 与 完 
备 化 过 程 不 同 ， 饱 和 过 程 不 惟一 确定 : 具有 c 代数 没有 困难 ， 因 为 我 们 简单 地 取 所 有 局 部 可 测 
集 的 o 代数 ec， 但 测度 常 有 不 同 的 方法 延 拓 到 Ce， 习题 8 给 出 了 一 些 细节 ， 在 下 一 章 我 们 将 回 
到 这 一 主题 . 
习题 


1. 令 {A,) 为 可 数 可 测 集 筷 ,那么 
(U4) -tmx( U A). 


2. 邻 {(X,，B。，p.)) 为 测度 空间 簇 ， 且 假定 集合 {X,} 不 相交 ， 那 么 通过 令 X 一 UX.，3 一 (3: 
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~ 3 


(CoLBmXE 有 3 且 定义 An(B) 一 二 meCBPmX 。)， 我 们 可 以 构造 一 个 新 的 测度 空间 ( 称 为 它们 
的 并 集 ). . 

a. 证 明 B 是 o 代数 . 

b. 证 明 jy 是 一 个 测度 . 

c. 证 明 关 是 ce 有限 当 且 仅 当 除 可 数 个 4. 为 零 外 ， 其 余 为 cs 有 限 . 


. a. 假定 上 和 ,EB， 证 明 ACEIA E;)=0 蕴涵 jE 二 yyE;. 


b. 证 明 若 完备 ， 则 Ei EB 和 ul(EAE;)=0 蕴涵 下:E 3. 


. 令 (X，3， 和 是 一 个 测度 空间 且 YE3B， 令 作 是 3 中 的 那些 包含 于 了 的 集合 组 成 的 集 簇 . 


若 EE By 设 几 下 一 AUE， 那 么 Y，Br ， 必 ) 是 一 个 测度 空间 ， 测 度 un 称 为 w 对 Y 的 限制 . 


. 令 (X，B) 为 可 测 空间 . 


a. 车 和 w 是 定义 在 BB 上 的 测度 ， 则 在 B 上 定义 为 XE=yE 十 vE 的 集 函 数 4 也 是 一 个 测度 ， 
我 们 将 记 为 十 v. 

b. 车 和 w 是 B 上 的 测度 且 y 宇 v， 则 存在 B 上 的 测度 4 使 得 j 王 wv 十 X. 

c. 车 wv 为 o 有 限 ， 则 (Gb) 中 的 测度 是 惟一 的 . 

d. 证 明 一 般 测 度 不必 惟一 但 总 存在 这 样 的 最 小 的 4. 

. 证 明 每 个 。 有 限 测度 是 半 有 限 的 . 

b. 证 明 每 个 测度 “是 半 有 限 测度 w 和 仅 取 值 为 0 和 c2 的 测度 pa 的 和 pi 十 po. 

c. 测度 yu 和 一般 不 惟一 但 总 存在 最 小 的 和 和 对 应 于 这 个 yu 的 最 小 的 jz. 


名 


. 证 明 命题 4、[ 首 先 证 明 由 (ii) 定 义 的 族 功 是 一 个 = 代数， 车 EE 2 ， 证 明 对 于 所 有 使 得 下 一 


AUB 的 AEB( 其 中 B 是 零 测度 集 的 子 集 )，jpA 相同 ， 用 这 个 事实 定义 m 且 证 明 po 是 一 个 
测度 . ] 


. a. 证 明 每 个 o 有 限 测 度 是 饱和 的 . 


b. 证 明 局 部 可 测 集 簇 是 一 个 o 代数 . 

c. 令 (X，B，p) 为 测度 空间 且 C 为 局 部 可 测 集 的 o 代 数 .对 于 EEC,， 若 EE B 设 pyE=pE， 
车 EB 设 ZE=coo. 证 明 (X，e，Am) 是 一 个 饱和 测度 空间 ， 

. 车/ 是 半 有 限 旦 已 Ee， 设 kwE=suptpB: BEB，BCE}. 证 明 (X，E，k) 是 一 个 饱和 
测度 空间 且 y 是 p 的 延 拓 ， 给 出 一 个 例子 说 明 A 和 wz 可 以 不 同 . 


全 


,og 环 与 o 代数 ， 一 些 作者 倾向 于 在 ec 环 凡 上 定义 测度 ， 即 一 个 X 的 子 集 秘 使 得 若 A 和 B 属于 


内 则 A 一 B 也 如 此 ， 且 若 (A,) 是 有 的 序列 则 UA, 属 于 只 .因此 一 个 c 环 只 是 = 代数 当 且 仅 当 
XER， 以 下 给 出 了 环 与 o 代数 之 间 的 一 些 关 系 : 
a 邻 外 为 非 o 代数 的 o 环 ， 令 B 为 包含 的 最 小 6 代数 ， 且 设 一 {E: EER}, 那么 3 一 凡 UR 且 
RNR=Y. 
b. 车 是 史上 的 测度 ， 定 义 B 上 的 py 为 : 若 EER 则 ZE=/E 且 若 EER 则 ApE 一 co， 则 /是 
3 上 的 测度 . 
c. 定义 B 上 的 4 为 : 车 EE 只 则 pE=pE 且 着 EE 
HuE= supltyA:ACE,AE 及 } 
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那么 & 也 是 一 个 3 上 的 测度 . 


d. 更 一 般 地 ， 对 于 任何 非 负 扩充 的 实数 8 定义 B 上 的 ps 为 : 若 EERR 则 ypE 二 pyE 且 若 EER 
则 mi 匹 三 Ap 下 十 8， 那 么 we 是 3 上 的 测度 ， 


e. 车 vv 是 任意 在 只 上 与 1 一 致 的 了 上 的 测度 ， 则 对 于 某 个 PPP0，z= 一 Ah 
11.2 可 测 函 数 


抽象 可 测 空间 上 的 可 测 函 数 的 概念 与 关于 实 变量 函数 的 可 测 函 数 的 概念 基本 相同 ， 因 此 ， 
若 以 下 命题 和 定理 的 证 明 本 质 上 与 3. 5 节 中 相同 ， 则 我 们 叙述 它们 而 略 去 证 明 . 读者 应 当 去 验 
证 第 3 章 中 的 证 明 可 实施 于 抽象 可 测 空间 ， 贯 穿 本 节 我 们 始终 假定 某 个 固定 的 可 测 空间 
(X，B3) 是 给 定 的 . 

5. 命题 邻 f 为 定义 在 了 上 的 扩充 的 实 值 函数 ， 那 么 以 下 陈述 等 价 : 

i. {z:， f(x) 过 a) EB 对 于 每 个 a 成 立 . 

ii. {ZX: (Xx) 三 a} EB 对 于 每 个 a 成 立 . 

ii (TX: f(x)>>a)€B 对 于 每 个 a 成立. 

iv. {xX; 了 f(x) 之 a} EB 对 于 每 个 a 成 立 . 
( 见 命题 3. 18. ) 

定义 ”定义 在 祥 上 的 扩充 的 实 值 函 数 称 为 可 测 (或 关于 BB 可 测 )， 若 命题 5 的 任意 一 个 陈 

6. 定理 车 Cc 是 常数 且 函 数 f 和 g 可 测 ， 那 么 函数 f+c,， cf， fg， f"g 和 f/fVg 也 是 
可 测 的 ， 进 一 步 地 ， 若 (所 ) 是 可 测 函 数 序列 ， 则 supf,，inff,，limf, 和 limf, 都 是 可 测 的 ， 
( 见 命题 3. 19 和 定理 3. 20. ) 

谈 到 简单 函数 ， 如 同 前 面 的 定义 ， 我 们 指 的 是 一 个 可 测 集 E: 上 的 特征 函数 的 有 限 线性 组 合 


2PCZ) 一 Dy cx Cz) 

7. 命题 令 /为 非 负 可 测 函 数 ， 那 么 存在 一 个 简单 函数 序列 《gr 满足 gn+1 之 pr 使 得 了 二 
lim mm 在 和 的 每 一 点 成 立 ， 著 了 是 定义 在 o 有 限 测 度 空 间 上 的 ， 则 我 们 可 以 选取 函数 gn 使 得 它 
们 中 的 每 一 个 在 有 限 测 度 集 外 消失 ， 

8. 命题 若 六 是 一 个 完备 测度 且 了 是 一 个 可 测 函 数 ， 则 几乎 处 处 f 一 &E 冀 涵 g 可 测 . 

( 见 命题 3. 21. ) 

集合 {x: f(x) 过 a} 有 时 称 为 的 坐标 集 ， 它 们 随 a 增加 而 增加 ， 以 下 引 理 表明 ， 给 定 一 

个 随 a 增加 的 可 测 集 艇 (B,)， 我 们 可 以 找到 一 个 可 测 函 数 /在 以 下 意义 下 有 这 些 坐 标 集 . 
{zi:f(zx) a} CB,C {rf(x) Sa). 

9. 引 理 ”假定 对 于 实数 的 币 密 集中 的 每 一 个 w， 存 在 集合 BE€ B 使 得 对 于 a<B 有 B。C 
Bs， 那 么 惟一 存在 祥 上 的 可 测 扩 充 的 实 值 函 数 使 得 在 Bs。 上 <a 且 在 X~B。 上 fa 

证 明 对 于 每 个 zEX， 定 义 

f(r) 一 inffeED:zEBo) 
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这 里 ， 如 同 通常 的 做 法 ，infCZ 二 coo. 若 zEB.， 则 f(z) 志 a. 车 zB,。， 则 对 于 每 个 B<a, x 
六 Be， 因 而 fx) 之 a， 为 证 明 f 可 测 ， 我 们 取 和 AER 且 选 择 一 个 D 中 的 序列 (a,) 满 足 a, 二 4 且 
A=lim a,. 那么 


{rz: f(x) X= U B.. 


车 f(z) 过 4， 则 F(z)<w 对 于 某 个 ?成 立 ， 因 而 zxE B。. 若 对 于 任意 2，zEB. ， 那 么 f(x) 志 
a, 二 4， 因此 集合 {zx: f(x) 过 4}) 都 可 测 ， 因 而 f 可 测 . 
为 证 明 f 的 惟一 性 ， 令 g 为 任意 满足 在 B。 上 g <<a 与 在 ,上 g 之 a 的 扩充 的 实 值 函数 ， 那 
么 TE B, 蕴 涵 g (zx) 志 a， 因 而 
{gE€ED:r€EB}C{a€ED:a> g(r)). 
由 于 gs(z)<a 蕴涵 x EB。， 我 们 有 
{aE€ED:a>g( Cla€ED:r€B,)}. 
因为 DD 的 稠密 性 我 们 有 
g(r1)= inf{taE D:a> g(r)} = infla ED: a > g(x)} 
= inffa€E D:x EB,)}= f(z). LJ 

先前 的 引 理 表明 一 个 函数 由 它 的 坐标 集 惟 一 确定 且 这 些 坐 标 集 可 以 取 为 任意 递增 的 族 
{B.) ， 假 定 我 们 对 于 满足 f(z) =a 的 x 是 否 属于 B。 采 取 灵 活 的 态度 . 

在 实际 运用 中 ， 我 们 常常 必须 处 理 可 测 函 数 类 (在 几乎 处 处 相等 下 )， 在 这 种 情形 中 坐标 集 
仅 在 模 零 集 意 义 下 定义 ; 即 在 B. 上 fx) 之 a 几乎 处 处 成 立 而 在 各 上 /z) 委 c 几乎 处 处 成 立 的 
集合 {B,}， 对 于 一 个 集 族 {B,} 成 为 这 种 意义 下 的 坐标 集 族 ， 我 们 仅 要 求 1B,} 几乎 递增 ; 即 
Ap{B. 一 Bi) 一 0 对 于 PB>a 成 立 ， 这 是 下 面 命题 的 内 容 . 在 11.6 节 和 第 15 章 它 被 证 明 是 有 用 的 . 

10. 命题 假定 对 于 实数 的 稠密 集 D 的 每 一 个 a 赋予 一 个 集合 B.E B 使 得 对 于 a<B，p(B.~ 
Bs) 一 0， 那么 存在 可 测 务 数 三 使 得 在 BB。 上 /se 几乎 处 处 成 立 , 而 在 XX~B。 上 /之 a 几乎 处 处 
成 立 ， 若 g 是 任意 具有 该 性 质 的 其 他 函数 ， 则 /一 g 几乎 处 处 成 立 . 

证 明 令 C 为 D 的 可 数 稠密 子 集 ， 且 对 于 属于 C 的 满足 a 二 8 的 a 和 pB 设 NN 二 U(B. 一 
B,)， 那 么 N 是 可 数 的 零 测度 集 的 并 集 因而 其 自身 也 是 零 测度 集 ， 令 B 一 B.UN， 对 C 中 满 
足 c<8 的 c 和 8 我 们 有 

B'~B=(B,~B)~N= 8. 
因此 B,C Bs， 根 据 引 理 9 存在 一 个 可 测 函 数 使 得 在 B， 上 /<<Y 且 在 ,上 /之 7. 
令 aED， 并 选取 C 中 的 序列 (7,) 满 足 a<=7, 且 a 二 lim y,， 那 么 
B, ~ B,C (B, ~ By) 
因此 PP 一 | (B. 一 B2?) 是 可 数 的 零 集 的 并 集 因 而 是 一 个 零 集 . 令 A 二 介 B;,， 那 么 在 A 上 fa 
infy, 二 a， 且 A~B.CP， 因 此 在 B. 上 /<<a 几乎 处 处 成 立 ， 类 似 的 讨论 表明 在 关上 /之 a 几乎 


处 处 成 立 . 
令 g 为 扩充 的 实 值 函数 ， 对 于 每 个 YEC， 在 By; 上 g 委 7y 几乎 处 处 成 立 而 在 BB, 上 8g 关 7 几 
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乎 处 处 成 立 ， 那 么 在 B; 上 g 志 7 而 在 BB 上 除 属于 零 集 Q; 的 z 外 g 宇 7Y， 因 此 Q= UQ, 是 一 个 
零 集 且 我 们 必 有 f 二 g 在 X~Q 上 成 立 . 国 


习题 


10. 


11. 


12. 


13. 


16. 


证 明 命题 7. [对 于 每 个 整数 对 (2 ，&)， 令 


oa 
BE = {z:k2 < f(r) < (十 1)27), 且 设 m 一 2 >7AXe ，.] 


证 明 命题 8， 并 证 明 它 是 错 的 ， 若 “完备 ”一 词 略 去 . 

令 《f,) 为 可 测 函 数 序列 其 在 除 零 测 度 集 EE 外 的 点 收敛 于 函数 1，， 那 么 若 y 是 完备 的 则 f 是 

可 测 函 数 . 

a. 可 测 实 值 函 数 序 列 (f,) 称 为 依 测 度 收敛 于 函数 /， 若 给 定 s。>0， 存 在 一 个 整数 N 和 一 个 
可 测 集 E( 满 足 jE<e) 使 得 

| f(z) — f(x) |<e 

对 于 所 有 n 宇 N 和 所 有 xz 儿 E 成 立 ， 证 明 车 f, 依 测度 收 化 于 ， 则 存在 子 序列 f,, 几乎 处 
处 收敛 于 /. 

. 假定 ( 广 ) 是 可 测 函 数 序列 且 每 个 f, 在 固定 的 可 测 集 A 外 消失 ，jA 二 oe， 假定 对 于 几乎 
所 有 的 x，f, 一 f， 那 么 (f,) 依 测度 收敛 于 人 

. 一 个 可 测 函 数 序列 f, 称 为 是 依 测 度 的 柯 西 序列 ， 若 给 定 s 盖 0， 存 在 一 个 整数 N 和 一 个 
可 测 集 E( 满 足 xE<e) 使 得 


TT 


nm 


| f(x) — fnlz) |<e 
对 于 所 有 n，m 宇 N 和 所 有 x 儿 E 成 立 ， 证 明 若 (f,) 是 依 测 度 的 柯 西 序列 ， 则 存在 一 个 
沙 数 f 使 得 (f,) 依 测度 收敛 于 它 . 


. 令 ( 针 ，B，p) 为 测度 空间 而 (X，Bo。，jpo) 是 它 的 完备 化 ， 那 么 函数 f 关于 Bo 可 测 当 且 仅 当 


存在 关于 B 可 测 的 函数 g 使 得 f= 二 g 几乎 处 处 成 立 . 这 里 几乎 处 处 指 的 是 存在 满足 xE 一 0 
的 集合 EE 3 且 在 X~ 巨 上 一 g. 注意 这 不 要 求 集合 {z: f(x) 关 g(x)) 属 于 3B. 


. 令 也 为 有 理 数 而 f 为 引 理 9 的 函数 ， 根 据 集合 {Bp} 表 示 集 合 {z: f(x)<a}, {x: f(x)<a}， 


{zx: f(z)=a). 
在 一 般 测度 空间 的 框架 下 证 明 叶 果 洛 夫 定 理 ( 习 题 3. 30). 


11.3 积分 


第 4 章 的 许多 定义 与 证 明 仅 依赖 于 那些 对 抽象 测度 空间 的 任意 测度 也 成 立 的 勒 贝 格 测度 的 


性 质 ， 并 划 归 到 这 种 情形 . 若 已 是 可 测 集 且 9 是 非 负 简单 函数 ， 我 们 定义 


| rar 一 > ci (五 ， NN FE), 
i=1 


其 中 


9(Z) = Deixs Cx). 
i=1 
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容易 看 到 积分 的 值 与 我 们 所 用 的 p 的 表示 无 关 ， 若 a 和 4 是正 数 且 ? 和 y 是 非 负 简单 函 
数 ， 则 


Jp twy = oot+oly. 
令 f 为 在 有 限 测度 的 可 测 集 E 外 恒 等 于 零 的 有 界 可 测 函 数 ,那么 我 们 能 够 证 明 ,正如 同 命题 
4.3 中 所 述 ,inf|% = sup|p 对 于 所 有 简单 函数 9 和 成 立 当 且 仅 当 对 于 某 个 可 测 函 数 g ,f 二 g 几 


乎 处 处 成 立 . 等 价 地 ,该 等 式 成 立 当 且 仅 当 / 关 于 y 的 完备 化 x 可 测 . 这 个 结果 表明 积分 理论 考虑 
的 自然 的 函数 类 是 关于 y 的 完备 化 六 可 测 的 函数 类 . 因此 除非 特别 说 明 ,在 本 章 其 余部 分 我 们 将 
假定 /是 完备 测度 . 在 以 下 各 章 ,我 们 定义 关于 jy 的 积分 为 关于 w 的 完备 化 的 积分 . 

在 第 4 章 我 们 首先 定义 有 界 可 测 函 数 的 积分 ,接着 定义 非 负 可 测 函数 的 积分 为 当 g 遍历 所 有 


在 有 限 测度 集 外 消失 的 有 界 可 测 函 数 时 | gdx 的 上 确 界 . 遗 铸 的 是 ,这 个 定义 不 太 适 用 于 非 半 有 
限 的 测度 的 情形. 因为 车 8 二 (X,Z) 且 p(Z) 一 0,pX = c ,那么 我 们 当然 想 要 |1du = 0. 但 是 
在 有 限 测度 集 外 消失 的 仅 有 的 可 测 函 数 是 g 二 0, 因 此 sup| gdy 一 0. 为 避免 这 种 困难 性 ,我 们 直 
接 根据 非 负 简单 函数 的 积分 定义 非 负 可 测 函 数 的 积分 . 

定义 ” 令 /为 测度 空间 (XX,B,p) 上 的 非 负 扩充 的 实 值 可 测 汪 数 , 那 么 |fdp 是 当 p 遍历 所 有 
满足 0 二 9g 妇 三 的 简单 函数 时 积分 | pdye 的 上 确 界 . 

从 定义 立刻 得 出 过 g 蕴涵 | / < | 且 |cy = <| /然而 在 其 他 方面 ,这 个 定义 显得 不 适用 ， 
这 是 因为 我 们 对 一 大 类 简单 丙 数 徐 取 上 确 界 ,不 能 从 定义 立刻 得 出 [(f 十 8) = | 7 十 |s. 因此 ,我 
们 首先 从 建立 收 化 定理 开始 对 积分 的 讨论 . 于 是 ,这 使 得 我 们 通过 对 任意 收敛 于 了 的 简单 函数 的 


递增 序列 (p,) 到 | 98。 的 极限 来 确定 | 的 值 我 们 从 法 图 引 理 开始 ， 


11. 定理 (法 图 引 理 ) 令 ( 记 ?为 集合 下 上 几乎 处 处 收敛 于 函数 了 的 非 负 可 测 函 数组 成 的 序 
列 ， 那 么 


rua). 
证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 对 于 每 个 <E E,f,(z) 一 了 (z). 根据 | /的 定义 仅 需 证 明 
若是 满足 p 之 /的 非 负 简 单 函数 , 则 |,p < lm| 


若 | 9 = co, 则 存在 一 个 可 测 集 A CE( 满 足 yA = co) 使 得 在 4A 上 9 >“>0. 设 人, 二 
(4 EE;f.(z) 之 a 对 于 所 有 有 之? 成立 } ,那么 (4,) 是 递增 可 测 集 序列 其 并 集 包含 人 ,这 是 由 于 
gpg 过 lim .因此 lim pA = oo. 由 于 | f, > wh, 我 人 有 lim |f.=~= | 
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车 |p 天 co, 则 集合 A 一 {z E E:g(z) > 0) 是 具有 有 限 测度 的 可 测 集 . 令 M 为 9 的 最 大 值 ， 
e 为 给 定 的 正 数 , 且 设 
二 {zx € E:fi(r) > (1 一 ejp(x) 对 所 有 上 之 nn). 
那么 (A,) 是 一 个 其 并 集 包含 A 的 递增 集合 序列 ， 因 而 (A~ 4,) 是 交集 为 空 的 递减 集合 序列 . 


根据 命题 ?2，lim yA~A,) 二 0， 因 而 我 们 能 找到 一 个 n 使 得 (A~Ai)<<e 对 于 所 有 之 ?成 
立 . 因此 对 于 天 之 1， 


| > jf 过 对 -9 
全 (1 -of 和 jr 
>|s -ds +m|. 


lim|/, 之 | 和 :| 十 | 


m[ 六 > 下 
12. 单调 收敛 定 理念 (请 ) 为 几乎 处 处 收 黎 于 函数 了 的 非 负 可 测 函 数 的 序列 且 假 定 对 于 所 
有 n，f, 达 ff， 那 么 
[= lim | 六 


证 明 由 于 f,<f， 因 此 有 | 六 < |f 、 因 此 根据 法 图 引 理 我 们 有 


Jf<im|t.<m| <). 加 
我 们 现在 可 以 建立 积分 的 一 些 标准 性 质 . 
13, 命题 若 / 和 g 是 非 负 可 测 画 数 且 a 和 65 是 非 负 常数 ， 则 


|af + 一 a|f +6|e. 


因此 


由 于 e 是 任意 的 ， 因 此 


我 们 有 
|fz=0, 
等 式 成 立 仅 当 太一 0 几乎 处 处 成 立 . 
证 明 ”为 证 明 第 一 个 陈述 ， 令 《p,) 和 (wp) 为 收 化 于 f 和 g 的 简单 函数 的 递增 序列 ， 那 么 
Cag 十 bg) 为 收 合 于 af 十 bg 的 简单 函数 的 递增 序列 . 根据 单调 收敛 定理 ， 


|af +g= lim jap: + by 


= lim (中 + 中 
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一 a|f+6la. 
显然 | />> 0. 若 | 7 一 0, 令 人 一 {z:f(z) 之 1/ 吉 ,那么 我 人 有 /之 (VmD% ,因而 pA 一 |X 一 
0. 由 于 使 F > 0 的 集合 是 集合 A, 的 并 集 ,因此 它 的 测度 为 零 . 国 


将 这 个 命题 与 单调 收敛 定理 相 结 合 ， 我 们 得 到 下 面 的 系 : 
14. 系 令 ( 扩 ) 为 非 负 可 测 的 函数 序列 ， 那 么 


[> = | 
对 于 非 负 函数 /( 在 一 个 关于 的 可 测 集合 上 )， 若 它 可 测 且 
jj 


则 我 们 称 它 为 可 积 . 
对 于 任意 函数 /， 车 广 和 广 都 可 积 ， 则 我 们 称 了 为 可 积 ， 在 这 种 情形 中 我 们 定义 


| 加 | 一 (ee 
以 下 命题 包含 了 积分 的 一 些 性 质 ， 其 证 明 留 给 读者 . 
15. 命题 若 f 和 g 是 可 积 函 数 且 区 是 可 测 集 ， 则 


i [ftog —alftel|,s. 
i 记 著 |h| 志 |f| 且 hh 可 测 ， 则 可 积 . 
诈 若 了 之 多 子 处 处 成 立 , 则 /之 [g. 


16. 勒 贝 格 收 伍 定理 令 g 在 上 可 积 ， 且 假定 (f,) 是 可 测 函 数 序列 使 得 在 EE 上 
| f(x) | g(7) 
县 在 互 上 几乎 处 处 有 
fx) — fz). 


那么 
| = lim | 六 
证 明 将 法 图 引 理 运用 于 序列 g 十 f, 和 g 一 了. 国 
习题 | 
17. 证 明 命 题 15. 


18. 假设 y 不 完备 ,但 若 
sup] ,ede = inf] pep 
对 于 所 有 简单 函数 p 和 vy 成 立时 我 们 定义 有 界 函 数 在 具有 有 限 测度 的 集 EE 上 可 积 ， 证 明 
了 可 积 当 且 仅 当 它 关于 jy 的 完备 化 可 测 . 
19. 令 /为 测度 空间 (X，B，y) 上 的 可 积 函 数 ， 证 明 给 定 。>0， 存 在 一 个 30 使 得 对 于 每 个 


172 第 三 部 分 ”一般 测度 与 积分 论 


20. 
21. 


22. 


23. 


满足 xE<<8 的 可 测 集 E 我 们 有 


[| < e. 
证 明 在 这 些 收敛 定理 中 几乎 处 处 收敛 可 被 依 测 度 收敛 代替 (见习 题 13). 
a. 证 明 若 f 可 积 ， 则 集合 {z: f(z) 关 0) 是 o 有限 测度 集 . 
b. 证 明 若 f 可 积 ，f 宇 0， 则 对 于 某 个 在 有 限 测 度 集 外 消失 的 递增 的 简单 函数 序列 (gq,》， 
f=lim gy;. 
c. 证 明 若 f 关于 可 积 ， 则 给 定 e0， 存 在 简单 函数 y 使 得 


| if-pla<e 


a 令 (X，3 ,认为 测度 空间 且 g 为 X 上 的 非 负 可 测 函 数 , 设 碟 二 | gdx 证 明 v 是 2 上 的 测度 . 
. 令 f 为 X 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 那 么 
| mav 一 | dy. 
[提示 : 首先 对 当 /是 简单 函数 的 情形 建立 这 个 等 式 接着 运用 单调 收敛 定理 . ] 
在 测度 空间 (X，B，w) 上 的 函数 了 称 为 局 部 可 测 ， 若 f 对 每 个 B 内 满足 xE 二 co 的 记 的 限 


制 可 测 ， 即 车 /Xs 可 测 . 
a. 证 明 f 局 部 可 测 当 且 仅 当 它 关于 局 部 可 测 集 的 o 代数 可 测 . 


b. 令 是 o 有 限 测度 . 定义 非 负 局 部 可 测 函 数 f 的 积分 | 为 p 遍历 所 有 小 于 了 的 简单 函数 


时 |p 的 上 确 界 , 那 么 | 一 |fd ,其 中 是 习题 8d 给 出 的 测度 / 的 延 折 : 


11.4 一 般 收 敛 定 理 


分 ， 


前 面 一 节 我 们 讨论 了 收敛 函数 序列 的 积分 的 行为 ， 这 些 积分 都 是 关于 某 个 固定 测度 y 的 积 
我 们 能 够 把 它们 推广 到 允许 测度 也 变化 的 情形 ， 令 (X，3) 为 可 测 空间 且 《mm ?是 一 个 定义 


在 3 上 的 集 函 数 序列 ， 我 们 说 mm 集合 态 地 收敛 于 集 函 数 y， 若 对 于 每 个 EE B 有 pE=lim jE. 
有 了 这 个 概念 ， 我 们 有 以 下 两 个 命题 ， 它 们 推广 了 法 图 引 理 和 勒 贝 格 收敛 定理 . 


17. 命题 令 (X，B) 为 可 测 空间 ，(jw) 为 集合 态 地 收 化 于 测度 4 的 测度 序列 ， 且 《f，) 是 


点 态 地 收敛 于 函数 有 的 非 负 可 测 浮 数 序 列 ， 那 么 


ras 各 | au 
证 明 心 集合 态 地 收敛 于 / 比 涵 


ur = lim gape 


对 于 任意 简单 函数 p 成 立 . 从 | 的 定义 可 知 仅 需 证 明 对 于 任何 简单 函数 p < /pdx < 


im| 六 de 成立. 
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假定 | rdr 一 ,那么 在 有 限 测度 集 E 外 消失 . 令 。 为 正 数 , 且 设 


E, 二 (Xx:fi(X) 之 (1 一 e)p(x) 对 所 有 上 上 之). 
那么 (E,) 是 递增 的 集合 序列 旦 其 并 集 包 含 EE， 因 此 《EE~E,) 是 递减 可 测 集合 序列 且 其 交集 为 空 
集 ， 因 此 根据 命题 2 存在 一 个 m 使 得 yj(E~E,)<e 由 于 jy(E~E,) 二 lim yal(E~E,)， 我 们 
可 以 选取 n 宇 m 使 得 jE~E,)<<e 对 于 之 成立， 由 于 E~EiC E~Es， 对 于 上 之 n 我 们 有 
Ai 下 一 ED)<s， 因 此 


[fray > | fidi> (1 -of. pda 

之 (1 一 | gdp 一 | pdps 

> -0| pa 一 ME， 
其 中 M 是 9 的 最 大 值 . 因此 

lim| fd 之 | ar 一 eM 十 [ear| 
由 于 s 是 任意 的 ， 
| dr 所 lim| fap. 

当 | way = = 的 情形 可 类 似 地 处 理 . | 


18. 命题 邻 ( 久 ，B) 为 可 测 室 间 且 《j) 是 一 个 避 上 的 集合 态 地 收敛 于 测度 p 的 测度 序列 ， 
令 ( 记 和 (8g,) 为 两 个 可 测 邓 数 序列 ， 并 点 态 地 收效 于 了 和 8 假定 | f, | 二 g。 且 


lim |gdp 一 jsar < co. 


那么 
lim | au = | Fau 
证 明 将 命题 17 运用 于 序列 g. 十 户 和 8 ,一 广 . | 
习题 


24. 令 (X，B) 为 可 测 空间 ，(j,) 为 B 上 的 测度 序列 使 得 对 于 每 个 EE B，jpntiE 之 pw F. 令 
pE 一 lim jn， 那么 py 是 8B 上 的 测度 . 

25, 给 出 一 个 可 测 空间 上 的 递减 测度 序列 (pw ?使 得 定义 为 KE 一 lim jp, E 的 集 函 数 不是 一 个 测度 . 

26. 令 (X，3) 为 可 测 空间 ，(jmn ?为 B 上 集合 态 地 收敛 于 集 函 数 x 的 测度 序列 ， 若 AX<co， 则 
.w 是 一 个 测度 . 


11.5 带 号 测度 
本 节 考 虑 若 允 许 一 个 测度 既 可 取 正 值 又 可 取 负 值 是 否 可 能 得 到 新 结果 . 我们 首先 注意 到 若 
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[四 可 ”jw 和 jpn 是 定义 在 相同 可 测 空 间 (X，B) 上 的 两 个 测度 ， 则 我 们 可 以 在 (X，B) 上 定义 一 个 新 的 


测度 rs 如 下 : 
pa CE) = cpa (下 ) 十 czps lE) cycs 之 0. 
若 试 着 定义 一 个 测度 为 
vE 一 jE pzE? 

则 会 发 生 什么 呢 ? 
首先 可 能 出 现 的 是 v 不 总 是 非 负 ， 这 导致 对 带 号 测度 的 考虑 ， 我 们 在 以 后 将 定义 它 。 更 为 严重 
的 困难 来 自 于 当 yi Ej EE 二 oo 时 wv 无 定义 这 一 事实 .为 此 我 们 应 当 有 ji 或 jz: 有限， 带 着 这 个 
考虑 ， 我 们 做 出 以 下 定义 : 

定义 ” 谈 到 一 个 可 测 空 间 (X，3B) 上 的 带 号 测度 我 们 指 的 是 对 所 有 3B 的 集合 定义 的 扩充 的 
实 值 集 函 数 mw， 它 满足 下 列 条 件 ， 

i.v 至 多 取 到 值 十 co， 一 co 中 的 一 个 . 

ii. v(@ )=0. 


oo 


iii. v(【 E)== > wvE, 对 于 任意 不 相交 的 可 测 集 序列 忆 ; 成 立 , 取 等 式 意味 着 若 vCU E) 有 
i==1 


限 则 右边 级 数 绝对 收 争 ,而 在 其 他 情形 它 适 当 发 散 . 

因此 测度 是 带 号 测度 的 特殊 情形 ， 但 一 个 带 号 测度 一 般 不 是 一 个 测度 ， 我 们 说 一 个 集合 A 
关于 带 号 测度 wv 是 正 集 ， 若 A 可 测 且 对 A 的 每 个 可 测 子 集 已 有 .oz 下 之 0. 正 集 的 每 个 可 测 子 集 
仍然 是 正 集 ， 且 车 我 们 取 v 到 正 集 的 限制 则 得 到 一 个 测度 .类 似 地 ， 一 个 集合 B 称 为 负 集 ， 若 
它 是 可 测 的 且 它 的 每 个 可 测 子 集 具有 非 正 v 测度 ， 一 个 关于 v 既是 正 集 又 是 负 集 的 集合 称 为 零 
集 ， 一 个 可 测 集 是 零 集 当 且 仅 当 它 的 每 个 可 测 子 集 的 v 测 度 为 零 、 读 者 必须 仔细 区 分 零 集 和 测 
度 为 零 的 集合 ， 每 个 零 集 测度 必须 为 零 ， 一 个 测度 为 零 的 集合 可 以 是 两 个 测度 不 为 零 但 符号 相 
反 的 集合 之 并 集 ， 类 似 地 ， 一 个 正 集 不 应 与 仅仅 具有 正 测 度 的 集合 混淆 ， 我 们 有 以 下 关于 正 集 


的 引 理 ， 当 然 ， 类 似 的 陈述 对 负 集 成 立 . 


19. 引 理 ” 正 集 的 每 个 可 测 子 集 是 正 集 . 可 数 正 集 徐 的 并 集 是 正 集 . 
证 明 ”根据 正 集 的 定义 第 一 个 陈述 平凡 成 立 ， 为 证 明 第 二 个 陈述 ， 令 A 为 正 集 序列 (A,》 
的 并 集 . 若 下 是 4 的 任何 可 测 子 集 ， 设 
E,=ENMA,NMA,.:N NA. 
那么 E, 是 A, 的 可 测 子 集 因而 vE, 宇 0。 由 于 EE, 不 相交 且 E 一 UE,， 我 们 有 


oo 


vE = DwE, 之 0. 


n=1 


因此 A 是 正 集 . 者 
20. 引 理 令 下 为 使 得 0<<vE< 二 oo0 的 可 测 集 ， 那 么 存在 一 个 包含 于 玉 的 正 集 A 满足 vA 二 0. 
证 明 或 者 互 本 身 是 正 集 或 者 它 包 含 负 测 度 集 ， 后 一 种 情形 中 令 nn 为 使 得 存在 一 个 可 测 

集 ECE 满足 


vEi < 一 li. 
ni 
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一 1 


的 最 小 正 整数 ， 依 次 类 推 ， 车 EE~ UE 还 不 是 一 个 正 集 , 令 令 由 为 使 得 存在 一 个 可 测 集 EF, 满足 


E:CE~ I U 已 | 
, - 
vE, 一 一 元 
的 最 小 正 整数 . 若 我 们 设 
A=E~)E,, 
那么 ~ 
E=AU IUs | 


由 于 这 是 一 个 不 相交 集 的 并 和 集 ， 我 们 有 
vk = vA+i DE 


由 于 vE 有 限 ， 因 此 右边 的 级 数 绝对 收敛 . 因此 1/ mm 收 伍 ， 且 我 们 有 nn: 一 co6， 由 于 wwE 委 0 
且 vE 汪 >0， 我 们 必 有 vA 之 0. 

为 证 明 A 是 正 集 ， 令 e>>0 给 定 ， 由 于 nm 一 ce， 我 们 可 以 选取 上 充分 大 使 得 Cn; 一 1) ”<<e. 
由 于 


“ACE~ IU 5 | 
因此 A 不 能 包含 测度 小 于 一 (m4 一 1)-! 的 可 测 集 ， 一 (m4 一 1)” 1! 大 于 一 e， 因 此 A 不 能 包含 测度 
小 于 一 e 的 可 测 集 ， 由 于 。 是 任意 正 数 ， 因 此 A 不 能 包含 负 测 度 集 ， 因 而 必须 是 正 集 . 国 


21. 命题 (哈恩 分 解 定理 ) 令 v 为 可 测 空间 (了 ，B) 上 的 带 号 测度 ， 那么 存在 一 个 正 集 A 
和 一 个 负 集 如 使 得 X 一 AUB 且 AfB 一 他. 
证 明 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 十 wo 是 v 取 不 到 的 无 限 值 ， 令 4 为 遍历 所 有 关于 wv 为 正 
的 集合 A 时 vA 的 上 确 界 .由 于 空 集 是 正 的 ， 因 此 4 之 0. 邻 (A,;) 为 正 集 序列 使 得 
和 一 limvA,, 
且 设 
A= U A. 
根据 引 理 19 集合 A 是 正 集 ， 因而 4 宇 vA. 但 A~A;CA 因而 v(A~A; ) 宇 0， 因 此 
vA = vA;+ vA ~ A) > vA,. 
因此 vA 之 *， 因 而 vA==X,， 上 且 4<o%. 
” 令 B=~A,， 且 假 设 E 是 B 的 正 子 集 ， 那 么 已 和 A 不 相交 且 EUA 是 一 个 正 集 ， 因此 
A 宕 vEUA)=wE+v = E+ 
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由 于 0 委 1<<ce ， 这 就 得 到 vE 二 0. 因此 B 不 包含 正 测度 的 正 子 集 ， 从 而 根据 引 理 20B 不 包含 
正 测度 的 子 集 . 因此 ，B 是 一 个 负 集 . 是 
将 分 解 为 两 个 不 相交 和 集合 A 和 B 使 得 A 对 于 vwv 正 且 B 对 于 wv 人 负 称 为 对 于 wv 的 蚂 恩 分 
解 . 命题 21 叙述 的 是 对 于 每 个 带 号 测度 哈恩 分 解 的 存在 性 . 遗 屋 的 是 ， 哈 恩 分 解 不 惟一 . 
若 {A4，B} 是 对 于 wv 的 一 个 哈恩 分 解 ， 则 我 们 可 以 定义 如 下 的 两 个 测度 v 和 vw 满足 v= 
UVU TU . 
vt (E) = v(E NN A) 
和 
v (E) =— wv(E NN B). 
对 于 (X，B) 上 的 两 个 测度 mw 和 wv。 ， 若 存在 两 个 不 相交 可 测 集合 A 和 了 (满足 X 一 AUB) 使 得 
wi(A) 二 vw,(B) 二 0， 则 说 它们 为 相互 奇异 (用 记号 wv 上 |v 表示 )， 因 此 如 上 定义 的 测度 wv 和 ww 
相互 奇异 .因此 我 们 已 经 建立 了 以 下 命题 的 存在 性 部 分 ， 其 惟一 性 部 分 留 给 读者 . 

22. 命题 “ 令 癌 为 可 测 空间 (X，3B) 上 的 带 号 测度 ， 那 么 (X，3) 上 存在 两 个 互相 奇异 的 测 
度 vt 和 w -使 得 v= 二 vt 一 v .此 外 ， 仅 在 在 一 对 这 样 互相 奇异 的 测度 . 

该 命题 中 给 出 的 v 的 分 解 称 为 v 的 车 尔 当 分 解 .测度 vi+ 和 v 称 为 v 的 正 部 和 负 部 (或 变 
差 )， 由 于 vw 至 多 取 到 值 十 cc 和 一 co 中 的 -- 个 ， 因 此 或 者 v'+ 或 者 v 必须 有 限 ， 若 它们 都 有 限 ， 
则 称 "为 有 限 带 号 测度 . 

定义 为 

|v|l(E)=v E+vE 
的 测度 | v | 称 为 v 的 绝对 值 或 全 变 差 。 一 个 集合 已 对 于 v 是 正 的， 若 v EF 一 0. 它 是 零 集 ， 
若 |v| (E)==0. 


习题 | 
27. a. 给 出 一 个 例子 说 明了 哈恩 分 解 不 必 惟 一. 
b. 证 明 哈恩 分 解除 零 集 外 惟一 . 
28. 证 明 仅 存 在 一 对 互相 奇异 的 测度 v+ 和 wv 使 得 v= 二 v1 一 v . [提示 : 证 明 任何 这 样 的 对 确 
定 一 个 哈恩 分 解 并 运用 习题 27b 的 结果 . ] 
29. 证 明 若 五 是 任意 可 测 集 ， 则 
—v EvE<vE 
且 
| vE | 志 | v | (E). 
30. 证 明 若 和 vw 是 任意 两 个 有 限 带 号 测度 ， 则 avi 十 Bos 也 是 有 限 带 号 测度 ， 其 中 a 和 8 是 实 
数 . 证 明 
low |=|lallv| 
且 
| vi 二 we || vw +| ve |， 
其 中 vy 指 的 是 对 于 所 有 可 测 集 EE，vE<pyE. 
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31. 我 们 定义 关于 带 号 测度 v 的 积分 为 
| fdv = | du 一 | ar， 
若 | 了 | 三 M， 则 


<M|v | (E). 


fae 
此 外 ， 存 在 可 测 函 数 了 满足 | f 1 三 1 使 得 


Jfav =1 vl (E). 
32. a. 令 J 和 vw 为 有 限 带 号 测度 ， 证 明 存 在 一 个 带 号 测度 yw 它 小 于 和 但 大 于 任何 小 于 4 
和 的 其 他 带 号 测度 [提示 : 用 事实 Ao= 志 (y+ 一 | 1 一 v01).] 


b. 证 明 存在 一 个 测度 yVv 它 大 于 jp 和 wv 但 小 于 任何 大 于 py 和 w 的 其 他 测度 ， 也 有 
kV v+pirAv= ptv. 
c. 车 和 vw 是 正 测度 ， 则 它们 相互 奇异 当 且 仅 当 yA 人 wv 一 0. 


11.6 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 定理 


令 (X，3) 为 一 个 固定 可 测 空间 . 若 人 和 是 定义 在 CX，B) 上 的 两 个 测度 ， 我 们 说 yy 和 w 
相互 奇异 ( 写 为 uv)， 若 存在 属于 B 的 不 相交 集合 A 和 B 使 得 XAUB 且 vA 一 xyB 一 0. 尽 
管事 实 上 奇异 的 概念 在 w 和 / 是 对 称 的 ， 但 我 们 有 时 说 一 个 测度 关于 jp 奇异 ， 与 奇异 性 对 立 
的 概念 是 绝对 连续 性 一 个 测度 v 称 为 关于 测度 p 绝对 连续 ， 若 对 于 使 yA 二 0 的 每 个 集合 A， 
vA 一 0， 我 们 用 记号 vy 表示 一 个 测度 v 关于 jy 绝对 连续 . 

在 jy 和 w 为 带 号 测度 的 情形 中 , 若 |v 攻 1 | 我 们 说 vp， 而 若 j p11 1 v1 我们 说 
Ap 上 也 

只 要 我 们 处 理 可 测 空间 (X，3B) 上 多 于 一 个 的 测度 时 ， 本 语 “几乎 处 处 ?意义 不 清楚 ， 且 我 
们 必须 具体 说 关于 y 几乎 处 处 或 关于 wv 几乎 处 处 ， 等 等 ， 这 些 通常 简写 为 ae [Lud 和 a. e. [Lvl. 
车 v1 且 性 质 a. e. [pj 成 立 ， 则 它 a. e. [vj] 成立 . 

令 为 测度 ，f 是 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 对 于 属于 3 的 区 ， 设 


号 一 | fap. 


那么 "是 定义 在 3 上 的 集 函 数 ， 且 根据 系 14，v 是 可 数 加 性 的 ， 因此 它 是 一 个 测度 .测度 ”有 
限 当 且 仅 当 了 可 积 ， 由 于 4 测度 为 零 的 集 上 的 积分 是 零 ， 因 此 有 v 关 于 py 绝对 连续 ， 下 一 个 定 
理 表明 ， 在 有 限 的 限制 下 ， 每 个 绝对 连续 的 测度 " 可 用 这 种 方式 得 到 . 

23. 定理 ( 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 ) 令 (X，B，p/) 为 o。 有 限 测度 空间 ， 且 令 为 定义 在 避 上 关于 
绝对 连续 的 测度 ， 那 么 存在 一 个 非 负 可 测 函数 了 使 得 对 于 每 个 属于 BB 的 集合 玉 我 们 有 


oF = | f dp 
画 数 有 在 以 下 意义 下 惟一 : 著 g 是 任意 具有 这 个 性 质 的 可 测 函 数 ， 则 g 一 f a.e. [py 
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276 
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证 明 从 有 限 推广 到 oc 有 限 的 情形 不 困难 我 们 将 它 留 给 读者 ， 因 此 我 们 假定 x 有 限 ， 那 么 
对 于 每 个 有 理 数 a，v 一 ay 是 一 个 带 号 测度 ， 令 (A。，B,) 为 v 一 ay 的 哈恩 分 解 ， 且 取 A, 一 和， 
B,=$. 
现在 B,.~Bs=B., Ag. 因此 (vw 一 ap) (B。~Bp) 志 0， 且 因 此 (一 po)(CB. 一 Be) 之 0. 若 p>> 
a， 这 些 蕴 涵 着 w(CB. 一 Bp) 一 0， 因 而 根据 命题 10， 存 在 一 个 可 测 函 数 了 使 得 对 于 每 个 有 理 数 
xc， 在 4. 上 我 们 有 f 之 a a. e. 而 在 B. 上 有 < a.e.. 由 于 Bo 一作 ,我 们 可 以 取 7 为 非 负 . 

令 五 是 3 内 的 任意 集合 ， 且 设 

E:=Ef(Baywn ~ Bun), FE =E~U Byn. 


那么 EE U UE,， 且 这 是 不 相交 模 零 集 的 并 集 ， 因 此 
vE = vEw 十 SE,. 


由 于 及 CBusbw mAww， 因 此 在 E, 上 我 人 有 各 <4 + 1， 因 和 而 


k k 十 1 
NeE: 二 | < NE 


十 1 > 
由 于 均 nE<vE<4 Es， 我 们 有 


1 
wE, — RpE; < 上. f dp < voE, + NE 


在 Es 上 我 们 有 f= 二 coa. e. . 若 E 这 0， 我 们 必 有 wvE 二 oo ， 这 是 因为 对 于 每 个 a，(v 一 apy) Ew 是 
正 的 . 车 yuE 一 0， 我 们 有 vE. 二 0， 这 是 由 于 vj， 在 这 两 种 情形 中 都 有 
vE 一 | fdy. 
这 个 等 式 与 我 们 先前 的 不 等 式 相 加 得 到 
E— NE < | < E+iE. 
由 于 jyE 有限 且 N 任意， 我 们 必须 有 
= | fd 加 


定理 23 给 出 的 函数 f 称 为 v 关于 的 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 导数 ， 它 有 时 记 为 [dv/dy]. 

24. 命题 ( 勒 贝 格 分 解 ) 令 (X，B，p) 为 go 有限 测 度 空 间 且 v 是 定义 在 BB 上 的 go 有 限 测度 ， 
那么 我 们 能 找到 一 个 关于 奇异 的 测度 v。 和 一 个 关于 绝对 连续 的 测度 v1， 使 得 v 二 wo 十 如 . 
测度 mw 和 ma 是 惟一 的 . 

证 明 由 于 yj 和 w 是 so 有 限 测度 ， 因 此 测度 一 “十 v 也 是 c 有限 测 度 ， 由 于 jp 和 wv 都 关于 
4 绝对 连续 ， 因 此 拉 东 -- 尼 柯 迪 姆 定理 断言 存在 非 负 可 测 函 数 f 和 g 使 得 对 于 每 个 三 E3 


中 一 jd， 吧 一 | ea. 
令 A={x: f(z)>0},， B=({x: f(x)=0}, 那么 X 是 A 和 B 的 不 相交 的 并 集 ，jB 二 0。 若 我 
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们 定义 vo 为 


vwE= vE B), 


则 有 m(4)=0 因而 wm 上 Ap、 令 


wi(E) = wv(E fA) -| gd 


ENMNA 


那么 v=vo 十 v1 ， 且 我 们 仅 需 证 明 vy. 令 上 为 1 测度 为 零 的 集合 ， 那 么 


sb 

且 在 上 f=0 a.e. [由 于 在 4 站 已 上 >0， 因 而 必 有 AX(A 门 瑟 ) 王 0 因此 v(ANE)=0， 
因而 wm (CE)=vzCAmnE)=0， 这 就 建立 了 命题 ( 除 惟一 性 外 ， 我 们 将 其 证 明 留 给 读者 ). [| 
习题 


33. 


34， 


35. 


36， 
37. 


a. 证 明 有 限 测 度 的 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 定理 蕴涵 o。 有 限 测 度 y 的 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 定理 . [提示 : 
将 和 分解 为 具有 有 限 / 测度 的 集合 和 X, 的 可 数 并 集 且 对 于 每 个 和 X, 运用 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 定 
理 以 得 到 .证明 了 具有 所 要 求 的 性 质 . ] 

b. 证 明 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 定理 的 函数 了 是 惟一 的 . 

拉 东 - 尼 柯 迪 姆 导数 ， 令 hn，um， 为 有 限 ， 证 明 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 导数 Ldv/dyj 具 有 以 下 

性 质 ， 

a, 车 vy 且 了 是非 负 可 测 函 数 ， 则 


j= El 
[各 让 各] 


. 车 v<y<4， 则 


[ee 


d. 若 v&y 且 多 vz， 则 
Uv du 了 

[中 [区 ， 
a. 证 明 若 ”是 使 得 v Lp 且 vy 的 带 号 测度 ， 则 "一 0. 
b. 证 明 车 v 和 vs 关于 [a 奇异 ， 则 cv 十 cz vs 关于 2 奇异 . 
c. 证 明 车 wv， 和 和 vs 关于 L 绝对 连续 ， 则 cw 十 co ve 关于 大 绝对 连续 . 
d. 证 明 勒 贝 格 分 解 的 惟一 性 断言 
推广 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 定理 到 带 号 测度 的 情形 . 
复 测 度 ， 将 代数 3 中 的 每 个 集 已 赋予 一 个 复数 vE 的 集 函 数 v 称 为 一 个 复 测 度 ， 若 " 弛 一 
0 且 对 于 B 内 每 个 可 数 的 不 相交 并 集 UE 我 们 有 


oo 


v(U E) = DvE;, 


i=1 


其 中 右边 绝对 收敛 . 
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38. 


39. 


40. 


人 


. 证 明 每 个 复 测 度 v 可 表示 为 v=j 一 pz 十 jy 一 jys， 其 中 jo，js，jps 和 jp 是 有 限 测 度 . 


b. 证 明 对 于 每 个 复 测度 v 存在 一 个 测度 jy 和 一 个 复 值 可 测 函 数 gp (满足 | p | =1) 使 得 对 于 
每 个 属于 $B 的 EE， 
vE = | gdp. 
[提示 : 运用 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 定理 于 关于 测度 ju 十 jp 十 js 十 pe 的 测度 j;. ] 
c. 证 明 (b) 中 测度 w 是 惟一 的 且 在 ww 测度 为 零 的 集合 内 p 惟一 确定 . 
d.(b) 中 的 测度 jy 称 为 v 的 全 变 差 或 绝对 值 ， 有 时 记 为 | v | . 证 明 习 题 31 的 结果 对 复 测 


度 成 立 ， 
e. 若 v 是 一 个 复 测度 满足 | v | (X)= 二 1 且 wv(X) 二 1， 则 vw 是正 的 实测 度 . 
拉 东 - 尼 柯 迪 姆 定理 的 另 一 证 明 . 我 们 能 给 出 一 个 独立 于 哈恩 分 解 定理 的 拉 东 ~ 尼 柯 迪 姆 定 
理 的 证 明 ， 该 证 明 运 用 命题 10. 28， 它 叙述 的 是 对 于 希 尔 伯 特 空间 瓦 上 的 每 一 个 有 界线 性 
泛 函 下 ， 存 在 一 个 属于 H 的 g 使 得 对 于 所 有 属于 昌 的 f，F( 了 ) 王 (f，g).， 这 个 证 明 归 功 
于 冯 ，。 诺 依 曼 ， 证 明细 节 概 括 如 下 : 


a. 令 /和 vw 为 可 测 空间 (X,B) 上 的 有 限 测度 ,上 且 设 A 一 十 定义 FCf) = /dy 那么 是 


L2(A) 上 的 有 界线 形 泛 函 . 
b. 函数 gEL(X) 使 得 F( 有 = 二 (f，g) 具 有 性 质 0 所 g 志 1 且 


Ap 本 一 | sd 


o(E)= | (0— gd. 
c. 车 v<n， 则 Ax， 且 仅 在 jy 测度 为 零 的 集合 g 一 0， 在 这 种 情形 中 
ACE) = | edu 


[提示 ; 考虑 习题 22. ] 
d. 若 v&x， 则 (1 一 g)g ! 关 于 4 可 积 且 


olE) 一 | (1— ge dy 


用 以 下 例子 说 明 拉 东 -- 尼 柯 迪 姆 定理 中 jy. 是 有 限 的 假设 不 可 省 略 . 令 XX 二 [0,1],B 为 [0,1] 
的 勒 贝 格 可 测 子 集 类 ,上 生 取 wv 为 勒 贝 格 测度 ,x 为 8 上 的 计数 测度 ,那么 vz 有 限 且 关 于 jp 绝对 连 


续 , 但 不 存在 函数 /使 得 vE = | /dy 对 于 所 有 EE € 3 成 立 . 在 哪 一 点 定理 23 的 证 明 对 这 个 


例子 不 适用 ? 

可 分 解 测度 ， 令 (XX，B，p) 为 测度 空间 .对 于 XX 的 一 个 不 相交 可 测 子 集 簇 {X。}， 若 对 于 

每 个 a。 有 yjX, 二 oo 以 及 若 对 每 个 可 测 集 E 有 jE 二 0 使 得 uCENX。) 二 0 对 所 有 a 成立 ， 则 我 

们 称 它 为 4 的 分 解 ， 对 于 一 个 测度 w， 若 它 有 一 个 分 解 则 我 们 称 它 为 可 分 解 的 . 

a. 若 {X,) 是 的 分 解 ， 且 E 是 任意 可 测 集 ， 则 wE 一 忆 pwCXe 站 E)， 其 中 之 的 意义 与 习题 
2. 21 相同 . 
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b. 若 {X。} 是 完备 测度 wx 的 一 个 分 解 ， 则 f 局 部 可 测 当 且 仅 当 对 于 每 个 4a，f 对 X。 的 限制 可 
测 . 若 f 是 的 非 负 局 部 可 测 函 数 ， 则 
| rar 一 了 |， f dy 
c. 令 v 关 于 jx 绝对 连续 ， 且 假定 存在 集 艇 {X。} 既 是 jy 又 是 v 的 分 解 ， 那么 存在 一 个 非 负 、 
局 部 可 测 实 值 函数 f 使 得 对 于 每 个 可 测 集 EE 我们 有 


了 下 一 | ra 
d. 若 我 们 不 假设 {XX,) 为 v 的 分 解 而 仅 假设 若 EB 且 对 于 所 有 a，wv(E 站 X。) 一 0 则 "一 0， 
则 (Cc) 的 结论 仍然 成 立 . 
11.7 LL? 空间 


车 (X,B,p) 是 一 个 完备 测度 空间 ,我们 用 Lu) 表示 所 有 满足 | | /dy < co 的 X 上 的 可 


测 函数 组 成 的 空间 ,考虑 中 的 两 个 函数 等 价 , 若 它们 几乎 处 处 相等 . 如 同 第 6 章 , 我们 定义 
L” (Go 为 有 界 可 测 函 数 空间 .对 于 1 二 p 过 % 我 们 设 


| fl, = | | f ran], 


对 于 2 一 < 我们 设 
| Fl。 = ess sup | f 1. 

注意 到 空间 L” (z) 依赖 于 wz 的 选择 以 确定 范 数 和 等 价 函数 类 ， 但 这 仅 要 求知 道 零 测 度 集 是 
什么 . 

如 同 第 6 意 可 得 到 闵可夫 斯 基 不 等 式 、 赫 尔 德 不 等 式 与 里 斯 ~ 非 舍 尔 定理 ， 我 们 用 以 下 定 
理 概括 它们 : 

25. 定理 ”对 于 1 志 p 必 oo， 室 间 L* (py) 是 巴 拿 韩 空间， 若 EL? (jp)， gE€Li(n)， 其 中 
1/p 十 1/g 二 1， 那 么 fgEL' (pp) 


| 让 Las fll el 


以 下 命题 是 李 特 尔 伍德 第 二 原理 的 一 个 版 本 ， 其 证 明 留 给 读者 : 
26. 命题 令 FEL2(COD，1 委 Doce， 那 么 给 定 e 之 0， 存在 一 个 在 一 个 有 限 测 度 集 外 消失 
的 简单 函数 gp 使 得 | 一 p <s. 
根据 赫 尔 德 不 等 式 每 个 gEL' 用 如 下 的 方式 定义 了 L* 上 的 线性 泛 函 下: 
F(f) = | 天 dv， 
且 不 难 证 明 |1 忆 外 三 外 g | 在 本 节 的 剩余 部 分 我 们 的 目标 是 建立 道 定理 (里 斯 表示 定理 )， 它 
叙述 的 是 对 于 1<2p<coe，L* (GO 上 的 每 个 线性 泛 函 具有 这 种 形式 ， 且 若 六 是 ce 有 限 的 ， 则 


L1(y) 上 的 每 个 线性 泛 函 具有 这 种 形式 .我 们 从 建立 以 下 引 理 开始 . 
27. 引 理 邻 (X，B， /为 有 限 测度 空间 且 g 为 可 积 函 数 使 得 对 于 某 个 常数 M， 
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sear| 和 MIlpll， 
对 于 所 有 简单 函数 gp 成 立 ， 那么 gEL. 
证 明 假定 p 汪 1， 上 且 令 (y,) 为 递增 趋 于 | g 1 的 非 负 简单 函数 序列 ， 设 
9 = (fn) ?sgn g. 


ot, = {fod) 


由 于 gg 之 | go | | 加 |= 1 加 Top 一 办， 我 们 有 
|wan< [pe dy 
<Mlop.l, 


< M| [es 


那么 gp 是 简单 函数 ， 且 


由 于 1 一 1/p 二 1/q， 因 此 
oan 
或 
|gdx < Me, 
且 根 据 单调 收敛 定理 
| ia har<M. 


pp 王 1 的 情形 留 给 读者 . 醒 
我 们 将 运用 以 下 引 理 ， 其 证 明 留 给 读者 . 
28. 引 理 “ 令 ( 互 ) 为 不 相交 的 可 测 集 序列 , 且 对 于 每 个 n 令 ,为 L?(1 才 pp 过 0) 的 函数 其 在 


EE, 外 消失 . 设 f 二 》) f,, 那 么 fEL? 当 且 仅 当 书 f, +: 过 co， 在 这 种 情形 /二 忆 f, 属于 L*; 即 ， 


1f— 2fl,—0 


| fl? = 2 | .AP | 


29. 里 斯 表示 定理 令 下 为 L*Cj) 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 其 中 1p<<00，p 为 o 有 限 测度 ， 
那么 惟一 存在 L' 的 元 素 g， 其 中 1/g 十 1/p 二 1， 使 得 


F(f) = | sw 


我 们 也 有 | 下 下 一 |g 1. 
证 明 ”我们 首先 考虑 /为 有 限 测度 的 情形 ， 那 么 每 个 有 界 可 测 函 数 在 (wx) 中， 定义 可 测 
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集 上 的 集 顶 数 " 为 
vE = F(Xs). 
若 玉 是 不 相交 的 可 测 集 序列 (EF,) 的 并 集 ， 令 a 二 sgnF(Xs,)， 且 设 一 二 anX ， 则 根据 引 理 28 
和 下 的 有 界 性 ， 我 们 有 


> 1vE, |= F(f) < ~ 
yoE, — FOts) = wk. 
因此 是 一 个 带 号 测度 且 根据 定义 它 关于 绝对 连续 . 根据 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 定理 存在 一 个 可 
测 函 数 g 使 得 对 于 每 个 可 测 集 E 我 人 有 wvE 一 | .gdw. 由 于 "总 是 有 限 的 ,因此 g 是 可 积 的 . 
车 g 是 一 个 简单 函数 ， 则 政和 积分 的 线性 蕴涵 
FCp) = |ge de. 
由 于 左边 以 FF | gp, 为 界 ， 根 据 引 理 27 我 们 有 gEL'， 令 G 为 定义 为 
G(f) = |fgar. 


的 L?* 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 那 么 G 一 F 是 一 个 有 界线 性 泛 函 其 在 简单 函数 的 子 空间 上 消失 .根据 
命题 26 ， 简 单 函数 在 L? 稠 密 ， 因 而 G 一 F 一 0， 因此 对 于 所 有 f€L?， 


FOP = | jedn， 
且 容 易 证 明 上 FD= 上 Gl= gl,. 
函数 g 必须 确定 一 个 惟一 的 L 的 元 素 ， 这 是 因为 车 gi 和 和 g; 确 定 相 同 的 泛 函 FF， 则 g: 一 ga 
必 给 出 零 江 函 ， 因 而 上 gi 一 gz ,二 0， 因 此 gi 二 gz 几乎 处 处 成 立 . 
为 将 定理 推广 到 a 有限 的 情形 , 令 《X,) 为 递增 有 限 测度 的 可 测 集 序列 ,其 并 集 为 XX. 有 限 测 
度 空间 的 定理 蕴涵 着 对 每 个 ”存在 一 个 函数 g, 属于 工 * 使 得 g, 在 XX, 外 消失 ,并 且 F(f) 一 


|ferar 对 所 有 在 X, 处 消失 的 JE L? 成 立 . 此 外 ,| sg, 上 委 目 开外 .由 于 任意 具有 这 一 性质 的 函 


数 g, 除 在 零 测 度 集 上 改变 外 在 X, 上 惟一 确定 且 由 于 go 也 具有 这 个 性 质 ， 因此 可 以 假定 在 XX。 
上 gw 二 gw. 对 于 XE X,, 设 g(x) 二 g(x), 那么 g 是 良 定义 的 可 测 函 数 且 | g, | 逐 点 地 递增 到 
| g | ,因此 根据 单调 收敛 定理 


| | g dy= lim | | ga FP dy 
< FI, 
且 gsE 工 ?. 
对 于 fEL， 在 X, 上 令 记 = 在 和 上 令 亡 =0， 那么 f; 点 态 地 收敛 于 f 且 属于 L*. 由 
于 | fg | 可 积 且 | Ag 和 |Jgl， 因 此 勤 贝 格 收敛 定理 给 出 
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|/gdn= lim | ms dy 


= lim F(f,) 
= F(/). 加 
若 p= 二 1， 则 要 求 为 a 有限 是 必要 的 . 习题 47 和 48 给 出 了 一 些 推广 和 反例 . 若 训 >1， 则 
有 限 不 必要 . 
30. 定理 令 下 为 Le(i) 上 的 有 界线 性 远 函 且 1 二 p 二 oo， 那么 存在 惟一 的 元 素 gE1' 使 得 
FCP = | 天 dx 
我 们 有 FI 二 上 |g|。. 
证 明 根据 前 面 的 定理 ， 若 玉 吓 任何 有 具有 co 有 限 测度 的 可 测 集 ， 则 惟一 存在 gz EL*， 其 
在 下 外 消失 ， 并 使 得 对 于 每 个 在 EE 外 消失 的 fEL*， 有 
F(f) = |gef dy 
gE 的 惟一 性 蕴涵 着 若 A CE, 则 在 A 上 gg 二 gs a.e.. 对 于 每 个 具有 a 有限 测度 的 集合 玉 设 
XA(E) =-| | gs du, 那么 对 于 A C 己 E, 我 人 有 4(A) 和 ACE) 之 上 FI. 令 (E,) 为 有限 测度 集合 


的 序列 使 得 XCE,) 趋向 于 4 的 最 大 值 m ,那么 日 =U E, 是 具有 oc 有 限 测度 的 集合 , 且 根 据 4 的 单 
调 性 我 们 有 4(H) = m. 
令 g 定义 为 在 肪 上 为 gn 在 其 余 点 为 0, 那 么 g € L". 车 玉 是 任何 包含 H 的 c 有 限 测度 的 集 


合 , 则 在 H 上 gs = ga a.e.. 但 | | gs | =A(E) <AH) -| | gn |; 因而 在 E~H 上 gs = 


0 a. e. . 因此 在 EE 上 几乎 处 处 gs 二 g. 
车 fEL*， 则 集合 N= {z: f(x) 冯 0} 是 具有 o 有 限 测度 的 集合 ， 因 而 集合 = 二 NUH 也 如 
此 . 因此 


F(f) = | eedr 一 | 
FI 与 上 gj 的 相等 性 可 如 同 前 面 定 理 得 到 . 加 


41. 证 明 命题 26. 

42. 对 2 一 1 的 情形 证 明 引 理 27. 

43. 证 明 若 我 们 仅 假定 y 为 a。 有限， 引 理 27 仍然 成 立 . 
44. 证 明 引 理 28. 

45. 对 于 gE€E1， 今 下 为 如 下 定义 的 L* 上 的 线性 江 函 : 


FCP = |fgdr. 
证 明 | Fl 三 | gil 
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46. a. 令 /为 可 数 集 X 上 的 计数 测度 ， 证 明 Lr (jy) 二 22. 
b. 讨论 空间 2(X) 二 L*(y)， 其 中 是 不 一 定 可 数 的 集合 和 上 的 计数 测度 . 
47. 令 (X，B，p) 为 可 分 解 的 测度 空间 (参考 习题 40). 
a. 证 明 对 于 工 !( 上 的 每 一 个 有 界线 性 泛 函 下 ,存在 一 个 有 界 局 部 可 测 函 数 g 使 得 下 (六 一 
|fear. 
b. 证 明 Li (Cy) 的 对 偶 空间 是 L~ (jy )， 其 中 4 是 习题 8d 中 给 出 的 jy 的 饱和 化 测度 . 


48. 令 A 和 B 为 具有 不 同 数 目 元 素 的 不 可 数 集 上 且 令 X= 一 AXB， 形 如 {《x，y): x 二 a} 的 集合 称 
为 垂直 直线 ， 形 如 {《z，y): y 一 分 的 集合 称 为 水 平 直线 ， 令 3 为 X 的 子 集 五 组 成 的 簇 ， 使 
得 对 于 每 条 水 平 直 线 或 者 垂直 直线 荆 或 者 五 门 工 或 者 无 门 工 可 数 ， 那 么 3 是 o 代数 , 令 /下 
为 使 得 民有 们 荆 可 数 的 水 平 直线 和 垂直 直线 的 数目 ,anE 为 使 得 尼 拉 工 可 数 的 水 平 直 线 的 数目 ， 


那么 u 和 vw 是 3 上 的 测度 , 且 我 们 能 够 通过 设 F(f) = | ao 定义 (Ap) 上 的 有 界线 性 泛 也 .不 
存在 局 部 可 测 函 数 g 使 得 
F(f) = |fear. 


第 12 章 测度 与 外 测度 


本 章 我 们 首先 考虑 在 c 代数 上 定义 测度 的 某 些 方法 .在 勒 贝 格 测度 的 情形 我 们 定义 开 集 的 
测度 并 用 它 来 定义 外 测度 ， 由 此 我 们 得 到 可 测 集 与 勒 贝 格 测度 的 概念 ， 这 样 的 程序 一 般 是 可 行 
的 ，12. 1 节 我 们 讨论 从 外 测度 导出 测度 的 过 程 ，12. 2 节 我 们 从 仅 定义 在 集合 的 代数 上 的 测度 
导出 外 测度 ， 本 章 的 其 余部 分 讨论 这 个 过 程 的 一 些 应 用 . 


12.1 外 测度 与 可 测 性 


谈 到 外 测度 w”， 我 们 指 的 是 定义 在 空间 X 的 所 有 子 集 上 的 非 负 扩充 的 实 值 集 函 数 ， 它 具 
有 下 列 性 质 : 

ip GS=0. 

ii. ACB=>u" A<p' B. 


ii. ECI) E=p ES Dr’E. 
i=1 i=1 


第 二 条 性 质 称 为 单调 性 而 第 三 条 性 质 称 为 可 数 次 加 性 . 注意 到 有 限 次 加 性 (i) 可 由 (Cii) 得 到 ， 由 
于 (iD ， 性 质 (i 可 替代 为 


证 . 王 一 [ 人 已,E 不 相交 之 所 瑟 过 2) pF 
i=1 i=1 


车 六 <<oo 我 们 称 外 测度 yy" 有限 . 
类 似 于 勒 贝 格 测度 的 情形 ， 我 们 定义 一 个 集合 玉 关 于 jp* 可 测 ， 若 对 于 每 个 集合 A 我 们 有 
p" (A) =p° (ANE)+p’ (ANE). 
由 于 pw* 是 次 加 性 的 ， 为 证 明 已 可 测 仅 需 证 明 
p* (A) > (ANE+p’ (ANE) 
对 于 每 个 A 成 立 ， 当 py" A 二 oo 这 个 不 等 式 平凡 成 立 ， 因 此 我 们 仅 需 对 于 满足 y* A 有 限 的 集合 
A 建立 它 . 
1. 定理 pw" 可 测 集 类 B 是 一 个 o 代数， 车 凡是 u' 在 B 的 限制 ， 则 jv 是 B 上 的 完备 测度 . 
证 明 平凡 地 ， 空 集 是 可 测 的 . EE 和 EE 可 测 性 定义 的 对 称 性 表明 ， 只 要 E 可 测 就 有 
可 测 . 
令 EE 和 FE; 为 可 测 集 ， 根据 E; 的 可 测 性 
jp" (A) = p' (AN ED) + (A NE,) 
且 根 据 Ei 的 可 测 性 
(A) =p* (ANED)+Hp' (ANE NE)+ ANE, NE,) 
由 于 
AD 站 EPE UE]=[ANEJULIANE, NM EJ]， 
根据 次 加 性 ， 我 们 有 
nu CANLE UEDSu (ANE)+a (ANE, NE) 
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因而 
ApADp (ANLE UED)+’ CANE, NE,). 
这 意味 着 El U E: 可 测 ， 由 于 
~ (EU E,) = E, N E,. 
因此 两 个 可 测 集 的 并 集 是 可 测 集 ， 由 归纳 法 ， 有 限 个 可 测 集 的 并 集 是 可 测 集 ， 这 表明 B 是 一 个 
集合 的 代数 . 
假定 下 = UE;， 其 中 《E;) 是 不 相交 可 测 集 序列 ， 且 设 


C， 一 U FE.. 
i=1 
那么 G, 可 测 ， 且 由 于 ECG,， 
WA) = (ANG) HA ANG) FANG) + AN BE, 
现在 G;, 门 E, 一 E,，G, 门 BE, 一 G,-!， 且 根据 E, 的 可 测 性 我 们 有 
pj (ANG) =p° ANE)+p (ANG,). 


根据 归纳 
Ap (AN G,) = > (A N E,), 
因而 
jp (A) 1' (A NE)+ De (A NN E;) 
>p* (ANB+p’ (AN EBE), 
由 于 


ANECI) NE). 
i=1 


因此 互 可 测 ， 由 于 一 个 代数 内 的 任何 集合 序列 的 并 集 可 被 该 代数 内 的 不 相交 的 集合 的 并 集 代 
替 ， 因 此 3 是 一 个 c 代数 . 
我 们 接着 说 明达 的 有 限 加 性 ， 令 El 和 已 为 不 相交 的 可 测 集 ， 那 么 E; 的 可 测 性 蕴涵 
ZE U Es)= p* (E, U Ez) 
= py° ([E: U Es] NN E;) +p’ (LE, U Ej NN E,) 
= yp’ E+ EF. 
由 归纳 得 到 有 限 加 性 . 
车 是 不 相交 的 可 测 集 序列 {E;} 的 并 集 ， 则 


n 


ACE) >A( PE,) = WE), 
i=1 


因而 
AZ(E) 之 DicE,). 
但 根据 六 的 次 加 性 
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5B) < DE) 
a 是 可 数 加 性 的 ， 由 于 它 是 非 负 的 且 y= 二 p*' 名 二 0， 因 此 它 是 一 个 测度 . - | 
1. 证 明 三 的 完 和 从 
2. 假设 (E,) 为 不 相交 的 可 测 集 序列 且 E== UE;， 那 么 对 于 任意 集 A， 我 们 有 
ANE)= Dy (ANED. 


12.2 延 拓 定理 


谈 到 一 个 代数 上 的 测度 ， 我 们 指 的 是 定义 在 集 代 数 @ 上 的 非 负 扩充 的 实 值 集 函 数 4w， 它 具 
有 下 列 性 质 : 

i. p(B )=0. 

i, 车 (A;) 是 @ 中 不 相交 的 集合 序列 其 并 集 也 属于 Q@&， 则 

(U4) -De 

因此 代数 @ 上 的 测度 是 一 个 测度 当 且 仅 当 @ 是 一 个 ec 代数 .本 节 的 目标 是 要 表明 ， 若 从 集 代 数 
Q@ 上 的 测度 出 发 ， 我 们 可 以 把 它 延 拓 成 定义 在 包含 @ 的 o 代数 上 的 测度 .我 们 实现 这 一 目标 的 
途径 是 ， 用 这 个 代数 的 测度 构造 外 测度 y.* 并 证 明 由 y* 诱导 的 测度 w 是 合乎 要 求 的 w 的 延 拓 . 
我 们 从 4 构造.* 的 过 程 类 似 于 从 区 间 长 度 构 造 勒 贝 格外 测度 我 们 定义 


E= inf Dh,, (1) 
其 中 (Ai 遍历 @ 中 所 有 使 得 EC A 的 序列 ， 我 们 首先 建立 一 些 关 于 y* 的 引 更 


2. 引 理 。 若 AE @ 且 (Ai) 是 @ 中 的 任意 集合 序列 使 得 A CCU) Ais 则 pA 芝 pA 
证 明 设 
B=ANANA NN A. 
那么 且 B,€ @ 且 B,CA,. 但 A 是 不 相交 的 集合 序列 (B,) 的 并 集 ， 因 而 根据 可 数 加 性 
A = PB, < Zh | 
3. 系 若 AEQ, 则 pj*A=pA. 


4. 引 理 和 集 函数 "是 一 个 外 测度 . 
证 明 由 于 ww" 显然 是 一 个 对 所 有 集 定义 且 y* 一 0 的 单调 非 负 集 函数 ， 因 此 我 们 仅 需 证 


明 它 是 可 数 加 性 的 . 令 ECUE 若 对 任何 i， 上 丰 已 =co， 则 有 A 世 委 忆 Ap Ei 一 oo， 若 不 是 


这 样 ， 则 给 定 6>>0， 对 于 每 个 i 存在 一 个 @ 中 的 集合 序列 (Ay) 庆 使得 EC LAs 且 
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Zu < py Et 高: 
j=1 
那么 


A E< DAs < Du Ete 
由 于 e 是 任意 正 数 ， 因 此 
A E< DE,, 
且 p* 是 次 加 性 的 . 国 
5. 引 理 若 AEQ， 则 A 关于 J' 可 测 . 
证 明 令 巨 为 具有 有 限 外 测度 的 任意 集合 且 e 是 一 个 正 数 ， 那 么 存在 G@ 中 的 序列 (A;) 使 得 
ECUA4A, 且 
nAi<p’ Ete. 
根据 y 在 @ 上 的 加 性 我 们 有 
ph = pAi (A) + plAi A). 
因此 


E+e> DAi NN A)+ DucAi NA) 
i=1 i=1 


>p' (ENA)+p’ (ENA), 
这 是 由 于 
ENACU (ANA) 
及 
ENACU ANA). 
由 于 e 是 任意 正 数 ， 因 此 
u' Ep (ENA)+tp’ (ENA), 
因而 A 可 测 . 国 
我 们 已 经 定义 的 外 测度 y* 称 为 由 六 诱导 的 外 测度 ， 对 于 一 个 给 定 的 集 代数 @， 我 们 用 @。 
表示 那些 @ 的 集合 的 可 数 并 集 旦 用 Qs 表示 那些 Q@, 内 集合 的 可 数 交集 . 
6. 命题 令 凡 为 代数 @ 上 的 测度 ,入 为 由 让 诱导 的 外 测度 ， 已 为 任意 集 ， 那 么 对 于 0， 
存在 一 个 集合 AE Q@ 满 足 ECA 生 
nu" Au’ Ee. 
也 存在 集合 一 个 BE Qs 满足 ECB 有 yp" E==p” B. 
证 明 ”根据 py*' 的 定义 存在 @ 中 的 序列 《Ai;) 使 得 ECUA; 上 且 


DA Sp Ete. 
i=1 
设 A= UA,;, 那么 p14" AZTp’ Ai= pAhi. 


设 
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为 证 明 第 二 个 陈述 ， 我 们 注意 到 对 于 每 个 正 整数 ”存在 @. 中 的 集合 A, 满 足下 CA, 且 
Ap” A,<p" E+1/n. 令 B= 门 A,. 那么 BE Qs 且 ECB. 由 于 BCA.， 因 此 和 心 B 和 pr A,< 
py" E 十 1/n， 由 于 是 任意 的 ， 因 此 jy* Bp*" E. 但 ECB， 因 而 根据 单调 性 w* B 之 x* E， 因 
此 p* B=p* E. 看 

一 个 外 测度 六 称 为 正则 的 ， 车 给 定 X 的 任意 于 集 E 和 任意 s 之 0， 存 在 一 个 六 可 测 集 A 
满足 ECA 是 
uA<p’Ete. 

根据 引 理 5 和 命题 6， 每 个 由 代数 上 的 测度 诱导 的 外 测度 是 正则 外 测度 . 

车 运用 该 命题 于 EE 是 具有 有 限 测度 的 可 测 集 的 情形 ， 我 们 看 到 EF 必定 是 Gs 中 的 集合 B 与 
零 测度 集 的 差 . 这 就 给 出 了 具有 有 限 测度 的 可 测 集 的 结构 ， 而 下 一 个 命题 把 它 推广 到 co 有限 的 
情形 ， 它 可 以 看 成 是 李 特 尔 伍德 第 一 原理 的 推广 ， 是 证 明 我 们 的 定理 的 关键 元 素 ， 习题 7 和 
10 给 出 了 这 一 原理 的 其 他 形式 . 命题 11.7 和 11. 26 以 及 习题 11、11. 16 和 11. 21c 给 出 了 李 特 
尔 伍德 其 他 原理 的 版 本 . 

7. 命题 令 10 为 代数 @ 上 的 有限 测 度 ， 且 令 太 为 由 凡生 成 的 外 测度 .一 个 集合 巨 是 p” 
可 测 当 且 仅 当 它 是 Gs 中 的 集合 A 与 满足 4 B 一 0 的 集合 旦 的 适当 的 差 A 一 B， 每 个 满足 扩 卫 一 
0 的 集合 包含 于 Qs 中 满足 1"C=0 的 集合 C. 

证 明 ”命题 的 “ 当 ” 部 分 由 每 个 &,; 中 的 集合 必定 可 测 的 事实 得 到 ， 这 是 由 于 可 测 集 构 成 一 
个 ec 代数， 而 由 于 站 完 备 因 而 每 个 w* 测度 为 零 的 集合 必 可 测 . 

为 证 明 命 题 的 “ 仅 当 ” 部 分 ， 令 {X;} 为 @ 内 的 可 数 不 相 交集 簇 满足 yX; 有 限 且 X 一 UX， 若 
EE 是 可 测 的 ， 则 EE 是 不 相交 可 测 集 EE; 一 Xi 门 E 的 并 集 ， 根据 命题 6， 对 于 每 个 正 整数 nx， 我 们 
可 以 找到 Gs 内 的 集合 A, 使 得 E;C A,i 且 


那么 ECA,， A,~EC ULA.~E]. 因此 


Lh, ~ E)< Pah ~ E:) 


由 于 A,€ @.， 因 此 集合 A 和 | 4, 属 于 Ge ， 且 对 于 每 个 
A~ECA,~E. 
因此 


L(A~ FE) <AA, ~ E)<E. 
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由 于 这 个 不 等 式 对 于 每 个 正 整数 ”成 立 ， 我 们 必须 有 
nA ~ E)=0. 四 

我 们 把 本 节 的 结果 概括 成 如 下 定理 . 

8、 定理 (卡拉 泰 奥 多 里 ) 令 凡 为 代数 @ 上 的 测度 ,中 为 由 内 诱导 的 外 测度 ， 那 么 pj" 到 j" 
可 测 集 的 限制 凡是 到 一 个 六 到 包含 @ 的 5 代数 的 延 拓 ， 若 几 有 限 ( 或 og 有限)， 则 jy 也 如 此 ， 著 
LL 是 o 有 限 的 ， 则 是 包含 @ 的 最 小 go 代数 上 仅 有 的 作为 J 的 延 拓 的 测度 . 

证 明 从 系 3、 引 理 5 和 定理 1 我们 可 直接 得 到 是 py 从 G@ 到 包含 @ 的 o 代数 上 的 测度 的 延 
拓 ， 容 易 证 明 只 要 py 有限 或 有 限 则 也 是 如 此 . 

为 证 明 为 有 限时 的 惟一 性 ， 我 们 令 3 为 包含 @ 的 最 小 代数 且 广 是 3 上 某 个 与 4 在 @ 
一 致 的 测度 . 

由 于 每 个 @, 中 的 集合 可 以 表示 为 @ 中 可 数 个 不 相交 集 的 并 集 ， 因 此 在 G, 上 测度 产 必 与 4 一 
致 .， 令 B 为 8 中 的 任意 具有 有 限 外 测度 的 集合 ， 那 么 根据 命题 6 存在 属于 @, 的 A 满足 BCA 且 
uA<py’B+te. 

由 于 BCA， 因 此 

HB<iA=pA<p Bie. 
由 于 e 是 任意 正 数 ， 对 于 每 个 BE 3 我 们 有 

BuB 
由 于 关于 六 可 测 的 集 类 是 一 个 包含 @ 的 a 代数 ， 因此 每 个 3 内 的 B 必 可 测 . 车 B 可 测 且 

A 属于 Q@, 满足 BCA 及 yu" As 六 BT+e， 则 

uA=pBip' (A~B), 
因而 车 py' B<c， 则 

HA~B Sp A~B) Se 
因此 

x Bu’'A= pA 

= ZB+A(A ~ B) 


jpB+e. 
由 于 s 是 任意 的 ， 我 们 有 
x"B<pB 
因而 
nu* B= 2B. 


若是 c 有 限 测度 ， 令 {X:)} 为 @ 内 的 可 数 不 相交 集 焦 满足 X= UX: 且 HpXi 有限. 若 B 是 B 
内 的 任意 集 ， 则 
B=U (XB) 
且 这 是 3 内 可 数 的 不 相交 集合 的 并 集 ， 因 而 我 们 有 
B= PAXNB) 
及 
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14B= Du XN B). 
由 于 yy" (X; 门 B) 二 oo， 我 们 有 
(Xi ) B) = ZX; 门 B)， 时 

该 延 拓 过 程 不 仅 把 y 延 拓 到 包含 @ 的 最 小 的 o 代数 3 上 的 测度 ， 而 且 完 备 化 和 饱和 化 该 测 
度 . 若是 co 有 限 ， 则 到 2B 的 延 拓 已 经 饱和 化 ， 且 到 yy* 可 测 集 的 延 拓 仅仅 是 y 在 8 上 的 延 拓 的 
完备 化 ， 若 4 不是。 有限， 则 到 jy.* 可 测 集 的 延 拓也 饱和 化 yj， 应 该 观察 到 在 这 种 情形 中 jy 到 B 
的 延 拓 不 必 惟一 (习题 3)， 虽 然 对 于 每 个 满足 kwB< co 的 3 的 集合 也 任何 延 拓 广 必须 与 A 一 致 ， 
且 我 们 总 是 有 By" B， 在 12.6 节 和 12.7 节 我 们 将 回 到 延 折 和 惟一 性 问题 . 

从 具有 比 集 代数 少 的 结构 的 集 徐 e 上 的 集 函 数 开 始 常 常 是 方便 的 ， 我们 说 X 的 一 个 子 集 艇 
e@ 是 集合 的 半 代 数 ， 若 e 内 的 任 两 个 集合 的 交集 仍 在 e 内 且 e 内 的 任何 集合 的 补 集 是 e 内 有 限 的 
不 相交 集合 的 并 集 ， 若 e 是 任何 集合 的 半 代 数 ， 则 由 空 集 和 所 有 Ce 内 的 有 限 的 不 相交 集合 的 并 
集 组 成 的 艇 @ 是 一 个 集合 的 代数 ， 它 称 为 由 e 生 成 的 代数 .车 w 是 定义 在 e 上 的 集 函 数 ， 则 只 
要 A 是 Ce 内 的 不 相交 的 集合 E; 的 并 集 ， 就 会 自然 地 去 尝试 定义 @ 上 的 有 限 加 性 集 函 数 


HA 一 27AE， 
由 于 有 多 种 方法 把 @ 内 的 集合 A 表示 为 e 内 的 不 相交 的 集合 的 并 集 ， 因 此 我 们 必须 确定 这 样 的 
程序 导致 uA 的 惟一 值 ， 以 下 命题 给 出 了 在 何 条 件 下 这 个 程序 可 以 执行 并 给 出 代数 @ 上 的 测度 . 
9. 命题 令 @ 为 集合 的 半 代 数 且 从 是 定义 在 @ 上 的 非 负 集 函数 满足 六 向 一 0( 若 四 Ee)， 那 
么 车 满足 以 下 条 件 ; 
i 若 C 内 的 集合 C 是 C 内 的 有 限 不 相交 集 猴 {C;) 的 并 集 ， 则 jC== jC. 
ii. 车 C 内 的 集合 C 是 C 内 的 可 数 不 相 交集 徐 {C;} 的 并 集 ， 则 jC ZpCi. 
则 性 有 到 由 e 生 成 的 代数 @ 上 的 测度 的 惟一 延 拓 . 
习题 
3. 令 X 为 有 理 数 集 且 @ 是 形 如 (ae， 所 的 区 间 的 有 限 并 集 的 代数 满足 w(a， 打 一 c 与 好 一 0， 
证 明 “到 包含 @ 的 最 小 c 代数 的 延 拓 不 惟一 . 
4. 通过 证 明 以 下 结论 证 明 命题 9: 
a. 条 件 (D) 荀 涵 着 ， 若 A 是 ce 内 的 两 个 有 限 不 相交 和 集 艇 {C;} 和 {D;} 每 一 个 的 并 集 ， 则 jC; 一 
YD;， [提示 : pCi = Dp(C; mn Di).] 


b. 条 件 (i 殖 涵 “在 & 上 是 可 数 加 性 的 . (因为 有 限 加 性 和 单调 性 已 经 蕴涵 反 不 等 式 ). 
5. 令 C 为 集合 的 半 代 数 且 @ 为 包含 e 的 最 小 集 代数 . 


a. 证 明 @ 由 形 如 A= [jc 的 集合 组 成 ， 其 中 Ci€ C. 

b. 证 明 @, 王 6, 因此 在 定理 中 @。 和 Qs 可 以 分 别 被 e, 和 Cs 代替 . 
6. 令 @ 为 在 有 限 并 集 和 有 限 交集 下 闭 的 集 艇 ， 例 如 集合 代数 . 

a. 证 明 G@, 在 可 数 并 集 和 有 限 交集 下 闭 . 
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b. 证 明 @w 内 的 每 个 集 是 @. 内 的 递减 集合 序列 的 交集 . 
7. 令 为 代数 @ 上 的 有 限 测度 ，p." 为 诱导 的 外 测度 ， 证 明 一 个 集合 巨 可 测 当 上 且 仅 当 对 于 每 个 
s>0 存在 集合 AE GQ,，ACE,， 使 得 jy.* (E~A)<<e. 
. 若 从 X 上 的 外 测度 w* 开始 且 构 造 .* 可 测 集 上 的 诱导 测度 之 ， 我 们 可 以 用 这 诱导 一 个 外 测度 
pt. 
a. 证 明 对 于 每 个 集合 玉 我 们 有 jy? EE 之 py* 已 
b. 对 于 给 定 集合 王 我 们 有 / 王 = 妨 王 当 且 仅 当 存 在 一 个 wp 可 测 集 ADE 满足 jy' A=p* 上 上 . 
c. 证 明 当 且 仅 当心 "为 正则 时 y+ EE=j*" 玉 对 于 每 个 集合 成 立 . 
d. 证 明 外 测度 六 正则 当 且 仅 当 它 由 代数 上 的 测度 诱导 . 
e. 令 X 为 由 两 点 组 成 的 集合 ， 构 造 一 个 X 上 非 正则 的 外 测度 . 
. 令 为 正则 外 测度 . 
a. 证 明 由 y* 诱导 的 测度 之 是 完备 的 和 饱和 的 ， 
b. 令 (X，Q@， 放 为 完备 测度 空间 ， 令 太 为 通过 卡拉 泰 奥 多 里 过 程 得 到 的 y 的 延 拓 ， 那 么 
与 习题 11. 8c 给 出 的 延 拓 相 同 . 
10. 令 为 代数 @ 上 的 测度 , 去 为 w 通过 卡拉 泰 奥 多 里 过 程 给 出 的 y 的 延 拓 ， 令 为 关于 jp 可 
测 的 集合 旦 5E 一 co， 那么 给 定 e>0， 存 在 一 个 Ac @ 使 得 
ACAAE) < e. 
11. 我 们 说 一 个 函数 p 是 @ 简 单 的 ， 若 pq 一 aix。， 其 中 A1E @. 令 py 为 (上 的 测度 且 jy 是 它 
的 延 拓 . 
a. 给 定 e 之 0 和 一 个 及 可 积 函 数 /， 存 在 一 个 @ 简 单 函 数 p 使 得 


| |1f—pld<e. 
b. 证 明 习 题 11. 21c 中 的 函数 p 可 以 取 为 @ 简 单 . 
“12.3 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 积 


令 久 为 实数 集 上 且 B 为 所 有 博 雷 尔 集 组 成 的 类 ， 定义 在 3 上 且 对 于 每 个 有 界 集 有 限 的 测度 p 
称 为 一 个 员 尔 测度 (在 实 直线 上 )， 对 每 个 有 限 贝 尔 测度 我 们 定义 一 个 与 之 相应 的 函数 下 如 下 : 
F(x) = py(~— 0,7x]. 
函数 下 称 为 p 的 累积 分 布 函数 且 它 是 实 值 和 单调 递增 的 . 我 们 有 

uCasb| 一 下 (0) — Fla). 
由 于 (a， 妆 是 集合 (za，2 十 1/ 四 的 交集 ， 因 此 命题 11. 2 蕴涵 


ulasb] = limpu{a6 十 十]， 


Oo 


CD 


因而 
F(6) = limF(2 十 二) = 下 (8 十 )， 
因此 一 个 累积 分 布 函 数 右 连续 类似 地 ， 


194 ”第 三 部 分 “一般 测度 与 积分 论 


“一 lime (6—6] 
i 1 
= limF(&) 一 F 人 (8 二 
= 下 (0) 一 下 (0 一 ). 
因此 下 在 & 连续 当 目 仅 当 由 6 单独 组 成 的 集合 {58} 的 测度 为 零 ， 由 于 名 二 门 (一 ,一 n1， 我 
们 有 
因此 根据 下 的 单调 性 ， 
lim F(x) 一 0. 
我 们 用 以 下 引 理 概括 这 些 性 质 : 
10. 引 理 车 /是 实 直线 上 的 有 限 贝 尔 测 度 ， 则 它 的 累积 分 布 函 数 下 是 右 连续 的 单调 递增 
有 界 函 数 ， 此 外 ， lim F(z)=0. 
假定 我 们 从 右 连 续 的 单调 递增 函数 下 开始 ， 那 么 我 们 将 看 到 存在 惟一 的 贝尔 测度 jp 使 得 
ulasb] = F(6) — F(a) (2) 
对 于 所 有 形 如 Ce， 上 的 区 间 成 立 ， 其 中 我 们 定义 F(o0) 二 limF(z) 与 F(—o0)= lim F(z). 我 
们 从 以 下 引 理 开始 ， 其 证 明 留 给 读者 (习题 12) ， 


11, 引 理 令 正 为 单调 递增 右 连续 函数 ， 若 (a， oc Ue 5:]， 则 


F(b) — F(a) < > F(6) — Flai). 


车 令 6 为 由 所 有 形 如 (a，5bj 或 Ca， <) 的 区 间 组 成 的 半 代 数 且 设 ula, 6]=F(b)—F(a), 
那么 容易 看 出 /满足 命题 9 的 条 件 (D ， 且 由 于 引 理 11 正好 是 第 二 个 条 件 ， 我 们 看 到 A 有 惟一 
的 到 由 3 生成 的 代数 上 的 测度 的 延 拓 .根据 定理 8 这 个 y 能 被 延 拓 到 包含 e 的 so 代数 .由 于 博 
雷 尔 集 类 B 是 包含 e 的 最 小 代数 ， 我 们 有 y 到 贝尔 测度 的 延 拓 . 测度 /是 c 有 限 的， 这 是 由 于 
X 是 区 间 (n， ?十 1 的 并 集 且 每 个 这 样 的 区 问 具 有 有 限 测度 因此 y 到 3B 的 延 拓 是 惟一 的 ， 且 
我 们 有 以 下 命题 : 

12. 命题 ” 令 正 为 单调 递增 右 连续 函数 ， 那 么 存在 惟一 的 贝尔 测度 六 使 得 对 于 所 有 a 和 已 
我 们 有 

pa 的 = 下 (6) — Fla). 

13. 系 ”假定 (一 co) 一 0， 则 每 个 有 界 单 调 右 连续 函数 是 惟一 的 有 限 贝 尔 测 度 的 系 积 分 
布 函 数 . . 

车 p 是 非 负 博 雷 尔 可 测 函 数 ，F 是 单调 递增 右 连 续 函 数 ， 我 们 定义 9 的 关于 下 的 勒 贝 格 - 
斯 蒂 尔 切 斯 积分 为 


其 中 心 是 以 下 为 累积 分 布 函数 的 贝尔 测度 . 若 p 既 正 又 负 ， 且 它 关于 可 积 ， 则 我 们 说 它 关 于 
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下 可 积 . 


若 下 是 任何 单调 递增 函数 ， 则 惟一 存在 单调 递增 右 连续 函数 FF" 使 得 只 要 下 右 连续 就 与 了 


一 致 (习题 13) ， 且 我 们 定义 p 的 关于 下 的 勒 贝 格 - 斯 蒂 尔 切 斯 积分 为 


|gaF = |pdF. 


若 下 是 单调 右 连续 函数 , 则 | pdF 与 黎 曼 - 斯 蒂 尔 切 斯 积分 一 致 ,只 要 后 者 有 定义 的 话 . 勒 由 


格 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 仅 当下 单调 (或 更 一 般 的 有 界 变 差 ,如 习题 14c 所 叙述 ) 时 有 定义 ,而 当下 不 
是 有 界 变 差 的 ,比如 说 当下 连续 而 gp 为 有 界 变 差 的 , 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 能 够 存在 . 


12. 


13. 


14. 


15, 


16. 


证 明 引 理 11， [选取 se 之 0. 根据 下 的 右 连续 性 ， 选 取 六 >0 使 得 下 (上 十 六 )<F(Cb) 十 ec2 ， 
且 选 取 53>0 使 得 FCae 十 9)<FGa) 十 es， 那么 开 区 间 (a， 访 十 四) 覆盖 闭 区 间 [e 十 9，2]， 该 
证 明 类 似 于 命题 31， 当 (a， 妆 为 无 限时 必须 额外 小 心 一 点 . ]」 
令 下 为 单调 递增 函数 ， 定 义 
F* (xz) = lim F(Y). 

那么 F' 是 单调 递增 函数 ， 它 右 连 续 且 与 下 一 致 ， 只 要 后 者 右 连续 的 话 ， 我 们 有 (CF*)" 一 
F*" ,， 若 正和 G 是 单调 递增 函数 且 只 要 它们 都 连续 就 一 致 ， 则 F* = 二 G". 
a. 证 明 每 个 有 界 变 差 的 有 界 函 数 丰 生成 有 限 带 号 的 贝尔 测度 v 使 得 

vla,b] = FG) 一 下 (Ca 十 ). 
b. 证 明 若 尔 当 分 解 中 的 vt 和 wv 对 应 于 下 的 正 变 差 和 负 变 差 . 


c. 将 惑 中 格 - 斯 蒂 尔 切 斯 积分 | pdF 延 拓 到 有 界 变 差 函数 下 
. 证 明 若 | p | 过 M 且 下 的 全 变 差 是 工 ， 则 
(Joar|< mr. 


a, 令 下 为 贝尔 测度 v 的 累积 分 布 函数 ， 且 假定 下 是 连续 的 ， 那 么 对 于 任何 包含 于 下 的 值 
域 的 博 雷 尔 集 EE， 我们 有 mE=v[F-!(E)]， 其 中 m 是 勒 贝 格 测度 . [提示 ; 这 对 区 间 
是 正确 的 ， 且 定理 8 的 惟一 性 部 分 可 用 于 导出 在 一 般 情形 的 正确 性 . ] 

b. 推广 到 非 连续 累积 分 布 函 数 的 情形 . 

今 下 为 [a， 6] 上 的 连续 递增 丽 数 满足 F(a) 一 <:，F(5) 二 d, 且 令 gp 为 Lc,d] 上 的 非 负 博 雷 尔 


可 测 函数 ,那么 | pCF(z))dF(z) 一 (7dy [提示 : 用 习题 15 仔细 处 理 当 9 是 特征 西数 
的 情形 且 首 先 推广 到 简单 的 9 然后 是 一 般 的 9. ] 


[em 


. a. 证 明 一 个 测度 py 关于 勒 贝 格 测度 绝对 连续 当 且 仅 当 它 的 累积 分 布 函数 绝对 连续 . 


b. 车 关于 勒 员 格 测度 绝对 连续 ， 则 它 的 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 导数 是 累积 分 布 函数 的 导数 . 
c. 若 下 绝对 连续 ， 则 


| fdF = | fF’ dx. 
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18. 黎 曼 收敛 准则 令 为 (0，coo) 上 的 非 负 单调 递减 函数 ，g 为 (0，ce) 上 的 非 负 单调 递增 天 
数 ，《a,) 为 非 负 序列 ， 假 定 对 于 每 个 xE (0，co)， 使 得 a, 之 f(x) 的 n 的 个 数 至 多 为 g (x)， 


那么 车 了 a,<<oo, 我 人 有 | fdg < o%. 


12.4 积 测度 


令 (X，Q@， 和 四 和 (Y，3，mv) 为 两 个 完备 测度 空间 ， 考 虑 X 和 了 的 直 积 XXXY. 着 ACX 
且 BCY, 我 们 称 AXB 为 矩形 ， 若 AE GQ@ 且 BE B， 我 们 称 AXB 为 可 测 和 矩形， 可 测 矩 形 簇 叉 
是 一 个 半 代 数 ， 这 是 由 于 | 
(AxXBNMNCxD)= ANOxBND) 
且 
~(AXB)= (AxXB)U(UAxB)U .AxB). 
车 AXB 是 可 测 和 矩形 ， 我 们 设 
303 A(AXB)= yA， wB. 
14. 引 理 令 {(4A;,XB;))} 为 可 数 不 相交 的 可 测 矩 形 往 且 其 并 集 为 可 测 短 形 AXB， 那 么 
ACAXB)= 7AA;X Bi). 
证 明 固定 一 点 zxEA， 那么 对 于 每 个 yEB， 点 (z，y) 恰 属于 一 个 矩形 A; XB;， 因此 如 
是 那些 使 得 x 属于 相应 的 A,; 的 如 ;的 不 相交 并 集 ， 因 此 根据 v 的 可 数 加 性 ， 
37vB; » Xa, (x)=vB.* Xs (7), 
因此 根据 单调 收敛 定理 的 系 (11. 14) ， 我 们 有 


5 [vB x dy = JocB) «x dp 


或 
SvB; * uA:=vB . yA. 图 
引 理 蕴涵 X 满足 命题 9 的 条 件 ， 因 此 有 惟一 的 到 由 所 有 属于 只 的 有 限 不 相交 的 集合 的 并 集 
组 成 的 代数 只 上 的 测度 的 延 拓 .定理 8 允许 我 们 将 1 延 拓 为 一 个 包含 有 的 e 代数 8 上 的 完备 测 
度 ， 这 个 延 拓 的 测度 称 为 六 和 的 积 测度 ， 记 为 xXv. 车 jy 和 w 有 限 (或 c 有 限 )， 则 AXv 也 
如 此 . 车头 和 YY 是 实 直 线 且 py 和 w 都 是 勒 贝 格 测度 ， 则 pXw 称 为 平面 上 的 二 维 勒 贝 格 测度 . 
以 下 几 个 引 理 的 目的 是 描述 关于 积 测 度 yXw 可 测 的 集合 的 结构 .车 上 是 XXY 的 任意 子 
集 且 x 是 X 的 点 ， 我们 定义 二 截面 五- 为 
E, = {y: (zy) € FE}, 
类 似 地 ， 定 义 y 在 Y 的 y 截面 ，E, 的 特征 函数 用 以 下 方式 与 已 的 特征 函数 相关 联 . 
XE (y) = Xe (X,Yy). 
我 们 也 有 (EE), 二 ~(E,) 且 (UE,), 一 U(E,), 对 于 任意 簇 {(E.} 成 立 . 
15. 引 理 令 工 为 XX 的 点 且 巨 是 Rw 中 的 集合 ， 那 么 , 是 了 的 可 测 子 集 . 
证 明 车 EE 属于 可 测 矩 形 类 双 则 引 理 平凡 成 立 ， 我 们 接着 证 明 对 于 下 属于 Rs 引 理 成 立 . 
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令 E= LE;， 其 中 每 个 已 是 可 测 矩 形 ， 那 么 
Xz, (y) = Xs (Zz »Yy) 


= supXs (xr,y) 


二 SUp XE, (y). 


由 于 每 个 E; 是 可 测 和 矩形 ， 因此 Xe, (y) 是 了 的 可 测 函 数 ， 因而 Xz 也 必须 可 测 ， 这 就 得 到 FE, 
可 测 . 


假定 现在 E= 门 E, 满 足 E.E R,， 那 么 
Xe, 一 Xs (X,Yy) 
一 inf Xs, (zx,y) 
二 inf X es, 《3?)， 


且 我 们 看 到 Xs 是 可 测 的 . 因此 对 于 任意 EE Rs，E; 可 测 . 国 
16. 引 理 令 玉 是 Rs 中 的 一 个 集合 满足 XvlE)<~00， 那么 如 下 定义 的 函数 8 
g(Z) = vE, 
是 工 的 可 测 函 数 且 
ga = px olE). 
证 明 若 巨 是 可 测 矩 形 则 引 理 平凡 成 立 . 我 们 首先 注意 到 思 中 的 任意 集合 是 不 相交 可 测 
矩形 的 并 集 ， 令 (已 为 不 相交 的 可 测 矩 形 序 列 ， 且 令 下 = UE:， 设 
gi(x) = vL(E.);]. 
那么 每 个 g; 是 非 负 可 测 肾 数 ， 且 
g= 2 gi. 
因此 g 可 测 ， 且 根据 单调 收敛 定理 (11. 14) 的 系 ， 我 们 有 
sw = 了 sd 
= 2 nu Xv(E,) 
=pyX wv(E). 
因此 ， 引 理 对 于 EE RR 成 立 . 
令 五 为 gu 内 的 有 限 测度 集 ， 那 么 存在 一 个 儿 内 的 集合 序列 ( 巨 ) 使 得 Ei+1 CE 及 五 一 
ME.， 根 据 命题 6 我 们 可 以 取 jyXv(E1)<oo. 令 gi(z) 二 wv[(Ei):j， 由 于 
| 和 aa = pxX wE) 一 co， 


我 们 有 g1 (zx) 二 22 对 于 几乎 所 有 xz 成 立 ， 对 于 满足 g1 (7z) 二 00 的 工 ， 我 们 有 (CE,);) 是 一 个 具有 
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有 限 测度 的 递减 的 可 测 集合 序列 且 其 交集 为 E,. 
因此 根据 命题 11. 2， 我 们 有 
g(x)= v(E,) = lim vL (CE;,), | 
= lim gi;(x). 
因此 


Eig ae.， 
因而 g 可 测 ， 由 于 0 委 g 委 8 ， 勒 贝 格 收敛 定理 蕴涵 
[adn= lim Jaiap 
= lim py X v(E;) 
= py X vlE). 

最 后 一 个 等 式 由 命题 11. 2 得 到 . 画 
17. 引 理 ” 令 玉 为 一 个 满足 pyXwv(E) 二 0 的 集合 ， 那 么 对 于 几乎 所 有 的 工 我 们 有 "CE-) 一 0. 
证 明 根据 命题 6 存在 一 个 属于 Rw 的 集合 F 使 得 下 CE 且 AXwCE) 一 0， 根据 引 理 16 对 

于 几乎 所 有 的 工 我 们 有 wuw(F.)=0. 但 E.CF,， 由 于 wv 是 完备 的 ， 因 而 对 于 几乎 所 有 的 x， 我 

们 有 vE, 二 0. 国 
18. 命题 令 玉 为 XY 的 可 测 子 集 使 得 Xv(E) 有 限 ， 那 么 对 于 几乎 所 有 的 工 集合 巨 是 

Y 的 一 个 可 测 子 集 ， 每 个 如 下 定义 的 函数 g 

gl(X) = v(E,) 

是 一 个 对 于 几乎 所 有 的 工 定义 的 可 测 函 数 且 


| ear — pxXwE). 


证 明 ”根据 命题 6， 存 在 属于 Rs 的 集合 下 使 得 ECF 且 pjXv(F)==jyXv(E). 令 G=F~ 
E， 由 于 EE 和 下 是 可 测 的 ， 因 此 G 也 是 可 测 的 ， 且 
LX wvF) = pyXvE)+pX vO). 
由 于 jyXw(E) 有 限 且 等 于 jyXv(F)， 我 们 有 pyXw(G) 一 0， 因 此 根据 引 理 17， 对 于 几乎 所 有 的 
z 我 们 有 wG: 二 0。 因 此 
g(x) = vE, = vhE,a.e.; 
根据 引 理 16，g 是 一 个 可 测 函 数 ， 再 次 根据 引 理 16 有 


|su= XuCE) 


一 4 X vlE). 国 
以 下 两 个 定理 使 我 们 能 交换 积分 的 次 序 且 利用 选 代 的 办 法 计算 关于 积 测 度 的 积分 ， 
19. 定理 ( 富 比 尼 ) 令 (X, @, jy) 和 (Y，B， 切 为 两 个 完备 测度 空间 且 厂 是 下 XXXY 上 的 可 
积 函 数 ， 那 么 
i 对 于 几乎 所 有 的 Tz，fs(y) 二 f(z，y) 定 义 的 函数 广 是 了 上 的 可 积 函数 . 
i 对 于 几乎 所 有 的 y， 由 (x) 一 f(z， 力 定 义 的 函数 户 是 X 上 的 可 积 函数 ， 
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让 | f(xy)do(y) 是 XX 上 的 可 积 到 数 


让 .| f (zy) dz) 是 了 上 的 可 积 函数 


证 | 由 ra]js 一 | rac X= |， [jan Jae. 

证 明 因为 xz 和 yy 对 称 所 以 仅 需 证 明 (i)，( 让 以 及 (Giii) 的 第 一 部 分 ， 若 定理 的 结论 对 于 两 
个 函数 的 每 一 个 成 立 ， 则 对 于 它们 的 差 也 成 立 ， 因 此 仅 需 考虑 f 非 负 的 情形 .命题 18 断言 当 
ff 是 具有 有 限 测度 的 可 测 集 的 特征 函数 时 定理 成 立 ， 因 此 若 /是 在 有 限 测度 集 外 消失 的 简单 函 
数 则 定理 必须 成 立 ， 命 题 11.7 断言 每 个 非 负 可 积 函 数 f 是 递增 非 负 简单 函数 序列 (q,) 的 极限 ， 
由 于 每 个 p, 可 积 且 简单 ， 它 必须 在 有 限 测度 集 外 消失 ， 因 此 f: 是 递增 序列 (Cp,),) 的 极限 且 可 
测 . 根据 单调 收敛 定理 ， 


| Aerodocy) = lim | 9. (x,y)dv(y), 
因而 该 积分 是 z 的 可 测 函 数 . 再 次 根据 单调 收敛 定理 ， 


[de ,etl 


= lim | wa x 


为 运用 富 比 尼 定理 ,必须 首先 证 明 /关于 jy Xv 可 积 ; 即 ,必须 证 明 f 是 XXY 上 的 可 测 函 数 ， 
且 | 1 1 dxv) 二 oo. 有 时 难于 建立 了 在 X XY 上 的 可 测 性 ,但 在 许多 情形 中 我 们 能 够 通过 所 


扑 的 考虑 建立 它 ( 参 考 习 题 21). 当 y 和 wv 是 有 限 的 情形 时 ,f 的 可 积 性 可 用 以 下 定理 由 累 次 积分 
确定 : 

20. 定理 令 (X，Q@， j) 和 (Y，B，v) 为 两 个 o。 有 限 测度 空间 ， 且 令 了 为 XXY 上 的 非 负 
可 测 函 数 ， 那 么 

i 对 于 几乎 所 有 的 +， 由 f(y) 一 f(x，y) 定 义 的 函数 广 是 了 上 的 可 测 函 教 . 

i'. 对 于 几乎 所 有 的 y， 由 放 (Z) 一 了 (TX，y) 定 义 的 函数 9 是 人 上 的 可 测 函 数 . 


i |, f(zsy)dv(y) 是 太 上 的 可 测 函 数 . 


i | f(xyy)du(z) 是 了 上 的 可 测 函 数 ， 


和 | [far ler [fa X= | [jar ae 

证 明 对 于 非 负 可 测 函 数 f， 定 理 19 的 证 明 中 仅 有 一 处 用 到 f 的 可 积 性 ， 即 推断 出 存在 
有 限 测度 集 外 消失 的 递增 简单 函数 序列 (pr ?使 得 f 一 lim gps， 但 车 和 wv 是" 有限 ， 则 Xv 也 
是 如 此 ， 根 据 命题 11.7，XXY 上 的 任何 非 负 可 测 函 数 可 被 如 此 通 近 . 加 

若 & 和 8 分 别 是 X 和 了 上 的 v 代数 ， 则 包含 可 测 和 矩形 的 最 小 o 代数 记 为 @ XB. 因此 积 测 
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度 是 定义 在 包含 @XB3 的 a 代数 上 的 测度 ， 且 由 于 yxXw 是 由 卡拉 泰 奥 多 里 延 拓 过 程 得 到 的 ， 因 
此 它 既 饱 和 又 完备 .车 uy 和 w 都 是 ec 有限 ， 则 Q@ XB 上 的 积 测度 已 经 饱和 生 jy.Xw 的 可 测 集 是 那 
些 在 零 测度 集 与 @ XB 内 的 集合 不 同 的 集合 . 

许多 作者 倾向 于 定义 积 测 度 为 xXwv 在 @ XB 的 限制 .如 同 我 们 所 做 的 那样 ， 取 jyXw 完备 
的 优点 是 ， 我 们 想 使 它 具 有 勒 贝 格 测度 所 具有 的 性 质 ，m 维 勒 贝 格 测度 与 ” 维 勒 员 格 测度 的 乘 
积 是 Cn 十 m) 维 勒 贝 格 测度 .由 于 对 富 比 尼 和 拓 内 利 定理 的 假设 仅 要 求 关于 完备 积 测 度 可 测 ， 
因此 它们 比 要 求 关于 @ X3 可 测 弱 ， 用 较 弱 的 假设 付出 的 代价 是 定理 的 结论 中 必须 加 上 短语 
“几乎 所 有 ”这 是 预料 得 到 的 ， 这 是 由 于 对 于 属于 零 测度 集 的 xz，f 的 任意 变化 不 改变 f 的 可 测 
性 或 可 积 性 ， 但 对 那些 z+，f; 可 以 是 任意 的 .然而 车 了 关于 @ XB 可 测 ， 则 对 于 每 个 z，f: 可 测 . 


我 们 已 经 用 /的 完备 性 证 明 | f(z,y)do(y) 是 可 测 的 , 若 y 不 完备 我 们 将 仅 作出 这 是 一 个 
在 零 测度 集 的 子 集 与 可 测 函 数 不 同 的 函数 的 结论 . 然而 若 关于 @ X 8 可 测 , 则 其 至 当 不 完 
备 (假定 了 可 积 ) 时 |f(z,y)dv(y) 关于 @ 可 测 . 但 这 个 结论 的 证 明 惊人 地 复杂 ,其 证 明 可 参见 
Halmos[5], 第 143 页 . 


习题 中 的 例子 表明 我 们 不 能 省 略 富 比 尼 定理 中 f 的 可 积 性 的 假设 或 在 拓 内 利 定理 中 省 略 6 
有 限 和 非 负 的 假设 . 习题 26 表明 f 的 可 测 性 在 这 些 定理 中 起 着 必 不 可 少 的 作用 ; 若 省 略 这 个 假 


设 , 甚 至 对 于 有 界 函 数 和 有 限 测度 ,我 们 可 以 有 累 次 积分 | [ | fdo ]dy 和 [Jzax]ae 的 良 定义 但 不 
相等 . 


19. 令 X=Y 为 正 整 数 集 ，@ 二 3 二 了 P(X)， 且 令 v=jp 为 如 下 定义 的 测度 : 若 下 有限， 设 A(E) 
为 等 于 巨 的 点 的 数目 ; 若 王 无 限 则 设 /(E) 等 于 cc. (这 个 测度 称 为 计数 测度 . ) 对 这 种 情形 
显 式 地 叙述 富 比 尼 和 托 内 利 定理 . 

20. 令 (X，G@ ， 门 为 任意 有 限 测 度 空间 ，Y 为 正 整 数 集 , v 为 计数 测度 (习题 19)， 那么 定理 
20 和 系 11. 14 叙述 的 是 相同 的 结论 ， 然而， 系 11. 14 是 正确 的 即使 y 不 是 有 限 ， 因此 车 
(Y，3， 切 是 这 个 特殊 的 测度 空间 ， 则 没有 e 有限 托 内 利 定理 成 立 . 

21. 令 久 了 一 [0，1]， 且 令 一 v 为 勒 贝 格 测度 ， 证 明 XXY 中 的 每 个 开 集 是 可 测 的 ， 且 因 此 
XXY 的 每 个 博 雷 尔 集 是 可 测 的 . 

22. 令 户 和 8g 分 别 为 X 和 了 上 的 可 积 函 数 ， 定 义 f(z，y) 一 h(z)g(y),， 那么 f 在 XXY 上 可 
积 且 


[fax = | au| sa 
(注意 : 我 们 不 必 假设 /与 是 c 有限.) 
23. 证 明 若 我 们 仅 假 设 {(x，y): f(x， y) 关 0} 是 oc 有限 测度 的 集合 而 不 假设 py 与 是 有 限 ， 


则 拓 内 利 定理 仍 成 立 . 
24. 以 下 例子 表明 我 们 不 能 去 掉 托 内 利 定理 中 f 为 非 负 或 富 比 尼 定 理 中 /为 可 积 的 假设 ， 令 
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25. 


CT 


26. 


> 


27. 


28. 


29. 


30, 


X=Y 为 正 整数 且 4 二 wv 为 计数 测度 . 令 


2 一 2 车 X= 二 yy 
f(x,y) -te 若 z = 二 y 十 1 
0 其 他 情况 . 
以 下 例子 表明 我 们 不 能 去 掉 富 比 尼 定 理 中 f 为 可 积 或 托 内 利 定理 中 jy 与 v 是 c 有 限 的 假设 : 
邻 久 =Y 为 区 间 [0，1]， 其 中 @= 3 为 博 雷 尔 集 类 ， 令 p 为 勤 贝 格 测度 ，" 为 计数 测度 ， 那 
么 对 角 线 A= ({(z， 办 EXXY: zx 一 分 可 测 (事实 上 是 一 个 Re)， 但 它 的 特征 函数 不 满足 富 
比 尼 定理 和 托 内 利 定理 的 条 件 Gi) 的 任何 等 式 . 


以 下 例子 表明 即使 我 们 假设 户 和 了 :可 测 且 |f(z,29doy) 和 | f(xy)dp(z) 可 积 我 们 也 不 


能 省 略 掉 富 比 尼 定 理 和 托 内 利 定理 中 f 关 于 积 测度 可 测 的 假设 . 令 苹 二 了 为 小 于 或 等 于 第 一 
不 可 数 序数 集 0 的 序数 集合 , 令 @ 二 3 为 由 所 有 可 数 集 和 它们 的 补 集 组 成 的 cc 代数. 若 瑟 可 
数 令 uE = 0, 否 则 若 忆 不 可 数 令 pE = 一 1 来 定义 1 一 站 定义 XXY 的 子 集 S 为 S 一 1(z,y)?: 
过 小 ,那么 对 每 个 + 和 y,S; 和 S, 可 测 ,但 车 是 S 的 特征 函数 我 们 有 


|{ /eas ydece) Javcy) 天 | 人 [eespazco ja 


车 我 们 有 连续 统 假设 ， 即 X 可 与 [0， 1 一 一 对 应 ， 则 我 们 取 了 为 单位 正方 形 上 的 函数 使 得 
fs; 和 7 都 有 界 且 对 每 个 x 和 > 可 测 但 富 比 尼 定 理 和 托 内 利 定理 的 结论 不 成 立 . 
证 明 若 (X，Q@, pj) 和 (Y，B， v) 是 两 个 o。 有 限 测度 空间 ， 则 xXv 是 @ XB 上 赋予 每 个 可 测 
矩形 AX 好 值 wAznB 的 仅 有 的 测度 . 证 明 若 没有 o 有 限 ， 则 具有 这 个 性 质 的 @X23 上 的 测度 
不 必 惟 一 ， 
a. 证 明 若 EE Q@XB， 则 对 于 每 个 Xx，E,€ B. 
b. 若 f 关 于 @XB3 可 测 ， 则 对 于 每 个 xz，f: 关 于 3 可 测 . 
令 久 =Y 二 R 且 令 y 二 v 为 勒 贝 格 测度 ， 那么 xXv 是 XXY 二 R* 上 的 二 维 勒 贝 格 测度 . 我 们 
常 将 d(uXX 写 为 dzdy. 
a. 对 于 有 的 每 个 可 测 子 集 王 ， 令 
(CE) 一 (zy):z 一 y GE E}. 
证 明 olE) 是 Rz 的 可 测 子 集 . [提示 : 首先 考虑 巨 为 开 ， 巨 是 一 个 Ce， EE 为 零 测度 集 ，E 
可 测 的 情形 . ] 
b. 车 是 R 上 的 可 测 函 数 ， 则 由 F(x， y) 二 f(z 一 y) 定 义 的 函数 下 是 R 上 的 可 测 函 数 . 
c. 若 上 和 8 是 及 上 的 可 积 函 数 ， 则 对 于 几乎 所 有 的 zz 由 gly) 二 f(x 一 y)g(y) 定 义 的 前 数 
p 可 积 . 若 将 它 的 积分 记 为 hCx)， 则 可 积 且 


fasfisilial. 
令 f 和 g 为 L!'( 一 02,00) 内 的 函数 , 且 定 义 /xg 为 由 h(y) = |f(y 一 zx)g(z)dz 定义 的 机 


数 下 . 
a. 证 明 A* 8 一 8< f/f. 
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b. 证 明 (fxg)xh 二 fx (gxh). 
c. 对 于 f € ,定义 了 为 1(s) 二 |e* f(2)di, 那 么 了 是 有 界 复 函 数 且 
-~~ 
fxg = fg. 
31. 令 为 (一 oOo，co) 上 的 非 负 可 积 函 数 ， 且 令 mw 为 R?* 上 的 二 维 勒 贝 格 测度 ， 那 么 
ma{(x ORYy Sf) = mt{ x,y) :0 < y < fz)) = | readr 
令 g(t) 二 m(z: f(z) 之 t} ， 那 么 9 是 递减 函数 且 
| ga = | Feodz 


32. 车 (CX;，Q@;，p))?_!1 是 测度 空间 的 有 限 艇 ,我 们 可 以 如 下 构造 空间 X; X… XX 上 的 积 测 
度 ji XX …Xpn: 从 形 如 R= 二 AiX… XA 的 矩形 的 半 代 数 和 jCR) 一 ILjyi A; 开 始 ， 并 运用 卡 
拉 泰 奥 多 里 延 拓 程序 ， 证 明 若 将 CX X… XX,) X (Xp+ri XX… XX,) 等 同 于 CXi X… XX,)， 
则 Ga Xe Xp X Cpr Xe Xp =p XX Xp 

33. 满足 X= 二 1 的 测度 常常 称 为 概率 测度 ， 令 {(X,，@&， Am)} 为 概率 测度 空间 簇 ， 证 明 我 们 


能 够 在 空间 义 X,\ 上 的 一 个 适当 的 se 代数 上 定义 一 个 概率 测度 


人 一 ll 
使 得 当 A= 儿 A, 时 

pA= HA 
(注意 若 除 可 数 个 A, 外 有 pA 二 1， 则 pA 仅 能 非 零 ). 


12.5 积分 算 子 


本 节 我 们 研究 某 类 积分 算 子 ， 该 类 算 子 定义 了 从 L'(v) 到 LO 的 线性 变换 ， 令 字母 总，94 
和 7 代表 扩充 实数 1 和 pcoe ， 以 此 类 推 ， 用 p' 表示 共 思 指 数 p/(p 一 1) 使 得 1/p 十 1/p* 一 | 
我 们 将 分 别 用 wx，8 和 7 表示 1/p，1/q 和 1/r， 因 此 a* 二 1 一 a. 
函数 . 我们 定义 
Me = sup|| kz)kGz,ygCdd XxX») 
有 和 g 遍历 L(y) 和 LCv) 中 范 数 至 多 为 1 的 所 有 函数 ， 其 中 y==1/r 且 B6= 二 1/q， 由 于 k 宇 0， 因 
此 仅 需 考 虚 非 负 的 Ah 和 g. 若 M»g 三 吕 ， 我 们 说 是 协 变型 (r+，g) 的 积分 核 ， 且 称 My 为 它 的 
协 变 范 数 ， 我 们 也 说 是 算 子 型 (p，9g) 的 积分 核 ， 其 中 p= 二 xr*. 我 们 写作 
Me 一 Md,p 一 | k | prq* 
协 变 型 的 概念 中 可 认为 上 定义 L"(p) 的 元 素 和 Lr(v) 的 元 素 之 间 的 双 线 性 形式 
[hk,g| = Jnr yey) dy x wv) 
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其 中 M; 是 双 线 性 形式 的 范 数 ， 以 下 命题 给 出 了 这 个 关系 的 算 子 版 本 . 
21. 命题 令 为 XXY 上 协 变 型 (p" ，g) 的 非 负 可 测 函 数 且 gELr(v)， 那 么 对 于 几乎 所 
有 zxE 义 ， 积 分 
f(z) = [4Cz,y8 Cyd 
存在 ， 且 函数 有 属于 L?() 满 足 
| f | ， 二 Moi,14 | & | .. 
证 明 由 于 /是 * 有限， 因此 存在 一 个 函数 hE Lz… (Go) 使 得 h(x) 之 0 处 处 成 立 ， 由 于 


[acnkcrsy) | gy | dx Malhl,. sl < 


XXY 


根据 托 内 利 定理 我 们 看 到 对 于 几乎 所 有 XEX 
[hazy) | gCy) | dv = hcz)| ky) | gCy) | du 


因此 对 于 几乎 所 有 zx，f(x) 存 在 . 令 h 为 L* (站 中 的 任意 函数 ， 那 么 根据 富 比 尼 定 理 
| | ha FCz) | du = | | hCrkCr, WgCy) | dp Xo), 


XXY 


这 是 由 于 | hkg | 可 积 ， 相 应 地 ,hf 可 积 且 
(Jarax|< Mea hls. Nel 
根据 引 理 7. 27 我 们 有 fEL? 上 且 


1 fl < Mel gl,. | 
这 个 命题 表明 我 们 已 经 定义 了 线性 算 子 T， 二 (一 L?(D) 为 取 Tg 一 f， 其 中 


f(x) = | kes 8 do 


进一步 ， 可 证 明 算 子 工 的 范 数 | 工 | 为 Mg 二 站 有 | 

更 一 般 地 ， 对 于 一 个 XXY 上 的 可 测 函数 &Cz，?y)， 若 1& | 是 算 子 型 (，97 的 我 们 称 
为 绝对 算 子 型 (p，g) 的 积分 算 子 . 对 于 这 样 的 核 该 命题 可 重 述 为 : 

22, 系 邻 k(x， 四) 为 XY 上 绝对 算 子 型 (p，g) 的 可 测 函 数 且 gE1Lr(v)， 那 么 对 于 几 笠 
所 有 rEX 积 分 


fr) = [ks 8 do 


硼 在 ， 且 喇 数 属于 L*(j) 满 足 
| fl | | k | | ,,, | gl,. 
以 下 有 用 的 定理 归功 于 M， 里 斯 . 
23. 定理 邻 为 了 XY 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 且 设 
M;, = sup 外 (zx)k(r,y)g(y) dlp Xv), 


XXY 


其 中 /和 gg 分 别 遍 历 L'(j) 和 L'(v) 的 单位 球 ， 那 么 函数 logM;g 在 正方 形 0<Y<1， 0<BE<1 
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上 是 7 和 有 的 西 函 数 ， 
证 明 ”我 们 必须 证 明 若 02 夺 1，7Y=A71 十 (1 一 A)7Y;， 且 8= 8 十 (1 一 1)8 ， 则 
Me < Mi a YM a) 7. 
令 h 和 g 为 L'(p) 和 1r(v) 的 单位 球 内 的 任意 非 负 函 数 ， 设 
hi 一 hn"? ,hs = hg = gah,gs 一 SA， 
那么 hh，h;，gi 和 gg 分 别 在 LCG),， L(y)，L"(v) 和 LL% (Vv) 的 单位 球 内 ， 对 = 二 1/X 和 wx 二 
1/(1 一 和 ) 运 用 赫 尔 德 不 等 式 也 有 


|jme= | 上 pe hags) 


< [es] [ee 


因此 
jms < Co 有 > CM;, ,2 ) 一 
在 hh 和 g 上 取 上 确 界 便 得 到 结果 . 本 
24. 系 在 正方 形 0 过 a 过 1，0 志 8B<1 上 画 数 log M. ,是 w 和 有 的 西 函 数 . 
证 明 我们 有 Mo 一 Mi op. | | 


先前 里 斯 的 定理 要 求 非 负 ， 一 个 也 归功 于 里 斯 的 更 深刻 的 定理 断言 对 混合 符号 (或 甚至 
复 值 ) 的 核 ， 相 应 积分 算 子 的 算 子 范 数 Ms 在 正方 形 0 二 a 志 1，0 志 B81 上 对 数 凸 ， 有 兴趣 的 读 
者 可 在 Dunford and Schwartz[4]，525 页 或 Hardy，Littlewood and PaelyaL19]，214 页 找到 
证 明 . 

当 (X，@, /一 (Y，B, 0) 一 (R*"， 员 ,mm) 时 ， 其 中 mm 是 勒 贝 格 测度 ， 通过 对 于 某 个 &E 
LCm) 取 k(t，y) 一 k(x 一 y) 我 们 得 到 一 类 特殊 的 积分 算 子 ， 这 样 的 算 子 称 为 卷 积 算 子 . 容易 
证 明 在 这 种 情形 中 上 是 协 变型 (1，r” ) 和 (xr" ，1)， 从 命题 21 得 到 对 于 0 委 ) 委 1 当 

1 1—A 1 A 
pl gr 
时 也 是 协 变 型 (p，g)， 这 给 出 以 下 命题 . 

25. 命题 令 g， hh 和 kk 分别 为 R* 上 的 函数 类 L"，L* 和 上 ' 的 函数 ， 其 中 1/p 十 1/q 二 1/r 二 

2， 那 么 


|f ian —yey drdy < ll ll lel 
及 22 


26. 命题 令 gEF9 且 REL ， 其 中 17/9q 十 1/r>>1， 那么 函数 
f(r) 一 | ecz 一 gdy 


对 几乎 所 有 工 有 定义 且 
i fl < l,l g ll,, 
其 中 


141 
gq rr 
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习题 

34. 证 明 对 于 命题 21 定义 的 算 子 我们 有 Ti 一 M..。 

35. 证 明 系 22. 

36. 证 明 命题 25. 

37. 证 明 命题 26. 

38. 令 g, 和 上 为 R" 上 的 函数 类 L:，L* 和 LL" 的 函数 ， 其 中 1/p 十 1/g 十 1/r 夺 2， 那 么 在 R "上 
h(xz)k(zx 一 y)el(y) 属 于 L*， 其 中 


“12.6 内 测度 


令 为 代数 @ 上 的 测度 且 j' 为 诱导 的 外 测度 ， 那 么 y* 世 可 被 认为 是 可 能 的 对 于 上 与 py 一 
致 的 最 大 测度 ， 我 们 也 可 以 定义 内 测度 kw, ， 它 赋予 给 定 的 互 以 与 A 一致 的 最 小 测度 : 

定义 邻 为 代数 Q@ 上 的 测度 且 j" 为 诱导 的 外 测度 ， 我 们 定义 由 j 凡 诱导 的 内 测度 J 为 

Ap 下 一 supLpA 一 上 (CA 一 E)], 

其 中 上 确 界 对 于 所 有 满足 uy" (A 一 忆 ) 过 oo 的 集合 AEQ@ 取 . 

内 测度 在 历史 上 是 很 重要 的 ， 因 为 一 个 集合 的 可 测 性 最 初 由 内 外 测度 刻画 ， 历 史上 内 测度 
最 初 对 R 的 有 界 子 集 定义 ， 对 这 样 的 子 集 以 上 定义 等 价 于 历史 上 的 

uxE= 1(D— p(T ~ E), 

其 中 工 是 包含 下 的 有 限 区 间 ( 见 引 理 29)、 于 是 一 个 有 界 集 瑟 定 义 为 可 测 的 ， 若 4， 王 二 六 三， 
且 无 界 集 的 可 测 性 根据 它们 与 有 限 区 间 的 交集 来 定义 ， 即 使 在 有 界 集 的 情形 这 个 程序 也 比 我 们 
本 章 所 采用 的 卡拉 素 奥 多 里 的 优美 方法 繁琐 多 了 . 除 有 重要 的 历史 意义 外 ， 对 于 从 代数 @ 延 拓 
到 包含 @ 和 一 个 给 定 集合 E( 其 不 必 可 测 ) 的 代数 与 对 于 确定 延 拓 y 到 包含 G 的 a 代数 的 自由 度 ， 
内 测度 都 是 有 用 的 ， 本 节 将 讨论 内 测度 并 建立 内 测度 的 基本 性 质 . ， 

27. 引 理 我 人 有 jp, Ey*E. 若 EEQ@, 则 py E=pE. 

证 明 由 于 

pA Zp ANETp’ ANE), 
我 们 有 
Ap (ANE)S (ANBE) EE. 

因此 , jy， E<y*E 

车 EE @， 在 jy 的 定义 中 取 A=E, 则 jy， E 之 xE=p* 上 上 . | 

28. 引 理 若 ECF, 则 py Ep. 下. 

证 明 若 p* (4~E)<oo， 则 py' (4A~ 相 之 oo， 因而 

uF-p (A~ DA (A~E). 

对 于 所 有 满足 六 (A~E) 二 oo 的 AEQ@ 取 上 确 界 ,我们 有 jy、 FF 之 px. EE. [| 

使 用 内 测度 的 定义 的 困难 之 一 是 我 们 必须 对 满足 "(A~E) 达 oo 的 所 有 A 取 pAp" (A~E) 
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的 上 确 界 . 下 一 个 引 理 表明 该 表达 式 在 A 中 是 单调 的 ， 因 而 这 使 我 们 更 易于 计算 yy. E. 

29. 引 理 令 A 和 B 为 @ 中 满足 Jj" (A~E)<<o0 与 jv*(B~ 忆 <<oo 的 两 个 集合 。 若 ACB， 我 们 
有 A 一 "(A~ 轧 才 nB 一 j*(B~ 钙 ， 若 也 有 ECA， 则 我 们 有 等 式 ， 因 此 jE 一 yA 一 jy* (A~ 忆 ). 

证 明 由 于 B~EC(B~ A)U(A~ EF),， 因此 有 pj*(B ~E)<y(B~A)+p* (A~ E). 
若 ECA， 则 这 个 并 集 是 一 个 不 相交 的 并 集 且 B~A 的 可 测 性 给 出 等 式 ， 由 于 jyB 一 yA 十 uC(B~A)， 
因此 车 ECA， 我们 有 

LB—p’'(B~E)>pA—p' (A~E) 

这 个 引 理 和 它 的 系 表明 ， 若 /是 一 个 有 限 测度 ， 那 么 pw。 EE 一 yX 一 u* EE， 在 这 种 情形 下 ， 内 测度 
理论 和 性 质 的 建立 相对 直接 ， 本 节 处 理 内 测度 的 复杂 之 处 在 于 有 运用 于 非 < 有 限 测 度 的 概念 国 

30. 系 若 AEQ, 则 pA=p, (AnZE) 十 pw (ANE). 

证 明 ”如果 py" (4mmE)= 二 2， 那么 A 二 无 需 证 明 . 否则 , 设 F=ANE, 那么 A 一 上 一 
ANE, 且 j, F=pA 一 y" (ANME)， 这 是 由 于 FCA 且 py* (A~ 让 <0. 国 

31. 引 理 令 也 为 jp 可 测 集 满足 ij 有 B<co， 那 么 pv 了 一 人 了 呈 . 

证 明 由 于 /B<co， 因 此 给 定 s>0， 存 在 4AEGC@ 满 足 p (B~A)<e( 习 题 7)， 由 于 A 可 
测 ， 因 此 

un”B=p*(ANB + (BNA) 


ux" (ANMNB)>y’*B—e. 
现在 
ur BA mp (ANB)= pA B), 
这 是 由 于 B 可 测 . 因 此 
x" Bx.B>B-—e, 


令 6->0 得 到 引 理 . 国 


命题 6 叙述 的 是 每 个 具有 有 限 外 测度 的 集合 包含 于 具有 相同 外 测度 的 Gs， 以 下 命题 是 命 
题 6 关于 内 测度 的 类 比 . 

32. 命题 “ 令 已 为 满足 ii。 已 <<oo 的 集合 ， 那 么 存在 一 个 集合 HE Gs 使 得 HCE 且 pH 一 
px* E. 

证 明 令 A, 为 @ 中 满足 yy" (4A, 一 EE) 二 oo 的 集合 使 得 pA, 一 py* (4 一 下 )>Ap, 下 一 1 根 
据 命题 6， 存 在 G, € @w 使 得 G, 汪 A, ~ 及 JG, 一 jp" (A,~~E). 令 五 .一 4 人 .一 C， 那 么 H,€ 
Qw 且 H,CE， 此 外 ， ZH, 一 yA, 一 L2G, 之 pk. E 一 1/n， 因 此 若 我 们 取 厅 = UH, 则 命题 得 证 ， 。 国 

33. 系 车 wp, 下 <co， 则 

ps E=sup{yB: BCE, B 可 测 ， 且 jpB<oo). 

34. 命题 假定 jy'F< 过 co， 那么 玉 可 测 当 且 仅 当 j， Ey" 上 上 . 

证 明 假设 ww, E=p" EF 二 ce， 那么 命题 6 和 32 给 出 可 测 集 G 和 FH 满足 GCECH 与 
ZZ 日 = 二 KG， 因 此 EE 与 可 测 集 仅 在 一 个 零 测度 集 不 同 ， 因此 是 可 测 的 . 逆 陈 述 正 是 引 理 31.， 和 国 

35. 定理 令 已 和 下 为 不 相交 的 集合 ， 那 么 
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ur Etpy. FE (EUPRDSp Et FE (EUFRSp Et+pF. 
证 明 车 jy. EF 或 py, 下 无 限 ， 则 第 一 个 不 等 式 由 jy. 的 单调 性 得 到 . 若 nr, EE 和 jp, 下 都 是 
有 限 的 ， 则 令 G 和 日 为 满足 GCE 有 生日 CF 的 可 测 集 使 得 jG 二 yy. EE 及 jy 晶 =py. F， 那 么 GU 
瑟 是 包含 于 EUF 的 具有 有 限 外 测度 的 可 测 集 ， 因此 320 
ux (EUS4. GU BDI) 一 ACGU H) 
= pyG + pH 
= px Ep F, 
证 明了 第 一 个 不 等 式 . 
车 jy' 下 =co， 则 第 二 个 不 等 式 是 平凡 的 .车 wp" F<co， 则 令 A 属于 @ 满 足 wp (A~(EU 
F)) 二 co， 由 于 A~ECLA~(EUF)]UF, 我 们 有 
px (A~ ECA A~ EU)+p'FR. 
因此 jp" (A~F) 过 co, 且 
uA—pu’ (A~ (EU FYEpA—p (A~ EtuF 
pr:Etpy’ Fk. 
对 A 取 上 确 界 ， 我 们 得 到 
Lx (EU F) 1 E+ FF. 
为 证 明 第 三 个 不 等 式 ， 我 们 选取 满足 xG 一 yx 五 的 可 测 集 GCE， 那 么 G 的 可 测 性 蕴涵 
ur Etpx’F=pyG+r*F 
~ p"(GUF) 
pu CEUEF). 
最 后 一 个 不 等 式 正 是 外 测度 的 次 加 性 . 轩 
36. 系 车 ( 瓦 :是 不 相交 的 集合 序列 ， 则 


Yn.E <u.(U E). 
证 明 设 E=UE， 反复 使 用 定理 35 的 第 一 个 不 等 式 ， 我 们 得 到 
Pu.E<n.(U E) 
prE. 
令 4 趋 于 co 则 得 到 系 . 本 
以 下 引 理 表达 了 4. 在 @ 内 由 不 相交 集合 序列 给 出 的 分 解 上 的 加 性 ， 相 应 的 结果 对 外 测度 


也 成 立即 使 仅 假定 A; 可 测 ( 见 习题 2 和 46e). 
37. 引 理 令 (A;) 为 属于 @ 的 不 相交 集合 序列 ， 那 么 


jp (E nU 4 = Du ENA). 


证 明 ”由 于 可 以 用 下 A 代替 忆 , 我 们 可 以 假定 EC A, 一 C. 令 BE @ 满 
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mp (B ~ EE) 一 .由 于 C 是 pu* 可 测 , 因 此 
xB=pu (BNO+ BNO) 
且 由 于 CC 六， 因而 
j (BNE)=y*(BNCNE+ (BNENCG) 
=y* (BNCNE)+A BNO, 
因此 jy* (BNC) 所 pu* (BNnEE) 二 co， 因而 根据 习题 2 
nuB—p’ (B~E)=p* (BNO)—y* (BNENMO) 
=Dp(AiNB)—yp" (BNENC). 
因此 
HpB 一 上 (B~E)<Ey. (CA 站 已 ). 
对 B 取 上 确 界 给 出 
4 EZ (AMNE). 
相反 的 不 等 式 由 系 36 得 到 . 调 
38. 定理 邻 j 为 XX 的 子 集 的 代数 @ 上 的 测度 且 忆 是 XX 的 任意 子 集 . 若 B 是 由 Q@ 和 玉生 成 
的 代数 和 且 户 是 jy 到 的 任意 延 拓 ， 那 么 
uw:E<AE<y’E. 
此 外 ， 存 在 j 到 B 的 延 拓 ( 因 此 也 是 到 由 PB 生 成 的 ogo 代数 )j 和 jy 使 得 jE 一 pj" E py E=j. E. 
证 明 车 (A4;) 是 G@ 的 任意 不 相交 集合 序列 满足 ECUA,， 则 E= U(CA 站 E)， 因 而 


ZE= OACANBE) < Dd. 
i=1 . i=1 


因此 ESp* EF. 


车 A 是 @ 的 任意 集 满足 4 (A~E)< 过 0, 则 有 CA~E)<p*' (A~E), 且 
Ap (A~E<A—AA~E)=A(ENA) 
- AE. 
因此 jy, EyE. 
3 内 的 集合 B 是 形 如 B 一 (ANE)U (A' 丫 E) 的 集合 ,其 中 A 和 A' 属 于 @， 这 是 由 于 所 有 
这 种 形式 的 集合 构成 的 集 入 是 包含 于 3 的 代数 且 包 含 @ 和 EF， 对 于 每 个 BE B 定 义 y 和 w 如 下 : 
B= BN E+p,. BNE) 
与 
nuB=p. (BNE)+p’ (BN E). 
那么 和 是 定义 在 3 上 单调 的 非 负 函 数 ， 根 据 系 30， 对 于 AE Q@ 有 pA 一 4A 二 yA.， 因 此 若 我 
们 能 证 明 赤 和 w 在 3 上 是 可 数 加 性 的 则 定理 得 证 .但 这 容易 从 习题 2 和 引 理 37 得 到 . 加 
习题 


39. a. 车 juX<oo0, 则 jp。E=jX 一 py* (E). 
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40. 
41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


b. 若 @ 是 代数 ， 则 


/五 一 inf{yA:ECA,A EC) 
且 


uxE= suptyA:ACE,AE GQ}. 
c. 车 是 R 上 的 勒 贝 格 测度 ， 则 jp, E=suptyF: FCE, 下 财 }. 
证 明定 理 38 的 测度 jy 和 jy 在 3 上 是 可 数 加 性 的 . 
令 为 代数 G 上 的 测度 ， 且 令 EE 为 x* 可 测 集 ， 证 明定 理 8 定义 的 测度 x 有 性 质 ， 对 于 所 有 
BEB, 1B=y* B. 因 此 4 在 B 上 与 由 卡拉 泰 奥 多 理 延 拓 过 程 给 出 的 测度 一 致 . 
令 巨 为 任意 集 ， 一 个 可 测 集 GCE 称 为 E 的 可 测 核 ， 若 np, (下 一 G) 一 0， 一 个 可 测 集 HDE 
称 为 EE 的 可 测 履 盖 ， 车 j. (H~E) 二 0. 
a. 证 明 瑟 的 任何 两 个 可 测 核 (或 覆盖 ) 仅 差 一 个 零 集 . 
b. 证 明 若 王 是 具有 uc 有 限 外 测度 的 集合 ， 则 三 有 一 个 可 测 核 和 一 个 可 测 覆 盖 . 
a. 令 卫 为 3.4 节 中 构造 的 不 可 测 集 合 ,证 明 w。 忆 一 0( 参 见习 题 3. 15)， 
b. 令 E=[0,，1]~P， 那么 jy*E=1， 且 车 A 门 [0，1] 是 一 个 可 测 集 ， 则 m* (A 站 E) 二 mE. 
c. 车 ACL[0，1] 是 一 个 可 测 集 ， 则 ANMmE 的 可 测 包 是 A. 
令 为 代数 @ 上 的 测度 且 E 是 一 个 满足 "EE<o0 的 集合 ， 若 8 是 满足 x.E 和 PSA 三 的 任 
何 实数 ， 则 存在 y 的 到 包含 @ 和 EE 的 o 代数 的 延 拓 挛 使 得 jE 二 pf. 
a. 车 4 是 代数 @Q 上 的 半 有 限 测度 且 B 是 包含 @ 的 最 小 o 代数 ， 则 4. 限制 于 3 是 半 有 限 测度 
且 是 六 到 3 的 最 小 延 拓 . 
b. 可 以 存在 多 于 一 个 六 到 3 的 半 有 限 延 拓 . 〈 例 如 ， 令 X=NU (tw} 且 @ 是 由 N 的 有 限 子 集 
生成 的 代数 ， 其 中 y 是 计数 测度 . ) | 
令 @ 为 及 的 半 开 区 间 的 有 限 并 集 的 代数 ， 令 uy 如 一 0， 且 对 A 了 0，pA 一 oo， 博 雷 尔 集 类 3B 
是 包含 @ 的 最 小 ec 代数 . 
a. 证 明 若 E 关 乡 ， 则 py* 下 一 c. 
pb. 证 明 若 E 不 包含 区 间 则 jy， EF=0， 而 车 EE 包含 一 个 区 间 则 ,EE=%%. 
c. py, 到 B 的 限制 不 是 一 个 测度 ， 因此 不 存在 六 到 3 的 最 小 延 拓 . 
d.， ?上 的 计数 测度 是 一 个 w 到 3 的 延 拓 . 
e. 证 明 若 我 们 用 “可 测 集 ” 代 替 “ 属 于 @ 的 集合 ” 则 引 理 37 不 再 正确 . 
若 心 不 是 正则 外 测度 ( 即 不 是 在 代数 上 的 测度 ) ， 则 我 们 不 能 通过 设 wp 下 一 A Xp (E) 
得 到 内 测度 的 合理 的 理论 ， 令 X= ta，5，c}， 且 设 ji X=2, py' 一 0,， 且 车 上 不 是 X 或 
好 则 六 E=1. 
a. 计算 六 . 
b. X 的 可 测 子 集 是 什么 ? 
c. 证 明 存 在 非 可 测 集 合 E 满 足 久 ,EF 王 jy* 上 上 . 
d 证 明定 理 35 的 第 一 与 第 三 个 不 等 式 不 成 立 . 
令 和 X=R: 且 @ 为 由 所 有 形 如 IT 一 (人 (7Z，27: a 二 y 志 5b} 的 垂直 区 间 的 不 相交 并 集 组 成 的 代数 ， 
令 uA 为 组 成 A 的 区 间 长 度 的 和 ， 那 么 六 是 一 个 &Q 上 的 测度 ， 令 下 一 人 人 7z，27?: 3 一 0}. 
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a. 证 明 j* FE=o0, ,FEF=0. 

证 明 下 的 每 个 子 集 是 一 个 @. 

c. 假定 不 存在 定义 在 @CR) 上 的 有 限 非 原子 的 测度 ， 证明 jy 到 o 代数 的 测度 的 每 个 延 拓 必 
须 赋予 E 以 值 0 或 cc. 


“12.7 零 测度 集 的 延 拓 


12. 2 节 的 结果 允许 我 们 把 代数 @ 上 的 测度 y 延 拓 到 包含 @ 的 o 代数 ，12. 6 节 的 结果 允许 把 
Q@ 延 拓 到 包含 @ 和 一 个 附加 集合 的 o 代数 .有 时 能 够 把 测度 延 拓 到 包含 @G 和 一 个 久 的 子 集 徐 锦 
的 oc 代数 且 该 延 拓 使 得 内 的 每 个 集合 有 零 测度 是 有 用 的 .这 个 延 拓 成 为 可 能 的 一 个 必要 条 件 
是 只 要 我 们 有 一 个 集 AE @ 使 得 ACME 珊 ， 那么 LUA=0. 这 个 条 件 一 般 不 是 充分 的 ， 但 若 我 
们 假定 跳 在 可 数 并 下 封闭 ， 则 这 个 条 件 是 充分 的 . 

39. 命题 令 / 为 X 的 子 集 的 o 代数 @ 上 的 测度 ， 且 令 豫 为 和 的 子 集 著 其 在 可 数 并 下 封闭 
且 具 有 性 质 ， 对 于 每 个 满足 ACME 虐 的 4AEG， 我 们 有 HA 一 0， 那 么 存在 了 到 包 舍 @ 和 距 的 
最 小 o 代数 3 的 延 拓 风 使 得 对 于 每 个 ME ,pM 二 0. 

证 明 由 于 作为 钢 中 的 集合 的 子 集 的 集 艇 满足 哎 的 假设 ， 我 们 可 以 假定 每 个 跑 中 的 集合 

555| ”的 子 集 本 身 属 于 蚁 ， 有 了 这 个 假设 ， 集 簇 3={B: B 一 AAM，AE @，ME Mm) 是 一 个 包含 @ 和 
Mm 的 o 代数， 且 由 于 每 个 包含 @ 和 听 的 o 代数 包 含 8， 因 此 3B 是 一 个 包含 @ 和 饭 的 最 小 o 代数 . 

若 B=AIAM 一 AsAM;， 则 AiAAhs 一 MiAM;， 因 而 y(AiAAz) 二 0， 因 此 pA1 王 yAs， 且 若 我 
们 定义 2B 为 xA;， 则 是 8 上 的 良 定义 且 是 py 的 一 个 延 拓 ， 剩 下 的 仅 需 证 明 / 是 可 数 加 性 的 . 

令 B-=UB,，B,nB,= gf. 车 B=AiAM;, 则 AiAAjE mM. 设 As=A, 站 A1 门 … 门 A,-1， 
我 人 有 A 由 A 二， 且 A,AA'E mM， 因此 B: 一 A1AM!, 且 B= 二 AAM, 其 中 A=UAh', MCU 
M’， 因 此 B=yA= DpA'= Dp Bi. | | 

我 们 观察 到 对 于 每 个 满足 ACM 的 AEQ@，uA 一 0 的 条 件 仅仅 说 的 是 x. M 一 0， 因此 命题 
说 的 是 我 们 能 够 把 y 的 定义 域 延 拓 为 包含 任何 内 测度 为 零 的 集 焦 又 ， 假 定 跑 在 可 数 并 封闭 的 
话 ， 注 意 到 在 由 @ 和 r 生 成 的 代数 上 我 们 有 =: ， 因 此 这 个 命题 给 出 完备 化 过 程 的 推广 ， 
该 过 程 通 过 添加 外 测度 为 零 的 集合 将 一 个 测度 的 定义 域 延 拓 . 

49. 令 @ 为 上 的 a 代数 ， 听 是 的 子 集 秘 ， 在 可 数 并 下 闭 且 具有 性 质 ，m 内 的 集合 的 每 个 

子 集 属于 mM. 证 明 集 簇 


sa 


B={B:B= AAM,AEQ,ME mM) 
是 一 个 o 代数 . 
50. 证 明 车 @ 仅 是 一 个 集 代数 ， 则 命题 39 不 一 定 成 立 . 
12.8 卡拉 泰 奥 多 里 外 测度 


令 义 为 点 集 且 是 其 上 的 实 值 函 数 集 ， 一 个 有 趣 的 问题 是 在 何 条 件 下 外 测度 w” 具有 性 
[326] 质 ， 每 个 属于 工 的 函数 可 测 ， 本 节 的 目标 就 是 证 明 该 性 质 成 立 的 一 个 充分 性 准则 . 
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两 个 集合 可 被 函数 p 分 离 若 存在 数 a 和 避 满足 & 之 使 得 yp 在 一 个 集合 上 比 a 大 而 在 另 一 
个 集合 上 比 5 小 ， 外 测度 六 称 为 关于 丁 的 卡拉 泰 奥 多 里 外 测度 ， 若 它 满足 以 下 公理 : 
iv. 著 A 和 悍 是 两 个 可 被 内 的 某 个 函数 分 离 的 集合 ， 则 py" (AUB) 二 pj* A+p*B 
40, 命题 若 j" 为 关于 厂 的 卡拉 泰 奥 多 里 外 测度 ， 则 栈 内 的 每 个 函数 J" 可 测 . 
证 明 ”给 定 实数 a 和 函数 PE 了 PP， 我 们 必须 证 明 集 合 
= {zx:9(7x) > a} 
是 y' 可 测 ， 或 等 价 地 ， 给 定 任意 集合 A， 有 
x Ap CANBE + NB. 
由 于 当 y* A 一 oo 时 ， 这 个 不 等 式 是 平凡 的 ， 因 此 我 们 假定 y* A 二 ~. 
首先 设 B=E 几 NA, C=ENA, 县 
B, = (z:(r € B) & (9pCz) >a+ 二 外 


定义 R, = B,~B,-i 9 我 们 有 
B= B,U | U a | 
k=n+l 


现在 在 B， :上 我 们 有 pg 之 a 十 1/(n 一 2)， 而 在 R, 上 我 们 有 gpg 所 a 十 1/(n 一 1) ， 因 此 g 分 离 


R, 和 B。, 且 因此 分 离 Ru 和 Rs ， 这 是 由 于 后 一 集合 包含 于 Bu-*。 因 此 根据 归纳 ， 


“|U Ry |= Ra pp” IU ro | 
由 于 


我 们 有 


因而 级 数 yp Rs 收敛 . 类似 地 ,级 数 


PD Rs 
收敛 ， 因 此 级 数 
PR. 
也 收 化 
从 这 里 可 得 到 ， 给 定 e>0， 我 们 可 以 选取 ”充分 大 使 得 
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DR << es. 
=n 
那么 根据 六 的 次 加 性 ， 
4 BL’B, 十 >， RR, 
k=nt1 
<p’B,+te 
或 
4"B.>x"B—e. 
现在 


1’ A> 1’ (B, U O) 
一 上 B. 十 px C 
这 是 由 于 p 分 离 B. 和 C. 因此 ， 
px"*A>u*B+uC—e. 
由 于 是 任意 正 量 ， 因 此 
uA>u'B+p'C. 图 
41. 命题 令 (X，p) 为 度量 空间 ， 且 令 号 为 X 上 的 外 测度 具有 性 质 : 只 要 p(A， 刀 ) 二 0 
就 有 Ap" (AUB) 一 y* A 十 jp" B， 那 么 每 个 闭 集 (因此 每 个 博 雷 尔 集 ) 关 于 Ap" 可 测 . 
若 度量 空间 X 的 子 集 上 的 外 测度 jy* 满足 性 质 ， 只 要 o(4A，B)>>0 就 有 py* (AUB)= 
4" 和 A 十 ju" B， 则 称 为 对 X 的 卡拉 泰 奥 多 里 外 测度 或 度量 外 测度 . 
习题 
51. 证 明 命 题 41，[ 令 丁 为 形 如 g(x)= 二 p(x，E) 的 函数 p 的 集合 . 证 明 “关于 了 满足 (iv)， 且 
注意 到 对 于 一 个 闭 集 下 我 们 有 下 一 (z: p(xz,，F)<0).] 


12.9 豪 斯 多 夫 测 度 


谈 到 度量 空间 X 上 的 博 雷 尔 测度 ， 我 们 指 的 是 定义 在 包含 X 内 的 博 雷 尔 集 的 o 代数 的 某 
个 o 代数 上 的 测度 .对 于 每 个 正 实数 "我们 定义 一 个 特殊 的 博 雷 尔 测度 m。， 称 为 上 的 v 维 
豪 斯 多 夫 测度 ， 这 些 测度 对 于 欧 几 里 得 空间 R*" 有 着 特殊 的 重要 性 ,但 他 们 的 理论 很 容易 推广 
到 任意 度量 空间 X. 

为 定义 m。， 我 们 取 e>0 且 设 


A® (E) = inf 3, 
其 中 (~:) 是 覆盖 巨 的 球 序列 (B;) 的 半径 且 一 <es， 观 察 到 当 s 递减 时 4 递增 ， 当 e->0 时 设 
mE 一 supA'” (E), 
那么 我 们 有 
mE= limas® (五 ). 
容易 证 明 m: 是 可 数 次 加 性 的 且 因 此 是 一 个 外 测度 车 玉 和 下 是 XX 的 两 个 子 集 满足 
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p( 正 ，F)>9， 则 只 要 s<8 就 有 
Me (EU F) ACE) 十 1 PF) 
这 是 因为 若 (B;) 是 覆盖 EUF 的 半径 小 于 e 的 球 序 列 ， 则 不 存在 同时 与 和 下 相交 的 球 ， 当 
se 一 0 时 取 极 限 ， 我 们 有 
ms (下 U Fm EimerF. 
因此 根据 命题 41，m。 诱导 一 个 X 上 的 博 雷 尔 测度 m。， 测度 m 称 为 豪 斯 多 夫 “ 维 测度 . 
习惯 上 通过 除 于 常数 


97 


来 规范 m,.， 因 此 吉 二 2， zz 二 x， ze 二 4x/3， 且 x 是 R" 的 单位 球 的 体积 ， 我们 称 这 个 测度 为 规 
范 的 豪 斯 多 夫 测 度 ， 在 R" 中 规范 的 豪 斯 多 夫 测 度 ,等 于 勒 贝 格 测度 . 
习题 
52. 证 明 / 是 可 数 次 加 性 的 . 
53. a 证 明 R" 的 豪 斯 多 夫 测度 办 是 平移 不 变 的 ; 即 若 F 王 ET+y， 巨 是 博 雷 尔 集 ， 则 m, 了 上 一 mo 下， 
b. 证 明 在 R* 中 测度 m, 在 欧 几 里 得 运动 (旋转 与 平移 ) 下 不 变 . 
54. 令 玉 为 [0，1] 在 R"( 或 一 个 度量 空间 ) 中 的 一 对 一 连续 像 ， 那 么 的 规范 的 一 维 豪 斯 多 夫 
测度 是 它 的 长 度 . 
55. 令 巨 为 菜 个 度量 空间 X 的 博 雷 尔 子 集 . 
a. 证 明 若 对 于 某 个 ac， 加 E 有 限 ， 则 对 于 所 有 满足 0<B<a 的 Bp，ms EE=0. 
b. 证 明 车 对 于 某 个 a。，m。 E>>0， 则 对 于 所 有 满足 B>a 的 8，me E 王 %%. 
c. 上 的 豪 斯 多 夫 维 数 定义 为 
dimmgsus E = inf{a:mE = co) 
或 
dimyswsE = sup{B:mgE = 0}. 
证 明 这 两 个 定义 是 相同 的 . 
d. 证 明康 托 尔 三 分 点 集 的 豪 斯 多 夫 维 数 是 log2/log3. [330] 


第 13 章 测度 与 拓扑 


我 们 常常 关注 当 集 合 X 也 是 拓扑 空间 时 其 上 的 测度 ， 很 自然 地 考虑 在 测度 上 施加 条 件 使 
得 它 可 与 拓扑 结构 联系 ， 看 来 有 两 类 拓扑 空间 可 给 出 合理 的 理论 ， 一 类 是 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 
间 ， 本 章 对 该 类 建立 理论 ， 另 一 类 是 完备 度量 空间 ， 第 15 章 讨 论 该 类 在 测度 理论 方面 的 一 些 


13.1 贝尔 集 与 博 雷 尔 集 


令 X 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 ， 从 积分 理论 的 观点 来 看 ，X 上 最 有 用 的 函数 族 是 由 在 X 的 紧 
子 集 外 消失 的 所 有 连续 实 值 函数 组 成 的 族 C.(X). 若 f 是 实 值 钞 数 ，f 的 支撑 是 集合 {x: f(x) 关 
0} 的 闭 包 ， 因 此 CCX) 是 X 上 的 所 有 具有 紧 支 撑 的 连续 实 值 函 数 类 ， 贝 尔 集 类 定义 为 使 得 
C.:(X) 的 每 个 函数 关于 3 可 测 的 X 的 子 集 的 最 小 o 代数 3 因此 3 是 一 个 由 集合 {z: f(x) 之 a) 
生成 的 c 代 数 ， 其 中 EC:(X).， 若 w>0， 则 这 些 集合 是 紧 C*， 根 据 命题 9. 15， 每 个 紧 Gs 是 
贝尔 集 ， 因 此 3 是 一 个 由 紧 Cs 生成 的 a 代数 . 

若 X 是 任意 拓扑 空间 ， 则 包含 闭 集 的 最 小 c 代数 称 为 博 需 尔 集 类 因此,， 若 X 局 部 紧 ， 
则 每 个 贝尔 集 是 博 雷 尔 集 ， 当 X 是 局 部 紧 可 分 度量 空间 时 反 过 来 也 成 立 ， 但 存在 紧 空 间 ， 在 
该 空间 中 博 雷 尔 集 类 比 贝尔 集 类 大 (习题 6). 

我 们 常常 将 X 上 的 贝尔 集 类 和 博 雷 尔 集 类 分 别 记 为 Ba(X) 和 BoCX). 

在 本 章 的 其 余部 分 我 们 始终 假定 X 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 . 

谈 到 和 上 的 员 尔 测度 ， 我 们 指 的 是 对 于 所 有 贝尔 集 定义 并 且 对 于 每 个 紧 贝 尔 集 有 限 的 测 
度 ， 由 于 我 们 倾向 于 关于 完备 测度 的 积分 ， 所 以 将 常常 处 理 这 样 一 种 测度 的 完备 化 ， 我 们 仍然 
称 它 为 贝尔 测度 ， 谈 到 博 雷 尔 测度 ， 我 们 指 的 是 定义 在 博 雷 尔 集 的 o 代数 上 的 测度 或 者 这 样 一 
种 测度 的 完备 化 .我 们 也 假定 本 章 考 虑 的 所 有 博 雷 尔 测度 在 紧 集 上 取 有 限 值 . 

局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 内 的 集合 已 称 为 (拓扑 ) 有 界 ， 若 已 包含 于 某 个 紧 集 ， 即 王 是 紧 的 . 
我 们 应 该 把 这 个 概念 与 度量 空间 的 (度量 ) 有 界 子 集 的 概念 区 分 开 来 . 对 于 R”" 的 子 集 这 两 个 概 
念 是 一 致 的 ， 更 一 般 地 讲 对 于 任何 度量 为 适当 的 度量 空间 这 两 个 概念 一 致 (见习 题 9. 31). 一 
个 集合 五 称 为 c 有 界 ， 若 它 是 可 数 有 界 集 艇 的 并 集 ， 回顾 一 个 集合 为 oc 紧 ， 若 它 是 可 数 紧 集 的 
并 集 ， 容易 看 出 一 个 集合 五 是 ec 有 界 当 且 仅 当 它 包 含 于 一 个 紧 集 . 

我 们 叙述 用 以 处 理 贝 尔 集 与 博 雷 尔 集 的 一 些 引 理 ， 它 们 中 许多 的 证 明 留 给 读者 . 

1. 引 理 令 KK 为 紧 集 ，O 〇 是 一 个 满足 KCO 的 开 集 ， 那 么 

KCUCHCDO, 

其 中 UU 是 o 紧 开 集 且 顾 是 一 个 紧 G。. 

2. 引 理 ”每 个 o 紧 开 集 是 可 数 紧 Gs 集 徐 的 并 集 ， 因 此 是 贝尔 集 ， 

3. 引 理 ”每 个 有 界 集 包 含 于 一 个 紧 G;， 每 个 o 有 界 集 巨 包含 于 一 个 o 紧 开 集 O， 若 玉 有 
界 ， 我 们 可 以 取 O 〇 为 紧 ， 
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4. 引 理 ” 令 中 为 集合 的 环 ， 且 令 内 二 {EE: 开 ER)， 那 么 或 者 由 一 只/ 或 者 只 门 凡 ' 一 0， 在 后 
一 种 情形 中 有 及 是 包含 及 的 最 小 代数 ， 若 只 是 oc 环 ， 则 风口 只 是 一 个 ca 代数 . 

这 个 引 理 本 质 上 是 习题 11. 9a， 为 运用 于 本 章 读者 应 该 研究 该 习题 的 内 容 . 

5. 引 理 车 玉 是 一 个 贝尔 集 ， 则 玉 或 忆 为 o 有 界 . 当 且 仅 当 X 是 c 紧 时 它们 都 是 c 有 界 . 

6. 引 理 cc 有 界 贝 尔 集 类 是 包含 紧 Gs 的 最 小 o 环 . 

7. 引 理 每 个 c 有 界 贝尔 集 是 可 数 不 相交 的 有 界 贝 尔 集 并 集 的 并 集 ， 

以 下 命题 给 出 了 一 个 将 关于 紧 空 间 的 贝尔 集 与 博 雷 尔 集 的 定理 运用 于 局 部 紧 空间 的 有 界外 
尔 集 与 博 雷 尔 集 的 有 用 方法 . 

8. 命题 令 下 为 XX 的 闭 子 集 ， 那 么 下 是 局 部 紧 这 斯 多 夫 空 间 ， 且 下 的 贝尔 集 是 那些 形 如 
BNMNF 的 集合 ， 其 中 BB 是 久 的 贝尔 集 . 因此 车 下 是 闭 的 贝尔 集 ， 则 下 上 的 贝尔 子 集 恰 好 是 区 的 
那些 包含 于 下 的 贝尔 子 集 ， 五 的 博 雷 尔 集 是 X 的 那些 包含 于 下 的 博 雷 尔 集 . 

证 明 今 @={E: E=BNF，BE Ba(X))}， 那么 @ 是 一 个 包括 所 有 包含 于 下 的 紧 G; 的 o 
代数 .因此 Ba(F)CQ@， 且 下 的 每 个 贝尔 集 形 如 BNF. 令 B3 一 {ECX; EFE BalF)}， 那 
么 B 是 一 个 go 代数 . 令 玉 为 X 内 的 紧 G，， 那 么 KNF 是 K 的 闭 子 集 ， 因 此 是 紧 的 ， 由 于 天 是 
X 内 的 紧 G;，K NF 是 下 内 的 紧 Gs， 因 此 KmnF 是正 的 紧 Gs， 因 而 它 属于 BaCF)， 从 而 
Bal(X)CB， 且 XX 的 每 个 贝尔 集 在 下 的 贝尔 集 与 五 相交 . 

若 下 是 X 的 闭 足 尔 子 集 ， 则 只 要 B 是 X 的 贝尔 子 集 ，B 人 NF 就 是 X 的 贝尔 子 集 ， 因 此 下 
的 每 个 贝尔 子 集 都 具有 这 种 形式 ， 另 一 方面 ， 对 于 X 的 每 个 贝尔 子 集 B 满足 BCCF， 我 们 有 
B= 二 BNF， 因 而 B 是 下 的 贝尔 子 集 . 

用 Bo 取代 3a， 且 利 用 下 是 博 雷 尔 集 这 一 事实 可 类 似 地 建立 关于 博 雷 尔 集 的 论断 . 图 

以 下 引 理 在 证 明 一 个 集合 是 博 雷 尔 集 时 是 有 用 的 . 

9. 引 理 邻 玉 为 XX 的 子 集 使 得 对 于 每 个 紧 集 K ，E 站 K 是 博 雷 尔 集 ， 那 么 下 是 博 雷 尔 集 . 

我 们 告诫 读 者 关于 贝尔 集 和 博 雷 尔 集 的 术语 没有 彻底 标准 化 ， 一 些 作者 取 贝 尔 集 类 为 使 得 
叉 上 的 所 有 连续 实 值 函 数 可 测 的 最 小 6 代数 Bcl(X)， 其 他 作者 则 限制 博 雷 尔 集 类 为 包含 紧 集 的 
最 小 so 代数 Bk(X)， 在 a 环 做 测度 论 的 作者 (例如 Halmos[5]) 常 常 取 贝 尔 集 为 包含 紧 Cs 集 的 
最 小 og 环 内 且 取 博 雷 尔 集 为 包含 紧 集 的 最 小 o 环 8， 在 阅读 论 及 贝尔 和 博 雷 尔 集 或 者 测度 的 著 
作 时 ， 和 仔细 检验 作者 所 指 的 贝尔 或 博 雷 尔 集 是 什么 是 很 有 必要 的 .一 个 给 定 的 命题 对 一 种 用 法 
是 正确 的 ， 而 对 另 一 种 用 法 则 是 错误 的 . 

以 下 公式 给 出 了 几 个 类 的 一 些 包 含 关系 : 

Be 
CA CS 
ROBa Bo 


CO 
Bk 


我 人 有 Ba 二 Bc 站 Bk， 且 Bo 是 包含 Bc 和 Bk 的 最 小 co 代数. o 环 只 恰好 是 so 有 界 贝 尔 集 的 o 
环 ， 且 8 是 c 有 界 博 雷 尔 集 类 . 若 久 紧 ( 或 o 紧 和 局 部 紧 )， 则 

R=Ba= Bc, 8 一 DBK 一 了 o. 
若 X 可 度量 化 (或 者 甚至 像 流 形 那样 可 局 部 度量 化 )， 则 有 
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及 一 8， Ba=Bk, Be= Bo. 


若 X 是 局 部 紧 可 分 度量 空间 ， 则 所 有 这 些 类 等 同 . 


这 里 我 们 所 采用 的 博 雷 尔 集 类 的 定义 是 最 有 用 和 最 方便 的 一 种 ， 它 被 广泛 使 用 且 对 于 度量 


空间 是 标准 的 ， 另 一 方面 ， 关 于 贝尔 集 的 定义 可 能 不 像 取 包 含 紧 G; 的 最 小 o 环 的 定义 那样 方 
便 . 我 们 之 所 以 没 这 么 做 是 因为 我 们 选择 在 c 代数 而 非 o 环 做 测度 论 ， 我 们 付出 的 代价 是 无 数 
关于 o 有 界 贝 尔 集 类 的 文献 不 便于 使 用 .不 仅 如 此 ， 贝 尔 测度 在 o。 有 和 界 贝尔 集 有 极 好 的 行为 . 
我 们 坚持 在 非 。 有 界 的 贝尔 集 上 定义 它们 造成 了 下 一 节 中 的 复杂 化 ， 这 样 的 集合 上 的 测度 没有 


1. 
2. 


令 X 为 可 分 的 局 部 紧 度 量 空间 ， 证明 贝尔 集 类 与 博 雷 尔 集 类 相同 . 

a. 证 明 引 理 1. 〈 见 命题 9. 15. ) 

. 证 明 引 理 2. 

证 明 引 理 3. 

证 明 引 理 5. 

b. 证 明 引 理 6. 

c. 证 明 引 理 7( 引 理 2 有 用 ). 

a. 令 X 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 ， 且 下 是 与 X 的 每 个 紧 子 集 的 交集 是 闭 的 集合 ， 那 么 下 是 
闭 的 . [提示 : 用 道 否 证 法 . ] 

b. 证 明 引 理 9. 


0 


9 


. 令 X 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 ， 且 令 Co(CX) 为 C.(X) 内 所 有 函数 的 一 致 极限 的 空间 . 


a. 证 明和 上 的 连续 实 值 函数 /属于 CCX) ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 >>0， 集 合 (rz:， | f(x) | 之 a) 
是 紧 的 . 

b. 令 义 * 为 义 的 单 点 紧 臻 化， 那么 Co《(X) 恰 好 由 CCX' ) 的 那些 在 co 趋 于 0 的 函数 限制 于 
组 成 . 

c 若 B 是 X* 中 的 贝尔 集 ， 则 BmX 是 X 中 的 贝尔 集 . 


. 令 X 为 具有 离散 拓扑 的 不 可 数 集 . 


a. Cu(CX) 和 C.(CX) 是 什么 ? 

b. X 中 的 贝尔 集 是 什么 ? 

c. 令 义 * 为 义 的 单 点 紧 臻 化，CCX' ) 是 什么 ? 

d. XX' 的 贝尔 子 集 是 什么 ? 

e. 令 w 为 X* 的“ 无穷 远 点 ”， 那 么 {o} 是 不 包含 非 空 贝尔 集 的 紧 博 雷 尔 集 . 

f 证 明 存 在 六 上 的 贝尔 测度 y 使 得 u(X) 二 1 且 对 于 每 个 CoCX) 中 的 A，jadnp 一 0. 


. 令 X 一 了 由 形 如 


{(zyy) ERa<z<py 一 <c) 
的 集合 为 基 生 成 的 拓扑 ， 那 么 X 是 水 平 直线 的 直接 并 集 ， 且 X 一 RXY， 其 中 Y 是 具有 离散 
拓扑 的 及 ，X 的 贝尔 集 是 什么 ? X 的 博 雷 尔 集 是 什么 ? 
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8. 令 


Y 为 具有 离散 拓扑 的 不 可 数 集 ，Z 是 了 的 单 点 紧 致 化 ,和 X=YX2Z 的 贝尔 集 是 什么 ? 它 的 


博 雷 尔 集 是 什么 ? 


9. a. 


b. 


Cc, 


10, a. 


b 


令 O 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 的 开 子 集 ， 那 么 O 是 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 且 O 的 每 个 贝尔 集 
瑟 形 如 OPB， 其 中 也是 X 的 贝尔 子 集 . 

并 非 每 个 OmB 是 0 〇 的 贝尔 集 ， 其 中 B 是 XX 的 贝尔 集 ，( 令 Y 和 2Z 为 具有 离散 拓扑 的 不 
可 数 集 ，Y* 和 2 是 它们 的 单 点 紧 致 化 , X 是 Y* 和 2' 的 直接 并 且 O 是 Y 和 2Z 的 直接 
并 . 令 B=2Z*， 那 么 B 是 X 的 紧 开 集 , 但 ONB 不 是 O 的 贝尔 子 集 . ) 
令 口 为 X 的 co 紧 开 子 集 ， 那么 O 〇 的 贝尔 子 集 正 是 X 的 那些 包含 于 O 的 贝尔 子 集 . 

证 明 本 节 末 尾 叙 述 的 类 内，Ba，Bc，Bk，Bo 和 8 之 间 的 关系 是 正确 的 . 


. 举例 说 明 这 里 的 类 都 是 不 同 的 ， 


11. 令 久 和 YY 为 两 个 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 . 


a. 


[| 


位 


12. a. 


[4 


—— 


13.2 


证 明 每 个 f€ C.(XXY 了 7) 是 形 如 


wap) 
的 和 式 的 极限 ， 其 中 peE C.(X) 且 yp 一 C.(Y)，[ 斯 通 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 是 有 用 的 . ] 


. 证 明 Ba(XXY)CBa(X)XBalY). 
. 当 且 仅 当 XX 或 了 是 o 紧 时 我 们 有 Ba(XXY 站 二 Ba(X)X BalY). 
. 令 X 为 多 于 <c 个 元 素 的 集合 ， 其 中 cc 是 R 的 势 ， 且 令 久 有 离散 拓扑 . 设 Z 二 XXXY. 那 


么 Z 有 离散 拓扑 且 它 的 每 个 子 集 是 博 雷 尔 集 . 证 明 D=((z，y)EZ:， x 一 y} 不 属于 o 代 
数 BoCX)XBoCX).[ 习 题 1. 20 是 有 用 的 . ] 
对 于 映射 f/: X->Y 和 YY 的 子 集 簇 e@ 我 们 定义 X 的 子 集 簇 / e 如 下 : 
f*e={E; E= 二 f 7! LC] 对 于 某 个 CEe)， 
证 明 若 @ 是 由 e 生 成 的 co 代数， 那么 f* GQ@ 是 由 fe 生成 的 o 代 数 . 


. 给 定 映 射 [/: XY 和 X 的 一 个 子 集 灸 6， 令 @ 为 由 e 生 成 的 代数， 若 对 每 个 CE EC， 


fTfLC]]=C， 那 么 对 于 每 个 AEQ@,， f "7'[LfLAJ1=A. 


. 令 久 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 ，K 为 X 的 紧 贝尔 子 集 ， 那 么 存在 紧 Gs 序列 4 天。 使 得 KK 


属于 由 (K,) 生 成 的 ec 代数 @. [见习 题 1. 9. ] 


. 令 关 ，K 和 (K,) 同 (c) 中 的 定义 证明 存 在 X 到 度量 空间 I" 的 连续 映射 / 使 得 对 于 每 


个 n 有 ff [fLK,]j 一 K,. [ 见 命题 9.15.] 


. 证 明和 的 紧 贝 尔 子 集 K 是 一 个 Gs. [注意 : f[K] 是 度量 空间 的 闭 子 集 . ] 
. 证明 X 的 开 贝 尔 子 集 也 是 一 个 了 


贝尔 测度 与 博 雷 尔 测 度 的 正则 性 


令 为 定义 在 X 的 子 集 的 = 代数 忽 上 的 测度 且 假定 忽 包 售 贝 尔 集 ， 称 集合 EE 叫 对 于 
外 正则 (或 u 对 于 EE 外 正则 )， 车 


称 它 为 内 正则 ， 若 
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nuE = sup{xK:K CE,K 蝶 ,K € Mm). 
车 集合 玉 对 jy 内 正则 和 外 正则 ， 则 称 它 为 正则 . 

称 测 度 w 内 正则 (外 正则 ， 正 则 )， 若 它 对 每 个 集合 EE sr 内 正则 (外 正则 ， 正 则 )， 命 
题 3. 15 断 言 勒 贝 格 测度 是 一 个 正则 测度 . 

对 于 紧 空 间 X， 内 正则 和 外 正则 完全 对 称 : 可 测 集 王 是 外 正则 当 且 仅 当 它 的 补 集 内 正则 . 
一 个 X 上 的 有 限 测度 内 正则 当 且 仅 当 它 外 正则 (因此 正则 ). 不 难 证 明 ， 当 X 紧 时 每 个 贝尔 测 
度 是 正则 的 . 

当 X 不 再 是 紧 时 我 们 失去 这 一 对 称 性 ， 这 是 因为 开 集 的 补 集 不 一 定 紧 . 但 当 和 是 ec 紧 时 
我 们 仍然 能 够 建立 一 些 合乎 需要 的 正则 性 ， 且 它们 中 的 一 些 可 推广 到 任意 局 部 紧 的 和 的 c 有 界 
集 类 ， 我 们 从 关于 有 限 测度 的 一 个 有 用 观察 开始 . 

10. 命题 令 jy 为 定义 在 包含 局 部 紧 空间 XX 的 所 有 贝尔 集 的 go 代数 跑 上 的 有 限 测 度 ， 车 / 
内 正则 ， 则 它 是 正则 的 . 

证 明 令 EE mM. 那么 

二 = suplyK:KCE,KE Mm, 且 K 紧 }. 
但 对 于 这 样 的 天 我 们 有 并 开 和 ECK.， 因此 
号 = 发 一 下 一 infpX — pk)} 
一 infyR 
> in{f{yO:E C O}). 
因此 yE=inf{yO: E CO, O 开 HE OE M }. 国 

11. 定理 令 j 为 局 部 紧 空间 上 的 贝尔 测度 且 忆 是 X 的 o 有 界 贝 尔 集 ， 那 么 对 于 6 一 0: 

i 存在 一 个 so 紧 开 集 O 满足 下 CO 且 j(O~E)<e. 

ii yuE==sup{xK: KCE，K 是 一 个 紧 G。). 

证 明 对 于 每 个 e>0， 令 有 为 满足 CD 和 (ii 的 集合 已 的 类 ， 假定 下 一 UE.， 其 中 已 E 只 ， 
那么 对 于 每 个 存在 oe 紧 开 集 O, 满 足 E,CO, 且 An(O. 一 已 )<2 于 是 O=UO, 仍 然 是 一 个 c 
紧 开 集 且 满足 

uO ~ E) CU (O, ~ E,), 
因而 

uO~E)S<Tu(O, ~E,)<e. 
因此 互 满足 (iD. 

车 对 某 个 二 我 们 有 pwE,。=co， 那 么 存在 包含 于 E,CE 的 任意 大 的 有 限 测 度 的 紧 Gs， 因 此 
(iD 对 于 下 成 立 ， 若 pE.,<co 对 于 每 个 成立 ， 则 存在 K,CE,，K， 是 紧 Cs 且 

Ll(E, ~ K.,) < 2 7"e. 
则 


EE= supx(U E,) 


N 
supx(U K, )+e. 
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因此 王 满 足 (i). 

若 玉 是 一 个 紧 G， 则 存在 具有 紧 支 撑 的 连续 实 值 函 数 p 满足 0 委 9g 委 1 征 E=(x; p(X) 二 
1}. 令 0, 二 {xz: p(x) 之 1 一 1/n)}， 那么 O, 是 一 个 a 紧 开 集 上 且 O, 紧 .由 于 p01 二 oo， 根据 命 
题 11. 2 我 们 有 yuE 二 infyO,.， 因 此 每 个 紧 Gs 满足 (i)， 且 它 平凡 地 满足 (i). 

令 义 为 紧 ， 那么 巨 满 足 (i) 当 且 仅 当 E 满足 Gi)， 因 而 满足 (Gi) 和 (ii) 的 集 簇 只 是 包含 紧 G; 
的 o 代数 .因此 驴 包含 所 有 贝尔 集 ， 且 当 X 紧 时 命题 成 立 . 

对 任意 局 部 紧 空间 X 和 有 界 贝 尔 集 巨 ， 我 们 能 够 取 昌 为 紧 G; 且 UU 为 X 的 oc 紧 开 子 集 
使 得 


ECUCH 
那么 根据 命题 8, EE 是 瑟 的 贝尔 子 集 ， 因 而 
nCW ~ E) < e. 
由 于 WW 和 UU 为 o 紧 ， 所 以 O=W 站 MU 也 是 o 紧 ， 因而 O 是 a 紧 开 集 且 满足 
ECOCW. 
因此 
O~ECW~E, 
且 


HAO 一 下) <e. 
因而 已 满 足 CD. 因此 ， 所 有 有 界 贝尔 集 属于 也 . 

由 于 中 在 可 数 并 下 封闭 ， 且 每 个 。 有 界 贝 尔 集 是 有 界 贝 尔 集 的 可 数 并 集 ， 所 以 可 以 得 出 每 
个 cc 有 界 贝 尔 集 属于 有. 莉 

车 已 经 定义 贝尔 集 类 为 包含 紧 G; 的 最 小 e 环 且 取 贝 尔 测度 为 定义 在 这 个 so 环 ， 那 么 该 定 
理 有 优美 的 形式 ;“ 每 个 贝尔 测度 是 正则 的 ” 若 X 是 c 紧 ， 则 由 紧 Gs 生成 的 c 环 和 o 代数 是 
相同 的 .因此 我 们 有 下 面 的 系 : 

12. 系 若 X 是 c 紧 ， 则 和 上 的 每 个 贝尔 测度 是 正则 的 . 

初 看 起 来 甚至 在 v 紧 空间 的 情形 中 系 12 比 定理 11 弱 ， 这 是 由 于 贝尔 测度 的 内 正则 仅 意 味 
着 贝尔 集 EE 的 测度 是 包含 于 EE 的 紧 贝 尔 集 的 测度 的 上 确 界 ， 而 定理 说 的 是 它 是 包含 于 巨 的 紧 
G, 集 的 测度 的 上 确 界 ， 然 而， 这 个 较 弱 仅 是 表面 的 ， 因 为 我 们 能 够 证 明 每 个 紧 贝 尔 集 事实 上 
是 一 个 G;， 这 个 结果 有 些 复杂 、 我 们 这 里 不 用 它 ; 读者 可 参见 习题 12 的 证 明 . 

若 久 非 紧 ， 则 对 偶 于 测度 的 内 正则 的 适当 概念 是 拟 正则 ， 若 一 个 定义 在 o 代数 忽 上 的 包 
含 册 尔 集 的 测度 x 外 正则 且 每 个 开 集 OE WK 对 于 内 正则 ， 我 们 说 它 为 拟 正 则 . 

非 。 紧 空间 上 的 贝尔 测度 不 必 正 则 (习题 13 和 21)， 但 可 以 在 不 改变 它 在 = 有 界 贝 尔 集 的 
值 的 情况 下 要 求 它 为 内 正则 或 拟 正则 ， 我 们 在 下 列 命题 中 概括 这 一 内 容 ， 其 证 明 留 给 读者 ( 习 
题 15). 

13. 命题 令 凡 为 入 上 的 贝尔 测度 ， 那 么 存在 X 上 的 惟一 拟 正 则 贝尔 测度 上 和 惟一 内 正 
则 测度 y 使 得 对 于 每 个 有 界 贝尔 集 正 有 jE 一 xE 二 4E. 

从 命题 10 可 以 看 到 车 有 限 则 x 正则 ， 在 这 种 情形 中 一 p， 若 存在 一 个 与 在 o。 有 和 界 贝 尔 
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集 上 的 w 一 致 的 正则 贝尔 测度 ， 则 根据 后 一 测度 的 惟一 性 它 必 须 等 于 jy 和 hn、 遗憾 的 是 ， 我 们 
有 一 个 c 有 限 贝 尔 测度 ， 在 其 上 w 和 / 是 不 同 的 (习题 21). 
以 下 三 个 命题 研究 博 雷 尔 测 度 的 正则 性 和 惟一 性 ， 第 一 个 命题 的 证 明 留 给 读者 . 
14. 命题 令 1/ 为 定义 在 包含 博 雷 尔 集 的 6 代数 踊 上 的 测度 ， 若 对 于 每 个 紧 集 jx 外 正则 或 
对 于 每 个 有 界 开 集 j 内 正则 ， 则 对 于 每 个 跪 内 的 c 有 界 集 A 正则 . 
15. 命题 邻 ji 为 定义 在 包含 贝尔 集 的 go 代数 负 上 的 测度 ， 假 设 jy 拉 正则 或 jv 内 正则 ， 那 
么 对 于 每 个 满足 uE 二 oo 的 EE k 存 在 一 个 贝尔 集 B 满足 
ACEAB) = 0. 
证 明 我 们 仅 处 理 拟 正则 情形 而 将 内 正则 的 情形 留 给 读者 (习题 19). 
令 巨 为 有 限 测度 的 可 测 集 ， 由 于 普 是 外 正则 的 ， 我 们 可 以 找到 开 集 序列 《O 〇 ,满足 
O, DO OFE 
且 
pnO, < /五 十 2 
由 于 wx 拟 正 则 ， 存 在 紧 集 KCCO。 满 足 
. uK» > 10% — 2™, 
且 根 据 引 理 1 我们 可 以 取 K;, 为 Gs 现在 
nuK» > pO0n—2">uE—2" 
> nO, — 2™"—2™. 
设 
H, = K,. 
那么 日 ,是 贝尔 集 ， 且 对 于 m 宕 n，H。COsCO,. 并 且 H。 Har， 上 且 
nH» > pK > pnO。 一 2 一 2 
令 B 二 门 H,， 那 么 B 是 贝尔 集 ，BCO,,， 和 且 pyB 一 limyHan. 因此 
4uB > 0 — 2™. 
由 于 BCO, 且 ECO,， 我 们 有 
BAE C (O, ~ B) U (0O, ~ E) 
因而 
uCBAE) < plO, ~ B) + uO, ~ E) 
< 一 2 十 2 一 2 1. 
这 对 任意 成立， 因而 
Ap(CBAE) = 0. 王 
16. 命题 令 ju 和 ju 为 定义 在 包含 博 雷 尔 集 的 go 代数 负 ! 和 轴 , 上 的 完备 饱和 测度 . 假定 ju 
和 pz 拟 正 则 或 内 正则 ， 若 只 要 民 是 一 个 紧 Gs。， pK 二 pz KK， 则 si 一 又:; 且 对 于 哎 ;, 的 每 个 集合 


有 jn 一 /2， . 
证 明 ”我 们 仅 处 理 拟 正则 情形 而 将 内 正则 的 情形 留 给 读者 (习题 20). 
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我 们 从 证 明 在 = 代数 叹 二 又 :又 : 上 jp 二 js 开始， 由 于 每 个 yi 在 开 集 上 内 正则 且 它 们 在 
紧 G, 集 上 一 致 ， 对 于 每 个 开 OE 饭 我 们 必须 有 pnO 王 pzO， 但 外 正则 蕴涵 着 对 于 每 个 EE Mt 有 
mn E=ykE. 

每 个 测度 ;为 零 的 集合 包含 于 测度 为 零 的 博 雷 尔 集 ， 在 博 雷 尔 集 上 内 二 心 ， 因 此 和 和 jp 
有 相同 的 零 测度 集 ， 这 是 因为 它们 是 完备 的 . 

根据 命题 14， 邑 ;中 满足 py 有限 的 集 类 与 m: 中 满足 心 有 限 的 集 类 相同 ， 因 此 关于 《Am ， 
M1) 局 部 可 测 的 集 类 与 关于 (pz ， 忽 ,) 局 部 可 测 的 集 类 相同 由 于 pn 和 心 是 饱和 的 ， 因 而 那些 
类 分 别 与 锦 ! 和 mt: 重合 ， 国 

命题 15 的 内 容 不 像 它 最 初 看 起 来 那样 令 人 惊讶 ， 在 下 一 节 中 我 们 将 看 到 总 是 可 能 将 一 个 
贝尔 测度 延 拓 到 内 正则 博 雷 尔 测度 和 拟 正则 博 雷 尔 测度 且 在 = 有 界 贝尔 集 上 与 原 测度 一 致 ， 到 
内 正则 测度 的 延 拓 有 一 个 将 尽 可 能 多 的 集合 赋予 零 测度 的 倾向 ， 因 此 存在 许多 测度 为 零 的 集合 
且 这 使 得 EAB 容易 有 和 零 测度 ， 到 拟 正则 的 延 拓 仍 然 将 那些 集合 赋予 零 测度 且 它 必须 为 外 正则 
但 有 赋予 最 大 多 数 含义 模糊 的 情形 无 限 测度 的 倾向 ， 这 些 无 限 测度 的 集合 被 从 命题 15 的 结论 
中 排除 出 去 . 

习题 7 的 例子 是 特征 鲜明 的 ， 这 里 我 们 取 X 为 具有 在 每 条 水 平 直线 上 给 出 通常 的 拓扑 且 
使 X 为 水 平 直线 的 直接 并 的 拓扑 的 R:、， 一 个 集合 已 是 v 有 界 贝尔 集 当 且 仅 当 它 仅 与 可 数 个 水 
平 直 线 相交 .co 有 界 集 的 补 集 与 除 可 数 条 水 平 直线 外 的 所 有 水 平 直线 相交 ， 设 

uE = Dm(EN (RX {y})), 
其 中 m 是 勒 贝 格 测度 ， 那 么 是 一 个 正则 贝尔 测度 

X 内 的 集合 E 是 一 个 博 雷 尔 集 当 上 且 仅 当 它 与 R 的 博 雷 尔 集 内 的 每 条 水 平 直线 相交 .yy 的 内 

正则 延 拓 是 测度 
LE= Dm(EN (RX(y))). 


的 拟 正则 延 拓 是 在 有 界 贝尔 集 上 (在 这 个 例子 中 与 。 有 界 博 雷 尔 集 相同 ) 等 于 测度 p 且 在 每 
个 非 有 界 的 博 雷 尔 集 上 无 限 的 测度 人 

因此 与 x 不 同 的 临界 集 类 是 那些 与 勒 贝 格 测度 等 于 零 的 但 与 不 可 数 条 的 水 平 直线 有 非 空 
交 的 集合 内 的 每 条 水 平 直线 相交 的 集合 ， 对 于 这 样 的 集合 我 人 有 xE 一 0 且 ApE 一 = 

在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 指出 存在 紧 空 间 上 的 非 正 则 的 博 雷 尔 测 度 ， 构 造 出 这 么 一 个 例子 有 
点 复杂 ， 我 们 不 做 这 件 事 ， 有 兴趣 的 读者 可 从 Halmos[5] 习 题 10， 第 231 页 找到 如 何 构造 的 
建议 . 
习题 
13. 令 六 为 具有 离散 拓扑 的 不 可 数 集 且 令 X。 二 {zx} 是 X 的 一 个 可 数 子 集 ， 设 

mE= 2)2™. 


XnEE 


a. 证 明 pe 是 一 个 对 X 的 所 有 子 集 有 定义 的 有 限 正则 测度 . 
b. 若 巨 为 vc 有 界定 义 p 巨 =wE， 若 一 已 为 5 有 界定 义 pE 一 3， 则 六 是 非 内 正则 的 有 限 外 正 
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15., 
16. 


18. 
19. 


20. 
21. 


则 贝尔 测度 . 


. a. 证 明 两 个 e 紧 集 的 交集 是 c 紧 . 


b. 给 出 紧 空间 X 的 非 e 紧 的 开 子 集 O 的 例子 . 

证 明 命 题 13. (见习 题 11. 9. ) 

令 X 为 习题 7 中 的 空间 且 x，y 和 w 是 书 中 定义 的 其 上 的 测度 . 
a. 证 明 y 是 一 个 正则 贝尔 测度 . 

b. 证 明 j4 是 一 个 内 正则 博 雷 尔 测度 . 

c. 证 明 w 是 一 个 拟 正则 博 雷 尔 测度 . 

d. 不 存在 X 上 的 在 c 有 界 贝 尔 集 上 与 jx 一 致 的 正则 博 雷 尔 测度 . 


. 令 为 定义 在 包含 贝尔 集 的 o 代数 叹 上 的 内 正则 测度 ， 


a. 每 个 紧 KE mM 对 于 是 外 正则 (因此 正则 ).( 令 O 为 包含 K 的 有 界 开 集 . 用 O 一 六 的 内 
正则 性 . ) 
b. 对 于 每 个 开 集 OE 哎 我 们 有 
14O 二 sup{yK :K C O,K 是 一 个 紧 G，,}). 
证 明 命 题 14，( 见 习题 17a. ) 
a. 当 是 内 正则 的 情形 证 明 命 题 15. 
b. 证 明 命题 15 的 结论 对 oc。 有 限 测度 可 测 的 集合 E 成 立 . 
对 为 内 正则 的 情形 证 明 命 题 16. 
令 Xo 一 RX{0)， 且 XX 二 Xo。UD， 其 中 
D= {(zy) E Rr= gq "y= 2",n€ N,g€ 2). 
通过 取 DD 的 任何 子 集 和 形 如 
Ns = {(z,y) € X: | zr—zxo |<yBy 2")} 
的 任何 集合 作为 我 们 的 邻 域 基 定 义 的 拓扑 . 
a. 证 明 集 合 N.。 在 和 的 拓扑 是 紧 的 且 X 是 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 . 
b. 每 个 包含 于 X。 的 紧 集 有 限 . 
. 定义 pf{(g27"， 2 一)} 一 2 ， 且 对 任意 子 集 ECX 定义 


全 


证 明 /是 定义 在 X 的 所 有 子 集 的 可 数 加 性 测度 . 
d. 证 明 jyNs 二 %. 
. 证 明 是 oc 有 限 内 正则 博 雷 尔 测度 . 
. 对 于 点 (zx，y) ED 和 点 (xo，0)EXo, 车 | x 一 zo | 二 y 我 们 说 点 (tz，y) 禾 盖 点 
(xo，0)， 可 被 点 (x，y) ED 覆盖 的 集合 GCX。 的 勒 贝 格 测度 至 多 为 y{《x，y)}. 
对 于 ECD 和 GCX。， 若 G 的 每 个 点 被 EE 的 一 个 点 覆盖 我 们 说 覆盖 G， 则 G 的 勒 贝 
格 测度 满足 


Tm 


Fn 


na 


mG < pE. 
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h. 集合 Xe 对 于 不 是 外 正则 [我们 有 xyX。 二 0. 车 O 〇 是 满足 O 必 Xo。 的 开 集 ， 则 OND 覆 
盖 Xo。. ] 

i. 在 X 上 不 存在 与 所 有 紧 集 上 的 7 一 致 的 正则 贝尔 测度 . 

j. 对 于 这 个 例子 w 是 什么 ? 


13.3 博 雷 尔 测度 的 构造 


到 目前 为 止 ， 我 们 遇 到 的 非 平凡 的 博 雷 尔 测 度 仅 有 勒 贝 格 测度 和 第 12 章 的 测度 、 本 节 我 
们 推广 构造 它们 的 程序 以 给 出 构造 博 雷 尔 测度 的 一 般 方法 ， 第 一 种 方法 是 从 适当 的 外 测度 开始 
取 关 于 外 测度 的 可 测 集合 . 为 了 使 所 有 的 博 需 尔 集 可 测 ， 外 测度 必须 具有 某 种 人 性质， 以 下 定义 
给 出 了 一 些 方便 的 性 质 : 

定义 ”对 于 局 部 紧 带 斯 多 夫 空 间 的 外 测度 wp”， 著 

i. 对 于 每 个 ECX, pj" E=inf(y*O: 0O 开 ，ECO)， 

ii, 若 Oi 和 0O; 是 不 相交 开 集 ， 则 jy* (Oi; UO2) 王 pO 十 "OO;. 

ii. 对 于 O 〇 为 开 集 , pj' (O) 二 suply* K: KCO,，K 紧 ). 

我 们 称 它 为 (拓扑 ) 正 则 . 

我 们 必须 区 分 拓扑 意义 下 的 正则 性 概念 和 第 12 章 引 人 的 纯粹 测度 一 理论 意义 下 的 正则 性 
概念 .可 以 看 到 (定理 19) 若 六 拓扑 正则 ， 则 所 有 博 雷 尔 集 yy* 可 测 ， 因 此 开 集 是 可 测 的 ， 且 因 
此 每 个 满足 uy" EF 二 oo 的 集合 EE 具有 一 个 可 测 覆 盖 的 Gs， 因 此 ，p' 在 测度 意义 下 也 正则 . 

我 们 从 以 下 两 个 引 理 开 始 ， 其 证 明 留 给 读者 . 

17. 引 理 车" 是 处 上 的 外 测度 ， 则 以 下 每 个 陈述 等 价 于 jp' 正则 性 定义 中 的 (ii); 

iii?, 对 于 O 〇 为 开 集 , py*O 一 sup{j "KK: KCO，K 为 紧 G。}. 

ji 多， 对 于 〇 为 开 集 ， pj" O 二 suply*U: UCO, 器 紧 , 和 开 ). 

18. 引 理 ”任意 集合 CX 是 J' 可 测 当 且 仅 当 

”On (ONE)+p’ (ONE) 
对 于 每 个 满足 yO 过 oo 的 开 集 O 成 立 . 

19. 定理 令 j' 为 X 上 的 拓扑 正则 外 测度 ， 那 么 每 个 博 雷 尔 集 是 y" 可 测 . 

证 明 ”由 于 y' 可 测 集 构成 一 个 a 代数 ， 仅 需 证 明 每 个 闭 集 下 为 u" 可 测 . 

令 0 为 任意 开 集 满足 4" O<<co 且 e 是 任意 正 数 ， 那么 OfF 是 有 限 外 测度 的 开 集 ， 根据 引 
理 17 的 性 质 GiY) 存 在 开 集 U 满足 OCONF 且 jy*U>p* (ON 让 一 e. 

设 V=O~D， 那么 VNU= 且 ONFCV， 因 此 根据 (Gi) 

un (ONPF+p’ (ONP<pVtpUte 
<Ap (UUVW+e 
< Ap O 十 s， 
由 于 e 是 任意 的 ， 
. pu* (ONBF)+r’ (ON O, 
因而 下 是 yy' 可 测 的 . 国 
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我 们 经 常 希望 通过 将 开 集 上 的 某 个 适当 扩充 的 实 值 函 数 延 拓 以 定义 正则 外 测度 ， 以 下 命题 
给 出 了 在 何 种 条 件 下 我 们 可 得 到 一 个 正则 外 测度 . 

20. 命题 邻 儿 为 定义 在 XX 的 开 子 集 类 的 非 负 扩充 的 实 值 济 数 且 满 足 

i 4O<oo， 若 口 紧 . 

ii. KO1 才 pO;， 若 Oi CC0O;， 

iii. (Oi UO;)=pO1 二 yO; 车 OO; 二 多 ， 

iv. pC UO) TO,;, 

Vv. J(O) 二 suptjxU: UCO, 0 紧 }. 
那么 如 下 定义 的 集 函 数 jy” 

uw’E= inf{yO:E CO) 

是 一 个 拓扑 正则 外 测度 

证 明 jy* 的 单调 性 与 可 数 次 加 性 可 直接 从 (ii) 和 (iv) 与 六 的 定义 得 到 .对 于 O 开 也 有 
pxO=2O， 因 而 引 理 17 的 条 件 (i 雍 ?由 (v) 得 到 ， 正 则 性 定义 的 条 件 (ii 由 命题 的 假设 (ii 得 到 
且 条 件 (D) 由 入 的 定义 得 到 ， 由 于 对 于 口 紧 有 wwO<co， 因 而 对 于 每 个 有 界 集 王 我 们 有 F<. 

国 

定义 在 开 集 的 且 满 足 先前 命题 的 条 件 的 集 函 数 yx 有 时 称 为 内 容量 .该 命题 断言 这 样 一 个 集 
函数 总 是 可 以 延 拓 成 一 个 博 雷 尔 测度 ， 一 个 对 偶 的 程序 是 从 定义 在 紧 集 或 紧 Gs 的 适当 的 集 函 
数 开始 的 . 由 此 我 们 给 出 以 下 定义 . 

定义 令 K 为 包含 紧 Gy 的 紧 集 族 且 具有 性 质 :， 只 要 开 ; EX 且 开 :EX 就 有 天: UKsEX 且 
Ki 仆 KEK， 对 于 一 个 定义 在 KK 上 的 非 负 实 值 函 数 和 A， 若 

i. 当 KiCK;,. 时 ,XK 二 XK. 

ii. 当 KN RK,=G 时 , A(K1UK;,)=AKi+ 4K;. 


， 则 我 们 称 它 为 一 个 容量 . 


车 
iii. AK=in{f(AH: KCH’, HE K). 
则 我 们 称 它 为 正则 容量 . 
21. 命题 令 * 为 紧 集 类 丈 的 容量 ， 那么 惟一 存在 拟 正 则 博 雷 尔 测 度 人 使 得 对 于 每 个 开 集 
O 我 们 有 
AO = sup{AK:K CO,KE€ Xk} 
此 外 ， 对 于 KEXK 有 
Kk" < uk 
车 入 是 一 个 正则 容量 ， 则 对 于 所 有 KE XK， 有 pK 二 4K. 
证 明 对 于 每 个 开 集 O 令 
2O = supOK:K CO,K € xX}. 
那么 命题 20 的 性 质 (i)，(ii)，(Gii) 和 (v) 由 的 定义 和 X 的 定义 直接 得 到 .为 看 到 (iv) 也 成 


立 , 令 
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0=U Ci ， 
取 紧 集 KE XX 满足 KCO， 根据 命 题 9. 16 存在 具有 紧 支 撑 的 非 负 连 续 实 值 函 数 wm ，…，yp， 
使 得 
Dp = 1 在 KK 上 ， 


且 supppl CO.. 令 G;= 一 {z: PCZ) 之 1/a)， 那么 每 个 G; 是 紧 G; 且 因此 属于 KX. 因此 ， 每 个 
Gi 门 K 属 于 XK. 我 们 也 有 


并 且 G; 个 KCO;. 因此 
AK DG 门 天 ) 


< Da0, < Dao. 
对 所 有 这 样 的 K 取 上 确 界 给 出 (iv). 


根据 命题 20 和 定理 19， 集 函数 延 拓 为 拟 正则 博 雷 尔 测 度 y， 由 于 是 外 正则 ， 我 们 有 


ZK= inftz0,O 开 ,多 CO) 


宇 AK. 
也 有 
unK’= supUH:H € KX,HCK') 
AK. 
因此 
LK <AK Suk. 
车 4 正则 ， 

LK = inf{yO,K C O,O0 开 )} 
<in(H':KCH,HE XK)} 
<inH:KCHHE KX} 
= XK. 

因此 对 于 所 有 KE KX, pK 一 AK. [| 


22. 定理 令 p 为 X 上 的 贝尔 测度 ， 那 么 存在 定义 在 包含 博 雷 尔 集 的 5 代数 的 完备 饱和 测 
度 广 满足 及 拟 正 则 和 jz 内 正则 ， 且 对 于 每 个 有 界 贝尔 集 ， 
HE = LE=WE 
测度 内 和/ 是 惟一 的 . 
证 明 令 炙 为 紧 G; 类 . 那么 /对 葡 的 限制 是 _- 一 个 正则 内 容 ， 根 据 命 题 21 它 可 延 拓 为 拟 正 
则 博 雷 尔 测 度 kx， 由 于 对 于 开 集 为 内 正则 且 p 对 于 有 界 贝尔 集 为 内 正则 ， 它 们 在 c 有 界 开 
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贝尔 集 等 网， 由 于 它们 在 c 有 界 贝 尔 集 都 是 外 正则 ， 因 此 对 于 每 个 c 有 界 贝尔 集 正 ， 我 们 有 
KE 一 uE.， 由 于 4 来 自 正则 外 测度 ， 因 此 它 完备 且 饱和 . 

令 哎 为 关于 入 的 六 可 测 集 组 成 的 类 .定义 哎 上 的 wz 为 

LE = sup(yB:BCE,BE Mm,Bo 有 和 界 ). 

根据 命题 14 由 于 在 o 有 界 集 正则 ， 因 此 对 于 所 有 弧 内 的 o。 有 界 集 我 们 有 jE 二 1E 且 对 于 所 
有 ce 有 界 贝尔 集 E 有 p EjE=jE. 

为 证 明 y 是 可 数 加 性 的 ， 令 《E;) 为 听 内 的 满足 忆 = UE 的 不 相交 集合 序列 ， 那 么 对 于 任何 
Mm 内 的 满足 BCE 的 co 有 界 集合 B， 我们 有 B;=B 门 马 是 哎 内 的 c 有 界 集合 且 B;CE;.。 因此 

ZB= D1B,<DE,. 
因此 
LE< YE,, 
是 可 数 次 加 性 的 ， 若 对 于 某 个 j ,pg Ei; 一 0， pg 上 二 00， 因而 # E== py E;， 车 每 个 kE; 有 限 ， 
则 给 定 s>0， 存 在 一 个 c 有 界 集 B;€ MM，B;CE;， 使 得 
AE,; < 1B; 十 2 
那么 B 二 UB;CE, 且 B 是 s 有 界 集 也 有 
LE>uB= PuB,> DpE,—e. 

由 于 e 是 任意 的 ， 因 此 jE 学 yE;，4 为 可 数 加 性 的 . 
由 于 在 NM 的 o。 有 界 集 上 内 正则 ， 因 此 yy 在 弧 上 内 正则 . 
A 和 w 的 惟一 性 由 命题 16 得 到 . : 而 
22. 令 y 和 ww 为 X 和 Y 上 的 博 雷 尔 测度 且 它 们 中 的 一 个 或 者 内 正则 或 者 拟 正 则 . 

a. XXY 的 每 个 c 有 界 博 雷 尔 集 属于 Bol(X)X BolY)， 且 车 玉 为 a。 有 界 ， 

(XWDE= (XDE= (yxy XWE= (uy XWE= (uxXwE. 

b. 证 明 jXi>pXwv. 

c. 证 明 Xv 之 pyXwv. 
23. 令 4 为 X=[0，1J 上 的 勒 贝 格 测度 ，v 为 Y 二 [0，1J 上 的 具有 离散 拓扑 的 计数 测度 ， 那 么 A=p= 

4 且 v=5=v. 

a. 证 明 
车 记 不 是 o 有 界 


wxoE- GXDE = | SEN xx ta 若 巨 是 c 有 界 . 


b. 证 明 
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(uy XWE= DmlENLXX {a))). 


c. 令 D 二 ((zx，y)EXXY; x 二 y}， 那 么 DD 是 闭 的 因而 是 XXY 的 博 雷 尔 子 集 . 
d.《〈c) 的 集合 也 属于 BoCX)XXBoCY)， 


e. 令 f(z，y) 二 Xb， 那么 f 为 博 雷 尔 可 测 ， 是 


|(ffax)av =0, 
|(ffav)ar = 1. 


f. | facuxw 和 | fa CrX 切 是 什么 ? 


24. 令 /为 局 部 紧 空 间 X 的 贝尔 测度 ，U 为 所 有 满足 pO 一 0 的 开 贝尔 集 O 〇 的 并 集 ， UU 的 补 集 上 一 
避 是 一 个 闭 集 ， 称 为 的 支撑 (或 承载 形 ). 
a. 若 O 是 满足 ONF 头 名 的 开 贝 尔 集 ， 则 uO 之 0. 
. 若是 紧 贝尔 集 且 KNF=， 则 pK=0、(K 的 每 一 点 包含 于 测度 等 零 的 开 集 ， 因 此 
根据 K 的 紧 性 它 包含 于 测度 等 零 的 开 集 . ) 
. 若 玉 是 满足 ENF= 多 的 o 有 界 贝 尔 集 ， 则 yE=0. 


. 车 /E CCX) 且 f 之 0, 则 | fax = 0 当 且 仅 当 在 了 上 了 一 0. [提示 :集合 {z:7Cz) > 0) 


是 一 个 c 有 界 贝 尔 集 . ] 

. 给 出 一 个 例子 说 明 下 不 必 是 一 个 贝尔 集 . 

. 根据 (c) 若 X 紧 ( 或 v 紧 )， 那 么 对 于 每 个 满足 下 IF 一 多 的 贝尔 集 已 ，p 已 一 0， 构 造 一 个 
例子 说 明 若 X 不 是 sz 紧 ， 这 个 命题 不 一 定 正 确 ( 见 习题 5e). 


13.4 正 线 性 泛 函 与 博 雷 尔 测度 


令 X 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 . 如同 通 常 的 做 法 ， 我 们 用 C.(CX) 表 示 具 有 紧 支 撑 的 连续 实 
值 函数 空间 . 对 C.CX)7 上 的 一 个 实 值 线性 泛 函 T， 若 只 要 f 之 0 就 有 开户 >0， 则 我 们 称 它 为 正 
的 ， 本 节 的 目标 是 证 明 每 个 C.(X) 上 的 正 线性 泛 函 可 表示 为 适当 博 雷 尔 ( 或 贝尔 ) 测 度 的 积分 . 
特别 地 我 们 有 以 下 定理 

23. 定理 (里 斯 -马尔 可 夫 ) 令 和 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 且 了 是 C.(X) 上 的 正 线性 泛 函 ， 
那么 存在 X 上 的 一 个 博 雷 尔 测度 凡 使 得 

ICP) = Jfap 

对 于 每 个 /EC,(X) 成 立 ， 测 度 p 可 取 为 拟 正 则 或 内 正则 .在 这 些 情形 中 它 是 惟一 的 . 

证 明 ”对 于 每 个 开 集 O 定义 AO 为 

20 = sup(I(f):f € CX),0 Ef E 1,suppf C O). 

那么 是 定义 在 所 有 开 集 上 的 扩充 的 实 值 函 数 且 容易 看 到 它 是 单调 的 、 在 有 界 集 上 有 限 且 满足 命 
题 20 的 正则 性 (5)， 为 证 明 双 在 开 集 上 是 可 数 次 加 性 的 ， 令 O= UO 是 令 f 为 C.(X) 中 的 任意 函 


em 


全 


[= 本 


[qa 


[ame 
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数 满足 0 委 FE 1 是 suppfCO， 根 据 命 题 9. 16 存在 C.(X) 中 的 非 负 函数 py ，…，gp, 满足 suppgi;CC 
O;， 且 使 得 在 suppf 上 


那么 f= 二 pf，0 志 pf 二 1 且 supp(ly; f)CO:， 因 此 


If= >)TCo) < DO; 
i=] 1 一 1 


< io. 
对 所 有 这 样 的 取 上 确 界 给 出 
10 < Dio,, 
且 去 是 可 数 次 加 性 的 . 
若 O-O UO 满足 OO 二 多 且 frEC(X)， 0 过 fl， 以 及 suppACO， 则 函数 f= 所 十 
及 有 suppfCO 且 0 过 /<<1， 因 此 
Ifi+If; 过 20. 
由 于 在 0 之/ 过 1 且 supp 六 CO, 的 条 件 下 ， 户 和 户 可 任意 选取 ， 因 而 有 
50 上 +20, SLO, 
这 就 得 到 
uOi 十 pOz 一 AO， 
因此 元 满足 命题 20 的 假设 ， 因 而 去 扩 充 为 拟 正 则 博 雷 尔 测 度 . 
接着 证 明 对 于 每 个 fE C.(CXD ,IF = fdp. 由 于 /是 C.(X) 内 的 两 个 非 负 画 数 的 差 , 所 以 仅 


需 考 虑 f 之 0. 根据 线性 性 也 可 以 取 了 和 1. 
选取 一 个 有 界 开 集 O 满足 suppf CO. 设 
O, = {zr:nf (x) >>&—1} 
且 O,==O， 那么 O41 二 多， 且 O441COi， 定义 


1 在 Ori 中 
wo kt+1 在 0: ~ Om 中 
0 在 OO; 中 . 
那么 
1 n 
f= 元 
我 们 也 有 suppp:COi:CO;-1 且 在 Or p=1. 因此 


AOknh 二 Ts 委 HO 
对 之 1 成 立 ， 也 有 


KO 委 ja 委 LO% 
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对 & 之 1 成立. 因此 


-pa0 芝 呈 ( 本 一 wj 和 2zov+z0: 


k=1 


相应 地 ， 
rls #0 
由 于 是 任意 的 ， 因 而 
1f = Je. 
根据 定理 22 存 在 一 个 内 正则 博 雷 尔 测度 4 在 有 界 博 雷 尔 集 上 与 7 一致. 由 于 仅 有 在 有 
界 贝尔 集 上 的 值 进入 | fdy, 我 们 有 


1 = [fdr 

去 和 / 的 惟一 性 证 明 留 给 读者 . 国 

尽管 这 个 定理 常常 称 为 里 斯 -马尔 可 夫 定 理 ， 但 它 首先 只 是 由 Markov[23]j 对 工 为 有 界 正 线 
性 泛 函 的 情况 建立 的 ， 当 X 王 [ae， 约 时 的 情形 由 下 . Riesz[24] 于 1909 年 建立 ， 当 XX 为 包含 于 
R" 的 紧 子 集 的 情形 由 拉 东 于 1913 年 建立 ， 当 X 是 紧 度 量 空 间 的 情形 由 巴 拿 灰 于 1937 年 建立 . 
这 里 给 出 的 一 般 情形 的 定理 ， 据 我 所 见 ， 它 的 最 早 印刷 版 是 Halmos[L5]. 
25. 证 明定 理 23 中 的 测度 志和 的 惟一 性 . 
26. 令 k(x， 为 XXY 上 的 有 界 博 雷 尔 可 测 函 数 ，j 和 分别 是 X 和 了 上 的 博 雷 尔 测度 ， 它 

们 或 者 内 正则 或 者 拟 正 则 . 

a. 证 明 


[fpr yg dy Xv)= |[ [pewter, ya lao 


一 | rz) [Necz WG) do |dp 


对 于 所 有 gEC.CX) 和 yE CCY) 成 立 . 
b. 证 明 对 于 所 有 gE CCX) 和 yE Co CX)(a) 成 立 . 
c, 对 于 所 有 属于 C.CX) 和 CCY) 的 9 和 和 yy， 车 (a) 中 的 积分 为 0， 那 么 二 0 a. e. [LyXw]. 


13.5 _C(X) 上 的 有 界线 性 泛 范 


令 X 为 紧 豪 斯 多 夫 空间 ，C(X) 为 X 上 的 实 值 连续 函数 空间 ， 在 13. 4 节 我 们 描述 了 CCX) 
上 的 正 线性 泛 函 ， 本 节 将 考虑 C(X) 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 首 先 我 们 注意 到 ， 若 下 是 一 个 CC(X) 
上 的 正 线 性 泛 函 且 | | 二 1， 则 
| FC(f) | FO fF1) FU). 
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因此 我 们 得 到 
FE = FQ). 
下 一 命题 表明 C(X) 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 是 两 个 正 线性 泛 函 的 差 .。 由 于 定理 的 证 明 没 有 
用 到 除 CC(X) 是 包含 1 的 有 界 晴 数 的 向 量 格 以 外 的 特殊 性 质 ， 我 们 可 在 更 一 般 的 情况 下 叙述 该 
命题 ， 对 于 X 上 的 实 值 函数 组 成 的 向 量 空间 L， 车 只 要 f 和 g 属于 L 就 有 fVg 和 /Ag 属 于 
工 ， 我 们 说 工 是 一 个 向 量 格 . 
当 我 们 定义 上 | Al =sup 上 | f(zx) | 时， 向 量 格 工 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 ， 一 个 线性 泛 函 有 
界 ， 若 存在 M 使 得 
IFCPD IMIIAI, 
且 如 同和 通常 的 做 法 我 们 定义 
FI = sup FA). 
24. 命题 令 工 为 集合 入 上 的 有 界 函 数 的 向 量 格 ， 且 假定 TEL. 则 对 于 每 个 荆 上 的 有 界 
线性 泛 函 下 ,存在 两 个 正 线性 泛 函 下 和 下- 使 得 下 一 F+ 一 FF 且 | 忆 | 一 FL 十 已 -1)， 
证 明 对 工 中 的 每 个 非 负 了 定义 
F., (f/f) = SuB C9)- 
那么 Fi (有 之 0， 且 Fi (有 之 F(f)， 此 外 ， 对 于 c 关 0，F+ (c 门 =cF+ (有 ). 令 f 和 g 为 L 内 
的 两 个 非 负 函数 . 若 0 过 g 志 ff 且 0 季 YEg， 则 0g 十 J 三 f+g， 因 而 
FL (f+g) > Flp) + Fy). 
对 所 有 这 样 的 gp 和 y 取 上 确 界 ， 我们 得 到 
Fi (fi+g) 宕 F, (f)+F: (g). 
另 一 方面 , 车 0g 和 ff 二 g， 则 0yA f 坪 f 且 因此 0<<y 一 (yA 让 三 g， 这 就 得 到 
F(W= Fl(y A D+F(yg—[Ly A 站) 
<F, (+F: (g). 
对 所 有 这 样 的 y 取 上 确 界 ， 我们 得 到 
Fi (f+g) FF: (f)+F. (g), 
因而 
Fr (fi+e) = FF, (A)i+F, (g). 
令 f 为 L 内 的 任意 函数 ， 并 令 M 和 N 为 使 得 f 十 M 与 f 十 N 非 负 的 两 个 非 负 常数 .那么 
F, (f+M+N)= FF (f+M)+F (N) 
= Fi (f+N)+F: (MW. 
因此 
Fy (f+M—F: (MM = F;, (f+N)— FN). 
因此 Fi (f 十 M) 一 Fi (MD) 的 值 与 M 的 选取 无 关 ， 我 们 定义 F (站 为 这 个 值 . 泛 函 F+ 是 定义 
在 所 有 的 上 上 的 ， 且 我 们 有 Fi (f 十 g)= 二 Fi+(f) 十 Fi+(g) 且 对 于 c 关 0，F+(c 门 一 cF+(CPD， 由 
于 Fy (一 让 十 Fi (/) 二 F4 (0) 二 0， 因而 有 FF+( 一 让 二 一 Fi 《(f),， 且 下 是 L 上 的 线性 泛 函 . 
由 于 0 委 F (有 ) 且 对 于 / 疡 0，FCP 委 Fi (f)， 因 此 F 与 线性 泛 函 下 - 一 F 一 下 是正 线性 
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泛 画 ， 且 F=F} 一 F._. 

我 们 总 是 有 FE Fi 十 上 F- ==Fi (1) 十 F- (1)， 为 建立 反 向 的 不 等 式 , 令 p 为 
L 中 使 得 0 委 9 委 1 的 任意 函数 .那么 | 2p 一 1 | 委 1， 且 

IF FC2p—1) 一 2F(Cp) 一 F(G). 
对 所 有 这 样 的 p 取 上 确 界 ， 我 们 有 
1 下 2F; (1) 一 FG) 
= Fi (1)+F. (1). 

因此 中 下 外 =F (1) 十 F_(1). 可 

25. 里 斯 表示 定理 令 和 为 紧 豪 斯 多 夫 空 间 且 C(X) 为 X 上 的 连续 实 值 函数 空间 ， 那 么 对 
于 CCX) 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 下 惟一 存在 对 应 于 它 的 X 上 的 有 限 带 号 贝尔 测度 vv 使 得 


F(f) = |mav 


对 于 每 个 属于 CCX) 的 ff 成立， 此外， Fl 二 | wv| CX). 
证 明 如 命题 24 令 下 二 Fi 一 F_. 那么 根据 定理 23 存在 有 限 贝 尔 测 度 jy 和 js 使 得 


F (7) = [fa 
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与 
F_ (六 = | fey 
车 设 "一 mm 一 me， 则 ”是 一 个 有 限 带 号 贝尔 测度 ， 且 
FD = | av 
现在 
IFED 和 | Adalvl 
< HL ol xX). 


因此 上 Fj| 志 1v1X). 但 
| v | (X)< p(X) + p(X) 
一 下 (D+F (1)= Fl. 
因此 1 下 1 = |v 1CX). 
为 证 明 v 的 惟一 性 ， 我 们 注意 到 若 v 和 都 是 有 限 带 号 贝尔 测度 使 得 


| av = F(f) 
对 i=1,，2 和 fECCX) 成 立 ， 那 么 4 二 vi 一 vw 是 使 得 
| ma =0 


对 于 所 有 f€ECCX) 成 立 的 有 限 带 号 贝尔 测度 . 令 4 二 A+ 一 A 为 4 的 若 当 分 解 ， 那么 关于 A! 的 
积分 给 出 的 CCX) 上 的 正 线性 泛 函 与 人 -给 出 的 相同 ， 因 而 根据 定理 23 必须 有 A! 二 . 因此 
A=0, 有 有 vi = vw. 国 
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26. 系 令 和 为 紧 索 斯 多 夫 空 间 ， 那 么 CCX) 的 对 偶 是 (等 距 同 枸 于)X 上 的 所 有 有 限 带 号 
贝尔 测度 组 成 的 空间 范 数 上 vl 二 | v | (X). 

X 上 的 有 限 带 号 贝尔 测度 空间 是 CCX)7 的 对 偶 这 一 事实 使 我 们 能 对 该 空间 作出 许多 结论 . 
例如 ， 从 命题 10. 3 知道 贝尔 测度 空间 是 完备 的 ， 从 定理 10. 17 知道 满足 | v | (X) 委 1 的 贝尔 
测度 的 集合 在 弱 拓扑 下 紧 . 习题 中 给 出 了 一 些 这 个 结果 的 推论 的 探讨 . 
习题 
27. 令 工 和 开 为 命题 24 定义 的 泛 函 .证明 若 G 和 五 是 两 个 荆 上 的 正 线性 泛 函 使 得 F 一 G 一 瓦 且 

GG) 十 HGD 委 1F， 则 G= 有 且 互 =F [提示 : 用 FY? 的 定义 证 明 G 一 F'* 是 一 个 正 线 

性 泛 函 .] 

28. 邻 久 为 紧 豪 斯 多 夫 空 间 F# 二 {f,}) 为 X 上 的 连续 实 值 函 数 族 ，{c。} 是 相应 的 常数 族 ， 假 定 对 

于 每 个 有 限 集 {f。，…，f.,} 存 在 带 号 贝尔 测度 v 满 足 | v | (X) 志 1 使 得 


fadv = 6c,. 
那么 存在 一 个 有 限 带 号 贝尔 测度 * we v | (X) 三 1 使 得 对 于 每 个 /,， 
[ao = <。 
29. a. 令 X 为 紧 豪 斯 多 夫 空间 且 g ,有 i,…,f, 是 X 上 的 连续 实 值 函 数 . 假定 存在 一 个 X 上 的 带 号 
贝尔 测度 "满足 | "| (X) 之 1 且 使 得 对 于 每 个 :有 [fdo 一 ci, 那么 存在 一 个 X 上 的 带 号 
贝尔 测度 满足 | w | (X) < 1 使 得 
Jian = 6, 
并 且 对 任意 满足 1X | (X) < 1 且 使 得 | fidx = ci 的 带 号 贝尔 测度 XA 有 
Ja < Jea. 
b. 假定 存在 XX 上 的 贝尔 测度 v 满足 uCX) 二 1 且 |f; dv = ci, 那么 存在 一 个 X 上 的 贝尔 测度 


4 满足 4(X) 二 1 且 |fidp = “ 使 得 在 所 有 满足 这 些 条 件 的 由 尔 测度 中 最 小 化 |gdy 


C, 令 C， 了 FF, 为 R”( 王 7 维 欧 几 里 得 空间 ) 上 的 连续 函数 ， 令 有， ”9 所 为 XX 上 的 
连续 函数 .证明 若 存在 一 个 贝尔 测度 v 满足 v(X) 三 1 使 得 


F, (mao ,|f%do)= ci， 
则 存在 一 个 X 上 的 贝尔 测度 在 这 些 限 制 下 最 小 化 
G([fido,, | fado). 


30. 令 BB 为 紧 豪 斯 多 夫 空 间 X 上 的 带 号 贝尔 测度 组 成 的 巴 拿 赫 空间 .8 的 单位 球 的 极 值 点 是 
什么 ? 
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31. 斯 通 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 另 一 证 明 . 我 们 能 够 用 本 节 的 技巧 和 第 10 章 的 结果 一 起 给 出 斯 
通 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 证 明 ， 该 证 明 不 依赖 于 引 理 9，33， 它 归功 于 德 布朗 斯 . 
令 @ 为 紧 空 间 X 上 的 实 值 连续 函数 组 成 的 代数 ,其 分 离 点 且 包含 常数 . 令 GL 为 X 上 的 带 号 


贝尔 测度 集 使 得 


a。 


豆 


口 . 


人 


| (X) 去 1 且 对 于 所 及 E @,| fn = 0 成 立 . 


用 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 和 系 26 证 明 若 G+ 仅 包 含 零 测度 ， 则 @ 一 CCX). 
用 克 赖 因 - 米 尔 曼 定理 和 C*(X) 中 的 单位 球 的 紧 性 证 明 若 零 测度 是 @+ 仅 有 的 极 值 点 ， 
那么 @ 上 仅 包 含 零 测 度 . 


. 令 冯 为 @L 的 一 个 极 值 点 . 车 /EQ@，0 志 /过 1， 则 由 dm 一 /du 和 djw 一 (1 一 让 dy 给 出 


的 测度 yw 和 如 属于 QL ， 并 满足 上 a 十 上 ps =n 上 ， 且 pn 十 po 二 p， 由 于 py 是 一 个 
极 值 点， 因而 对 于 某 个 常数 cj 二 cp 


. 那么 在 4 的 支撑 上 ，f 一 c 志 0( 见 习题 24). 
. 由 于 @ 分 离 点 ,因此 六 的 支撑 至 多 能 包含 一 个 点 . 由 于 | 1du 一 0, 因 此 的 支撑 是 空 的 , 且 


4 是 零 测度 . 
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14.1 齐 性 空间 


令 X 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 .从 和 X 到 其 自身 的 同 胚 映 射 群 G 称 为 在 X 上 传递 的 ， 若 给 定 
X 的 任意 两 个 元 素 z，>y>， 存 在 一 个 同 胚 映射 sgEG 使 得 g (x) 二 y， 谈 到 齐 性 空间 我 们 指 的 是 局 
部 紧 豪 斯 多 夫 空间 和 X 上 同 胚 映射 的 传递 群 G， 齐 性 空间 的 例子 有 : (1) 直线 R 与 平移 群 ; 
(2) 空 间 R" 与 平移 群 ;，(3) 空 间 R" 与 刚体 运动 群 ， 即 随 平移 的 旋转 ; (4) 直线 R 与 所 有 线性 函 
数 群 g(z) 一 az 十 6，a>>0. 若 G 是 X 上 的 同 胚 映 射 群 ， 我 们 常常 将 g(x) 写 为 gz 而 将 gLE] 写 
为 gE. 

齐 性 空间 上 的 贝尔 或 博 雷 尔 测度 w 称 为 不 变 测度 ， 若 对 于 每 个 可 测 集 五 与 每 个 gEG， 
(gE) 二 (EF) 成 立 ， 本 章 我 们 遵从 第 13 章 的 用 法 ， 要 求 XX 上 的 博 雷 尔 测度 为 紧 集 上 的 有 限 测 
度 9. 我们 想 知道 在 何 种 条 件 下 一 个 齐 性 空间 (X，G) 有 不 恒 为 零 的 不 变 贝 尔 或 博 雷 尔 测度 . 

并 非 每 个 局 部 紧 空 间 上 的 同 胚 映射 的 传递 群 具有 非 零 不 变 测度 . 若 我 们 取 R 上 的 群 G 由 . 
所 有 线性 函数 g(x) = 二 az 十 b( 其 中 4 汪 0) 组 成 ， 那么 任何 两 个 区 间 [a，B) 与 LY,， 5) 区 间 在 G 下 同 
余 ， 因 此 一 个 不 变 测度 必须 对 [0，2)，[0，1)， 与 [1，2) 给 出 相同 的 测度 .但 第 一 个 区 间 是 其 
余 两 个 不 相交 的 区 间 的 并 集 ， 因 而 w([0，2))=2w([0，2))， 因此 w(L0，2)) 一 0， 这 是 由 于 
[0，2)C[o，2]， 而 后 者 是 紧 的 ， 因此， 所 有 区 间 测 度 为 零 ， 这 就 得 到 w(R) 一 0. 

为 何 G 不 具有 不 变 测度 就 相当 清楚 了 : 一 个 开 集 ， 例 如 (0，1)， 在 G 下 有 “任意 大 ”的 平 
移 ， 我 们 需要 G 上 的 条 件 以 防止 这 种 情况 出 现 ， 而 一 个 方便 的 条 件 是 要 求 C 具有 拓扑 等 度 连 
续 性 ， 我 们 在 下 一 节 较 为 详细 地 讨论 这 个 概念 . 


习题 
1. 令 X 为 在 同 胚 映射 群 G 下 的 齐 性 空间 ,证明 若 和 上 的 不 变 贝尔 或 博 雷 尔 测度 w 对 于 某 个 紧 
集 有 正 值 ， 那 么 对 于 每 个 开 集 O，w (OO) >0. 
2. 令 (X，G) 为 齐 性 空间 . 
a. 若是 贝尔 测度 满足 只 要 天 是 一 个 紧 Gs 就 有 wv(gK) 一 v(K)， 则 wv 是 不 变 的 ， 即 ， 
v(CgE) 一 "( 瑟 ) 对 于 任意 贝尔 集 忆 成 立 . 
b. 若是 内 正则 博 雷 尔 测度 或 拟 正则 博 雷 尔 测 度 ， 则 对 于 每 个 紧 集 久 ， 若 v(gK) 王 v(K)， 
v 是 不 变 的 . 


14.2 拓扑 等 度 连续 性 


本 节 我 们 讨论 一 个 概念 ， 这 个 概念 称 为 拓扑 等 度 连续 性 ， 它 是 等 度 连续 性 概念 的 推广 令 
于 为 从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 连续 映射 族 ， 且 x 和 y 分 别 为 X 和 Y 中 的 点 ， 我 们 称 了 为 


”在 第 12 章 和 第 15 章 的 更 一 般 的 用 法 中 ，R" 上 的 a 维 率 斯 多 夫 测 度 m。 都 是 R" 上 的 刚体 运动 群 G 的 不 变 博 雷 尔 测 
度 ， 仅 当 a=n 时 它们 满足 在 所 有 紧 集 上 有 限 的 准则 . 
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在 点 工 和 y 的 拓扑 等 度 连续 ， 若 给 定 任何 包含 y 的 开 集 OO， 存在 z 的 邻 域 U 和 y 的 邻 域 V 使 
得 对 于 每 个 EEF， 只 要 f[LUJNYV 非 空 ， 就 有 FLUJCO. 我 们 说 了 在 点 z 拓扑 等 度 连续 ， 若 
对 于 每 个 >EY 它 在 点 x 和 y 拓扑 等 度 连续 ,我们 说 拓扑 等 度 连续 ， 若 它 在 每 个 点 xEX 拓 
扑 等 度 连续 . 若是 度量 空间 且 函 数 族 了 在 z 等 度 连续 ， 则 它 在 z 点 拓扑 等 度 连续 .以 下 命题 
表达 了 等 度 连续 族 的 有 用 性 质 : 

1. 命题 令 于 为 从 和 到 了 的 映射 族 且 在 并 EX 拓扑 等 度 连续 ， 那 么 ， 给 定 KCOCY 满足 
尺 紧 和 OO 开 ， 存 在 一 个 工 的 邻 域 U 使 得 只 要 JE 了 于 且 fLU] 与 KK 相交， 就 有 LUJCO. 

证 明 对 于 每 个 >yE 开 存在 z 的 邻 域 U(y) 与 y 的 邻 域 V(y) 使 得 只 要 f[LU(y)j 与 V(y) 相 


交 就 有 FLU(y)]CO. 用 邻 域 VCy) 中 的 有 限 个 Vi ，…，V, 覆 盖 K 且 令 Di ，…，LU, 为 相应 工 
的 邻 域 ， 令 口 = 由 U;， 那 么 若 fLU] 与 K 相交 ， 则 它 必须 与 某 个 V; 相 交 . 由 于 [UJ CfLU;j]， 
f[U;] 与 Vj 相交， 因而 并 LU CO. 因此 f[L01Cft0;]Co. 如 


若 取 命题 的 开 集 O 为 与 K 不 相交 的 闭 集 的 补 ， 则 该 命题 有 以 下 的 重 述 ; 

2. 系 设 下 和 K 为 了 的 不 相交 子 集 满足 政 闭 KK 紧 ， 若 于 为 从 入 到 了 的 映射 族 且 在 点 工 
拓扑 等 度 连续 ， 那 么 存在 工 的 邻 域 口 使 得 对 于 任意 fEF，f[U] 不 与 下 入 都 相交 . 

我 们 现在 转向 当 G 是 拓扑 空间 X 到 其 自身 的 同 胚 映射 的 传递 群 的 情形 . 

3. 命题 设 G 是 拓扑 空间 买 上 的 同 胚 映射 的 传递 群 ， 车 G 在 某 个 点 ze 和 yo 拓扑 等 度 连 
续 ， 则 G 拓扑 等 度 连续 (在 每 个 工 和 2?y). 

证 明 令 (x，y) 为 X 的 任意 点 对 ， 由 于 G 是 传递 的 ， 因 而 存在 G 的 元 素 g 和 使 得 zx 二 
gzu，y 一 hm， 给 定 任何 包含 y 的 开 集 O， 集 合 h-! [Oj 是 一 个 包含 m 的 开 集 . 着 G 在 zx。，> 
拓扑 等 度 连续 ， 则 存在 z 的 邻 域 U。 和 % 的 邻 域 Vo 使 得 对 于 每 个 AEG 只 要 fLU。j] 与 V。 相 
交 ， 就 有 f[Us]Ch-'[OJ. 设 U=g[Vo] 与 Y=h[Vo]， 那 么 U 和 VV 分别 是 x 和 y 的 邻 域 ， 假 
定 对 某 个 feEG，f[U] 与 V 相交 ， 即 存在 一 个 wEU 使 得 f(u) 一 vEV. 那么 *(v)€ Vo， 
g-1(w) EU, ,因而 A 1。f。g[Us]Ch "LOJ]， 这 蕴涵 f[U]CO， 且 我 们 已 证 明 G 在 x 和 > 的 
拓扑 等 度 连续 . 器 

我 们 将 以 下 系 的 证 明 留 给 读者 . 

4. 系 令 G 为 拓扑 空间 上 的 同 胚 映射 的 传递 群 ，p 是 久 的 点 那么 G 拓扑 等 度 连 续 当 
目 仅 当 给 定 任何 包含 户 的 开 集 O 〇 ， 存 在 户 的 邻 域 U 使 得 对 于 任意 fEG 只 要 fLUJ] 与 U 相交 ， 
就 有 FLUJCO. 

我 们 引入 的 拓扑 等 度 连续 的 性 质 稍 强 于 凯利 和 莫 尔 斯 ( 见 [9]，234 页 ) 引 入 的 均匀 连续 的 
性 质 ， 因 此 ， 拓 扑 等 度 连续 性 具有 凯利 和 莫 尔 斯 从 均匀 连续 性 导出 的 所 有 性 质 ， 包括 阿 斯 科 利 
定理 的 一 般 版 本 ， 在 Y 足够 紧 的 条 件 下 均匀 连续 性 、 拓 扑 等 度 连续 性 、 等 度 连续 性 这 三 个 概念 
重合 (参见 [9]， 定 理 7. 23)， 我 们 已 经 发 现 拓 扑 等 度 连续 性 比 均匀 连续 性 更 便于 使 用 ， 人 们 可 
给 出 均匀 连续 但 不 拓扑 等 度 连续 的 映射 族 的 例子 ， 但 不 知道 是 否 有 一 个 同 胚 映射 的 传递 群 ， 它 
均匀 连续 且 不 拓扑 等 度 连 续 . 


3, a. 令 了 为 从 拓扑 空间 X 到 度量 空间 (Y，p) 的 映射 族 ， 回 忆 了 在 z 等 度 连续 ， 若 给 定 之 0， 
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存在 z 的 邻 域 U 使 得 对 于 所 有 f EF 与 所 有 x EU，pCFGz)，FGz7))<e. 证 明 若 于 在 
点 等 度 连 续 ， 则 于 在 z 点 拓扑 等 度 连续 . 
b. 假定 了 是 紧 的 .证明 在 z 点 拓扑 等 度 连续 蕴涵 等 度 连续 . 
. 令 X 为 度量 空间 且 G 是 它 的 等 距 群 ， 证 明 G 等 度 连 续 因 此 拓扑 等 度 连续 . 
5, 从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 映射 族 了 说 为 (在 zx 和 yy) 均 匀 连 续 ， 若 给 定 任何 包含 y 的 开 
集 O， 存 在 xz 的 邻 域 U 和 yy 的 邻 域 V 使 得 只 要 f(x)EV 就 有 f[U]CO. 
a. 证 明 拓 扑 等 度 连续 蕴涵 均匀 连续 . 
b. 给 出 一 个 从 R 到 R 的 均匀 连续 但 不 是 拓扑 等 度 连 续 的 映射 族 于 的 例子 ， 
c. 令 于 为 从 和 到 Y 的 映射 族 ， 假定 xEX 有 一 个 邻 域 W 使 得 FLWj 有 紧 闭 包 .， 那么 了 在 xz 
均匀 连续 蕴涵 了 在 x 拓扑 等 度 连续 . (用 KelleyL9]， 定 理 6. 30 和 7.23.) 
. 令 F 为 从 拓扑 空间 X 到 一 致 空间 Y 的 映射 族 . 车 在 xz 等 度 连续 ， 则 它 在 xz 拓扑 等 度 连续 . 
(参见 KelleyL9]，232 页 .) | 
7. a. 令 G 为 豪 斯 多 夫 空 间 X 上 的 同 胚 映射 的 拓扑 等 度 连续 传递 群 ， 证 明 存在 X 的 一 致 结构 Y 
使 得 每 个 gEG 将 的 每 个 元 素 映 到 其 自身 ， 即 若 VEY， 那 么 对 于 每 个 8SECG 有 {(8gu， 
go: 《u，v) EV} 二 V， (国定 点 pEX， 对 于 p 的 每 个 邻 域 U, 令 Vu==((x, y):; 3 了 8gE 
G 满 足 gxEU 且 gyE€EU}， 那 么 {Vv} 是 所 要 求 的 一 致 结构 的 基 . ) 
b. 假定 X 的 拓扑 在 p 点 有 可 数 基 ， 那 么 X 可 度量 化 使 得 G 是 等 距 群 . 


14.3 不 变 测 度 的 存在 性 


令 G 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 X 上 的 同 有 是 映射 的 传递 的 拓扑 等 度 连续 群 ， 本 节 的 目标 是 说 
明 在 G 作用 下 不 变 的 非 零 博 雷 尔 测度 的 存在 性 ， 谈 到 非 零 博 雷 尔 测度 ， 我 们 指 的 是 在 每 个 紧 
集 上 有 限 且 在 某 些 紧 集 上 是 正 的 博 雷 尔 测度 w， 若 非 零 博 雷 尔 测度 是 不 变 的 ， 则 对 于 每 个 开 集 
OO 有 1O>0. 

若 下 是 X 的 子 集 且 g 是 G 的 元 素 ， 我 们 称 gE 二 g[E] 为 的 g 平移 ， 对 于 集合 F， 若 存 
在 某 个 gEG 使 得 下 二 gE， 则 称 集合 下 为 EE 的 平移 ， 我 们 有 时 将 这 称 为 EE 与 F 同 余 (在 G 下 )， 
因此 不 变 测度 将 同 余 集 对 赋予 相同 的 值 . 

固定 一 个 点 p€E X 作为 基点 是 方便 的 ， 令 收 为 开 集 簇 UU 满足 pEU 与 口 紧 .由 于 X 是 局 
部 紧 ， 中 是 拓扑 在 点 p 的 基 ， 收 中 集合 的 平移 形成 的 集 簇 构成 X 的 拓扑 基 ， 令 瑟 为 包含 p 作 
为 内 点 的 紧 集 ， 因 此 H*E Ww， 我 们 将 用 互 归 范 化 我 们 的 构造 使 得 pH 一 1. 

若 玉 是 任意 有 界 集 且 下 是 具有 非 空 内 部 的 任意 集 ， 我 们 总 是 能 够 用 有 限 个 下 的 平移 覆盖 
E( 这 是 由 于 我 们 能 够 用 有 限 个 F" 的 平移 覆盖 E)， 定 义 巨 的 F 覆盖 数 [已 ，F] 为 用 于 覆盖 下 的 
F 的 平移 的 最 小 个 数 ， 因 此 [E; Fj] 是 非 负 整数 且 当 E 头 久 时 它 是 正 的 .这 个 覆盖 数 具 有 不 变 
性 质 


心 


Cn 


[gE:F] = [E:F|] = [E:gF]. 
若 ACB， 则 [LA:; Fj] 志 [B: FJ]. 车 A 是 一 个 具有 非 空 内 部 的 有 界 集 ， 则 覆盖 数 [E: Aj 和 
[A: FI]J 有 定义 ， 且 我 们 有 
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[LE:F] < [E:A]. [A:F]. 
这 是 因为 我 们 能 用 [LE， Aj 个 A 的 平移 覆盖 且 用 [A: FF 个 下 的 平移 覆盖 每 个 A 的 平移 ， 这 
就 给 出 了 覆盖 EE 的 LE: A]，[A: Fl 个 下 的 平移 . 
若 固定 已 ， 对 已 内 的 不 同 集合 观察 覆盖 数 [五 : U]， 我 们 发 现 当 UU 变 小 时 LE: UJ 变 大 .为 
控制 这 一 点 ,我 们 考虑 对 于 每 个 U， 规 范 化 覆盖 比 为 


éu(F) = ee 
由 于 
[E:UJ <{[E:HJ*: LH:U], 
我 们 有 


éu(E) < [E:H]. 
因此 对 于 固定 的 上 ， 数 6oCE) 有 界 且 与 U 无 关 . 
对 于 一 个 国定 的 U， 集 函数 to 非 负 且 不 变 ， 
éuLgE | = tuLE]. 
它 也 是 次 加 性 的 ， 
éu(E U F) < éu(E) + éu(P). 
我 们 有 tu(H)==1,， 上 且 车 ECF， 则 人 CE) 大 co 
令 Ki 和 K; 为 不 相交 的 紧 集 ， 由 于 G 在 p 拓扑 等 度 连续 ， 因 而 存在 UE 员 使 得 没有 U 的 
平移 与 K; 和 ,都 相交 ( 系 4)， 因 此 任何 由 品 的 平移 构成 的 Ki UK。 的 覆盖 必须 是 不 相交 的 天， 
和 K; 的 覆盖 的 并 集 ， 因 此 
éu(K1 U K;:) > é€u(K1) + éu(K2). 
这 意味 着 ， 若 当 U 变 得 越 来 越 小 时 取 vu 的 极限 ， 则 该 极限 是 不 变 集 函数 ， 其 在 紧 集 上 是 
加 性 的 ， 实现 这 一 想法 的 一 个 方法 是 推广 习题 10. 20 中 讨论 过 的 巴 拿 灰 极限 的 概念 . 
令 写 为 业 上 的 所 有 有 界 实 值 函 数 构成 的 空间 ， 我 们 记 SEE 在 USE 孔 的 值 为 su， 那么 
若 定 义 
(é& 十 Du = 6o 十 yu 


和 
(aé)u = osu. 
则 号 成 为 一 个 线性 空间 . 
我 们 定义 号 的 元 素 的 fim 为 
limé = inf supéy. 
Uenu VEU 
类 似 地 ， 
limé = sup inféy. 
. Ue vcU 
容易 证 明 


lim(é 十 DD 二 Timé + limy 
且 对 于 a 之 0 
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limaé = a limé 
也 有 
limé =— lim(— é). 
若 现在 取 p(8) 二 limée， 我们 看 到 p 是 次 加 性 的 与 正 齐 次 .根据 哈恩 - 巴 拿 赫 延 拓 定理 ，S 
的 零 子 空间 上 的 零 泛 函 可 延 拓 为 定义 在 所 有 怠 上 的 线性 泛 函 Lim 满足 
Limé < lime. 
我 们 有 
一 Lime = Lim(—é€) < lm(~—é§ =~ limé, 
这 就 得 到 
limé < Limé < limé. 
车 从 每 个 U 起 & 是 常数 序列 ， 即 荐 多 =c 对 于 所 有 VCU 成 立 ， 则 limt# 二 c 且 lime 一 <、 相 
应 地 ， 若 & 最 终 为 常数 ， 则 
Limé = c， 
若 对 于 某 个 品 有 乌 二 Ww 对 所 有 VCU 成 立 ， 我 们 说 上 和 ?7 是 最 终 相 等 的 . 这 种 情形 下 6 一 
7 最 终 为 0， 因 而 
Limé— Limy = Lim(é— 7») 一 0， 
这 就 得 到 
Limé = Lim”. 
车 对 于 所 有 UU，&vu 宇 mw， 则 我 们 说 上 7 若 8 宇 0， 则 limf 宇 90， 因此 
对 于 60，Lim6 之 0. 
因此 车 >>7， 我 们 有 一 7 汪 0， 因 而 
Lime 一 Limy = Lim(é—»D 守 0. 
因此 
对 于 6 尝 n，Lim# 之 Lim”. 
对 于 每 个 有 界 集 已 ， 覆 盖 率 tu (FE) 给 出 了 全 的 一 个 元 素 ， 定 义 紧 集 上 的 函数 4 为 
ACK) = Liméu (K). 
由 于 fu(gK) 二 fu(K)， 因 而 对 于 每 个 gE€G 我 们 有 
AlgK) = A(K). 
假定 K: 和 K; 为 不 相交 的 紧 集 ， 那 么 存在 一 个 口 属 于 VW， 使 得 没有 U 的 平移 与 Ki 和 K: 都 相 
交 ， 因 而 对 于 所 有 VCU 
é& (Ki U Ks) = & (Ki)+éy (K,) 
因此 
Liméy (KK，U K:)= Lim(éy (Ki) 十 名 (天 )) 
= Liméy (Ki) + Liméy (K,). 
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对 任意 两 个 不 相交 的 紧 集成 立 ， 对 于 规范 化 集 电 我 们 有 &u(H) 二 1， 这 就 得 到 4 (H)=1. 
车 ECF， 则 &u(E) 魏 人 orCF) ， 因 而 人 FE<<AF. 

我 们 的 结果 可 概括 成 以 下 命题 : 

5. 命题 令 G 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 X 上 的 传递 的 拓扑 等 度 连续 的 同 胚 群 ， 令 吾 为 具有 
非 空 内 部 的 紧 集 ， 那 么 存在 一 个 定义 在 所 有 紧 集 上 的 实 值 函数 和 ， 使 得 

i. KCK:—>AKCAKR,. 

ii.ACK1U Ks) 一 人 天 十 天。 车 开门 天 :一 他 . 

iii. AH=1. 

iv， 对 于 所 有 gEG, A(gK) 二 AK. 

集 函 数 4 是 第 13. 3 节 意 义 下 的 内 容 ， 根 据 命题 13. 21， 存 在 一 个 拟 正则 博 雷 尔 测 度 w 使 得 

AD = sup{AK :K C O,K 紧 }. 
由 于 AC(gK) 二 XK 对 于 所 有 K 成 立 ， 我 们 有 CgO) 二 pO 对 于 所 有 开 集 成 立 ， 由 于 上 是 外 正则 
的 ， 对 于 所 有 可 测 集 EE 有 (gE) 二 kxE， 若 我 们 定义 
/下 一 sup{xB:BCE,B 是 o 有 界 博 雷 尔 集 }， 

如 同 在 定理 13. 22 的 证 明 中 一 样 ， 我 们 得 到 一 个 内 正则 博 雷 尔 测 度 ， 显 然 ， 这 个 测度 是 不 变 
的 .对 于 集合 瑟 ， 根 据 命题 13. 21 有 

nHAH=1. 
由 于 和 jy 在 o 有 界 集 上 一 致 ， 

/了 一 AH 之 1 
因此 和 jy 是 非 平 凡 博 雷 尔 测度 且 因 此 在 所 有 开 集 上 为 正 ， 我 们 将 这 些 结果 概 插 成 以 下 定理 : 

6. 定理 令 G 为 局 部 紧 素 斯 多 夫 空间 上 的 传递 的 托 扑 等 度 连续 的 同 胚 群 ， 那 么 存在 一 
个 拟 正 则 博 雷 尔 测度 pj 在 G 作用 下 不 变 ， 在 紧 集 上 有 限 ， 在 每 个 开 集 上 为 正 ， 也 存在 具有 这 些 
性 质 的 内 正则 博 雷 尔 测度 几 ， 

可 以 证 明 测度 w 和 jy 是 惟一 的 ， 但 在 一 般 的 拓扑 等 度 连续 群 框架 下 证 明 它 超 出 了 本 书 的 范 
围 ， 在 14. 6 节 我 们 将 对 几 个 重要 情形 建立 惟一 性 . 

应 该 注意 到 我 们 仅 有 一 个 地 方 的 推导 用 到 了 G 的 拓扑 等 度 连续 性 ， 即 给 定 不 相交 的 紧 集 
K, 和 KK,， 存 在 p 的 邻 域 U， 它 的 任何 平移 都 不 与 K; 和 KK; 同时 相交 .这 比 拓扑 等 度 连续 稍 
弱 ， 它 等 价 于 (在 局 部 紧 空 间 ) 说 ， 给 定 紧 集 K 和 闭 集 F 不 相交 ， 我 们 能 找到 一 个 U 使 得 没有 
U 的 平移 与 K 和 下 都 相交 ， 因 此 若 G 满足 这 个 较 弱 条 件 我 们 仍 可 断言 不 变 博 雷 尔 测度 的 存在 
性 . 我 不 知道 在 这 种 更 为 一 般 的 情形 中 不 变 测度 是 否 惟一 . 
习题 
8. 群 G 称 为 几乎 传递 若 对 于 每 个 z 集合 {gz: gEG) 在 XX 稠密 .证 明 若 仅 要 求 g 几乎 传递 则 定 

理 6 仍然 成 立 . 
9. 令 为 齐 性 空间 (X，G) 上 的 不 变 测度 ， 且 了 是 X 上 的 可 积 函数 ， 那 么 
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| rezyandz) 一 | f C0 dcz), 
14.4 拓扑 群 


令 G 为 抽象 群 . 我们 通常 将 群 的 运算 写 为 乘法 ， 因 此 x 和 y 的 乘积 记 为 zy 且 的 逆 记 为 
x !。 我 们 把 单位 元 记 为 e。 车 A 和 B 是 G 的 子 集 ， 我 们 写 AB 来 表示 集合 {xz: z 一 zy，ZEA， 
yEB}) 且 写 4 -表示 集合 ({z: z= 二 x !，XxE€ A}. 我 们 也 将 {zx)}A 简写 为 xA 且 将 Aly} 简 写 
为 Ay. 

G 的 一 个 拓扑 4 称 为 G 的 不 变 拓扑 ， 若 乘法 在 每 个 因子 是 连续 的 (分 离 地 ). 阁 4 是 G 上 的 
不 变 拓扑 ， 则 G 可 以 用 两 种 方式 被 认为 是 其 自身 上 的 同 胚 映 射 群 ， 对 于 每 个 gEG， 令 i 为 如 
下 定义 的 G 到 G 的 映射 

ls (x) = gx. 
那么 1 是 一 对 一 映 上 并 且 是 连续 的 ， 这 是 由 于 乘法 对 第 二 因子 是 连续 的 . 它 的 道 映射 2-: 也 是 
连续 的 ， 因 此 is 是 G 到 G 的 同 胚 映射 ， 我 们 有 

lls = lag, 
且 将 g 映射 为 is 的 映射 1 是 一 个 G 到 群 Gi 的 同 胚 映射 而 群 Gi 是 G 到 其 自身 的 同 胚 映射 群 . 
由 于 G 的 不 间 元 素 给 出 了 不 同 的 同 胚 映射 ， 因 此 ! 是 同 构 映射 群 GL 称 为 G 的 左 平 移 群 ， 我 
们 有 时 将 Gi 等 同 于 G 并 且说 G 通过 左 平移 作用 于 G. 由 于 y= (yx ')zx， 因 此 群 G 在 G 上 是 
传递 的 . 

我 们 也 可 考虑 映射 r。， 其 定义 为 rs (xz) 二 xg. 这 些 映射 仍然 构成 G 到 G 的 同 胚 映射 的 传 
递 群 。 由 于 


7g7h Yhey 


我 们 看 到 映射 r 是 一 个 G 到 群 G 映射 的 反 同 构 ， 群 Gr 称 为 G 到 其 自身 的 右 平移 群 . 在 G 为 


交换 群 的 情形 中 ， ls=rsf§ Gr=G. 

我 们 注意 到 G 的 不 变 拓 扑 由 任意 一 点 的 邻 域 基 确 定 ， 这 一 点 非常 重要 .以 下 引 理 叙述 了 
这 一 事实 和 相关 的 事实 ， 其 证 明 留 给 读者 . 

7. 引 理 令 G 为 群 且 IJ 是 G 的 拓扑 ， 那 么 J 是 G 的 不 变 拓扑， 当 且 仅 当 给 定 J 在 e 的 基 届 ， 
集 著 

gW= {VV=gU,UE VW} 和 ULgE = (V:V=UgsUE€ VW} 

都 是 J 在 g 的 基 . 

8. 引 理 令 (G， 拉 和 ( 百 ，8) 为 具有 不 变 拓 扑 的 群 ， 那 么 同 态 映射 9: G 一 HH 连续 当 且 仅 
当 它 在 e 连续 . 

对 于 G 的 拓扑 ， 若 乘法 是 共同 连续 且 逆 是 连续 的 ， 即 映射 (z，y)? 一 zy 是 从 GXG 到 G 
的 连续 映射 且 映 射 + 一 z-! 是 从 G 到 G 的 连续 映射 ， 我们 称 4 为 G 的 一 个 群 拓扑 .一 个 群 拓扑 
是 一 个 不 变 拓扑 ， 谈 到 拓扑 群 意味 着 赋予 率 斯 多 夫 群 拓扑 的 群 G、3 为 群 拓扑 的 两 个 条 件 可 以 
组 合成 为 单个 条 件 ， 即 从 GXG 到 G 的 映射 (z，y)? 一 zy ' 是 连续 的 . 

9. 引 理 令 g 为 对 于 G 的 群 拓扑 且 O 为 包含 e 的 开 集 ， 那 么 存在 一 个 包含 e 的 开 集 U 满足 
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U=U- 且 U.U.UCO. 

证 明 由 于 乘法 在 。 共同 连 续 ， 因 而 存在 e 的 邻 域 Wi 和 W; 使 得 Wl W;CO， 集合 W= 
Wi 介 W; 是 开 的 旦 满足 W， WCO. 用 W 代替 O 重复 这 一 过 程 ， 存 在 一 个 包含 e 的 开 集 V 使 
得 VVCW.， 那么 

VeV.:VCV.V.V.:VCW-.:WCO. 

由 于 V-! 是 开 的 ， 因 此 集合 U==V 人 V7! 是 满足 所 要 求 性 质 的 开 集 . LJ 

接 下 来 的 两 个 命题 叙述 了 拓扑 群 的 有 用 性 质 ， 我 们 把 证 明 留 给 读者 . 

10. 命题 令 G 为 拓扑 群 ， 那 么 存在 e 点 的 拓扑 基尼 满足 

i 给 定 UE 员 ，3VE 员 满足 V，VCU. 

i. 若 UEW， 则 U7 二 U. 

iii. 若 U,， VE 员 ， 则 UNVE WL. 

iv. 若 UEW,， 且 gE€EG,， 则 gUg EW. 

Vv. 若 xzEUE 咏 ， 则 了 VE 号 满足 UVCU 与 VuCU. 

vi. (1U= (e}. 
反 过 来 ， 给 定 任何 满足 条 件 (i) 到 (Vi) 的 抽象 群 G 的 子 集 炙 册 是 G 上 的 群 拓扑 在 e 的 基 . 

11. 引 理 令 G 为 拓扑 群 且 是 G 的 任意 子 集 ， 那 么 


E=[) (VU.E}= [| {(E.U), 


UE UEW 


其 中 员 是 在 e 的 领域 的 基 . 
12. 引 理 ” 令 G 为 一 个 群 且 U 是 包含 e 的 集合 ， 那 么 
{wiw € gU,gU 与 U 相交 } 二 Us，U?'。U,， 


{wiw € Ug,Ug 与 U 相交 } 一 U，U”!。U. 

证 明 我们 注意 到 gU 与 U 相交 当 且 仅 当 存在 属于 口 的 刀 和 ww 满 足 坟 二 guz， 因 此 人 1g: 
gU 与 U 相交 ) 是 U.U-!， 因 而 fw: wEgU，gU 与 U 相交 } 是 UUT'*“U， 类似 地 ， 第 二 个 
等 式 成 立 . 图 

13. 命题 令 (G， 有 了) 为 拓扑 群 ， 那么 G 上 的 左 平 移 群 是 G 上 的 一 个 传递 的 拓扑 等 度 连续 
群 的 同 胚 映射 群 ，G 的 右 平 移 群 也 如 此 . 

证 明 这 是 引 理 12 和 命题 3 的 直接 结果 . 醒 

对 于 拓扑 群 G 上 的 博 雷 尔 测度 w， 若 y(gE) 二 jyE 对 于 每 个 gE€G 和 每 个 博 雷 尔 集 EE 成 立 ， 
则 我 们 称 它 为 左 不 变 的 ， 因 此 若 y 在 左 平移 群 不 变 则 它 是 左 不 变 的 .类 似 地 ， 博 雷 尔 测度 " 称 
为 右 不 变 的 ， 若 v(Eg) 一 vzE， 即 在 右 平移 群 不 变 ， 由 于 这 些 平移 群 的 每 一 个 是 传递 的 且 为 拓 
扑 等 度 连续 ， 因 此 定理 6 给 出 下 面 定理 : 

14. 定理 令 G 为 局 部 紧 拓扑 群 ， 那 么 存在 一 个 内 正则 博 雷 尔 测度 人 和 一 个 拟 正则 博 雷 尔 
测度 及 ， 它 们 左 不 变 且 在 开 集 上 是 正 的 ， 类似 地 ， 存 在 右 不 变 测 度 习 和?， 它们 分 别 是 内 正则 和 
拟 正 则 的 ， 且 在 开 集 上 是 正 的 . 

局 部 紧 群 的 不 变 测度 常常 称 为 哈 尔 测 度 ， 若 它 左 不 变 则 称 为 左 哈 尔 测度 ， 若 它 右 不 变 则 称 
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为 右 哈 尔 测 度 ， 我 们 通常 想 要 它 满足 一 些 正则 性 条 件 且 允许 它 为 完备 的 ， 为 确定 起 见 要 求 它 内 
正则 且 完 备 ， 因 此 一 个 局 部 紧 群 G 上 的 左 哈 尔 测度 是 一 个 内 正则 左 不 变 博 雷 尔 测度 的 完备 化 ， 
对 右 哈 尔 测度 也 有 类 似 的 结论 ， 在 14. 6 节 我 们 将 证 明 在 满足 这 些 正则 性 的 条 件 下 ， 在 相差 一 
个 常数 因子 的 意义 下 ， 左 哈 尔 测度 和 右 哈 尔 测 度 是 惟一 的 ， 虽 然 在 非 交 换 群 上 左 哈 尔 测度 一 般 
不 等 于 右 哈 尔 测度 . 

以 下 关于 局 部 紧 群 的 命题 以 后 有 用 ， 习 题 19 给 出 了 关于 如 何 证 明 该 命题 的 提示 . 

1S. 命题 令 G 为 局 部 紧 群 ， 那 么 G 有 一 个 既 开 又 闭 的 o 紧 子 群 HH. 

我 们 将 发 现 以 下 命题 和 它 的 系 在 以 后 有 用 . 我 们 将 它们 的 证 明 留 给 读者 . 

16. 命题 令 G 为 局 部 紧 群 ，p 是 G 上 具有 紧 支 撑 的 连续 实 值 函 数 ， 那 么 给 定 s>0， 存 在 
e 的 邻 域 UU 使 得 对 所 有 uEU 和 所 有 ZzEG 有 | pluzr) 一 g(x) | <e 且 | g(xu) 一 g(x) | <e. 

该 命题 实际 上 说 的 是 9 一致 连续 . 

17. 系 令 G 为 局 部 紧 群 ,是 G 上 的 贝尔 测度 ,p 是 一 个 具有 紧 支撑 的 连续 澡 数 ,那么 澡 数 


ACz) = | gC) dncy) 是 连续 的 . 车 p 在 开 集 上 是 正 的 , 则 ACz) > 0. 


10. 证 明 引 理 7. 
11. 证 明 引 理 8. 
12. 令 G 为 具有 拓扑 4 的 群 ， 证 明 g 是 群 拓扑 当 且 仅 当 映 射 (x，y) 司 xy “是 连续 的 . 
13. 证 明 命 题 10. 
14. 证 明 引 理 11. 
15. 令 G 为 群 且 路 是 包含 e 的 集 徐 ， 那么 由 是 G 的 群 拓扑 在 。 的 基 当 且 仅 当 以 下 条 件 满足 : 
i. 给 定 UEqo，3 了 VE 只 满足 YY。 VCU. 
i. 车 UE 咏 ，3VE 咏 满足 VCU-:. 
证 车 品 ,VE 中 ，9WE 员 满足 WCUNYV. 
iv. 车 UEW，gEG，3VE WW 满足 VCgUg . 
v 车 wuEUE 员 ， 则 3VE 中 满足 uwVCU. 
这 个 拓扑 是 豪 斯 多 夫 的 当 且 仅 当 门 Q 二 {e}. 
16. 令 G 为 局 部 紧 拓 扑 群 . 
a. 车/ 是 左 不 变 博 雷 尔 测 度 且 了 是 产 可 积 函数 ， 则 


| erauce = | f dy) 


对 于 每 个 yEG 成 立 . 

b. 车 y 是 使 得 (a) 的 结论 对 于 每 个 具有 紧 支 撑 的 连续 函数 f 成 立 的 肉 正则 博 雷 尔 测 度 ， 则 
A 左 不 变 . 

c. 若 v 是 右 不 变 博 雷 尔 测 度 且 关于 wv 可 积 ， 则 


| fy) dvr) = | fx) doz). 
G G 
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17. 


令 为 一 个 左 不 变 博 雷 尔 测度 且 定 义 博 雷 尔 测度 wv 为 v[E] 一 y[E-!1]， 那 么 v 是 一 个 右 不 
变 测度 . 


18. 令 G 是 一 个 局 部 紧 群 . 
a. 将 zx 上 映 到 关 -的 映射 是 一 个 G 到 G 的 博 雷 尔 同 构 . 
b. 将 (zx，y) 映 到 zy 的 映射 是 一 个 从 GXG 到 G 的 博 雷 尔 可 测 映 射 . 
c. 将 (ft，y) 上 映 到 zy ! 的 映射 是 一 个 从 GXG 到 G 的 博 雷 尔 可 测 映 射 . 
19. 令 G 为 拓扑 群 . 
a. 车 KCL 紧 ， 则 对 于 每 个 gE€G，gK 和 Kg 也 是 紧 的 . 
b. 若 天 紧 ， 则 天 -也 紧 . 
c. 若 Ki 和 Ki 是 G 的 紧 子 集 ， 则 K! KK: 和 天: Kz" 也 是 紧 的 . 
d. 车 用 “有 界 ” 或 “o 有 界 ” 代 替 “ 紧 ”， 则 命题 a，b，< 仍 成 立 . 
e. 若 OO 〇 是 开 集 且 E 是 一 个 任意 子 集 ， 则 OE 和 EO 是 开 的 . 
20. 证 明 命 题 15. 
a. 证 明 拓 扑 群 的 开 子 群 万 是 闭 的 . 
[提示 : ~H= Men.] 
b. 令 U 为 e 的 邻 域 满足 U=U ' 且 吕 紧 . 设 U, 一 U,-:*U, Ui 一 U， 郑 么 U, 是 开 的 且 
U, CU, 1. 
c. 令 昌 = UU,， 那么 里 是 so 紧 与 开 的 . 
d. 证 明 HH 是 一 个 子 群 . 
21. 证 明 命题 16. 
a. 令 KK 为 gp 的 支撑 ,对 于 每 个 zEK 存在 一 个 e 的 邻 域 V: 使 得 对 于 wu，vEV， | pluz)— 
p(az) | <e/2 且 | pr) prv) | <e/2. 
b. 对 于 每 个 V, 存在 一 个 e 的 邻 域 U, 满 足 U,， U。CV.、 证 明 存 在 有 限 个 cx ，…，zx, 使 得 
集合 {ziD,. } 和 集合 {Uz 1) 覆盖 天 ， 
c. 集合 U= 门 U。 可 用 于 该 命题. 
22. 证 明 系 17. 
14.5 和 群 作用 与 商 空间 
令 G 为 拓扑 群 且 XX 为 拓扑 空间 . 谈 到 G 在 X 上 的 左 作 用 ， 我 们 指 的 是 连续 映射 p; GX 
X->X， 它 使 得 
PCeyZ) 一 工 
且 


plg ph,7x)) = plgh ,zx). 
我 们 经 常 将 p Cg，z) 写 作 gz， 有 了 这 个 记号 9 的 条 件 成 为 
ez 一 Z， 
ghr) = (gh)z. 
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我 们 有 时 将 左 作 用 说 为 作用 并 且说 G 作用 于 X. 一 个 作用 称 为 开 的 ， 若 对 于 G 内 的 每 个 
开 集 O 和 每 个 xEX，O，xr 是 XX 的 开 子 集 ， 因此 一 个 作用 yg 是 开 的 当 昌 仅 当 对 于 每 个 EX， 
定义 为 pg.(g) 王 gx 的 映射 p;: G->X 是 开 映 射 . 

G 在 X 的 作用 说 为 传递 的 ， 若 对 于 每 个 zx 和 > 属于 X 存在 g EG 满足 y 二 gz， 若 一 个 传递 
作用 对 于 一 个 zEX，p 是 开 上 映射 ， 则 它 是 开 的 .事实 上 ， 若 存在 一 个 zE X 使 得 对 G 在 e 点 
的 某 个 拓扑 基 员 内 的 每 UU，Ux 是 开 的 ， 则 它 是 开 的 . 在 开 作 用 的 情形 下 ， 我 们 说 G 开 作用 
于 XX. 

一 个 作用 说 为 适当 的 ， 若 对 于 每 个 zE 久 映射 pg; 是 适当 映射 ， 即 车 对 于 每 个 紧 集 KCX， 
gz'[KJ 是 G 的 紧 子 集 ， 在 适当 作用 的 情形 中 ， 我 们 说 G 适当 地 作用 于 X. 以 下 命题 有 时 是 有 
用 的 ， 其 证 明 留 给 读者 : 

18. 命题 若 一 个 局 部 紧 群 G 传递 且 适 当地 作用 于 局 部 紧 空间 ， 则 该 作用 是 开 的 . 

令 G 为 拓扑 群 且 下 为 G 的 一 个 闭 子 群 .对 于 gEG， 集 合 gF 称 为 F 的 ( 左 ) 陪 集注 意 到 
下 的 两 个 陪 集 要 么 不 相交 要 么 相同 . 令 互 为 F 的 所 有 陪 集 构成 的 集 马 旦 令 p: G 一 五 为 将 每 个 
g 映射 到 陪 集 gF 的 映射 ， 定义 及 的 集合 O 为 开 的 ， 若 O 内 的 陪 集 的 并 集 是 G 的 开 集 ， 这 就 
定义 了 一 个 互 的 豪 斯 多 夫 拓扑 ， 我 们 称 之 为 商 拓扑 ， 上 映射 p 是 一 个 连续 开 了 映射 并 且 是 一 个 C 
在 互 上 的 左 作 用 ， 具 有 该 拓扑 的 空间 五 称 为 G 通过 F 的 ( 左 ) 商 ， 记 为 G/F， 映 射 g 称 为 G 
到 G/F 上 的 自然 投影 ， 商 G/F 可 赋予 群 结构 使 得 当 且 仅 当 F 是 正规 子 群 时 9 是 一 个 同 态 
映射 . 

车 G 是 局 部 紧 ， 则 G/F 也 是 局 部 紧 ， 且 映射 p 是 适当 的 当 且 仅 当 下 是 紧 的 . 

令 yy 为 拓扑 群 G 在 X 上 的 传递 作用 ， 且 令 互 为 点 p EX 的 迷 向 子 群 ， 那 么 瑟 是 财 的， 是 
存在 一 对 一 连续 映射 6: G/H 一 X 使 得 $= 二 9。gqp， 当 且 仅 当 y 是 开 的 映射 6 是 同 胚 映 射 、 

由 于 已 经 定义 了 左 作 用 ， 我 们 也 定义 右 作用 . 一 个 从 GXX 到 XX 的 连续 映射 p 称 为 一 个 
右 作 用 ， 若 


映 
ple, zx) 一 之 


且 
pg Ph,T)) = phg ,x). 
一 个 右 作用 常常 写 为 gp(g，xz) 二 xg， 那么 这 些 条 件 成 为 
Xe 一 工 
与 
(zh)g = zhg). 


拓扑 群 的 右 平移 形成 的 集合 给 出 了 群 G 对 其 自身 的 右 作用 . 
令 G" 为 群 运算 x 定义 为 xx y 一 yz 的 群 G， 那 么 G 和 G' 反 同 构 ， 且 G 的 右 作用 是 G 的 
左 作用 ， 因 此 所 有 关于 左 作用 的 命题 适用 于 右 作用 . 
习题 
23. 令 gp 为 G 在 X 的 传递 作用 ,那么 ?是 开 作用 当 且 仅 当 对 于 某 个 PE X 和 在 。 点 的 G 的 某 个 
拓扑 基尼 对 于 每 个 UE 二 我 们 有 请 在 gp[U] 的 内 部 ， 
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24. 令 gp 为 G 在 X 上 的 作用 且 pEX,，G 在 p 的 迷 向 子 群 定义 为 H, 一 {gE€G: gp 王 p}. 
a. 证 明 迷 向 子 群 事实 上 是 子 群 且 它 是 闭 的 . 
b. 令 王 为 G 的 子 集 ， 那 么 
gr' Lp LEl]=E.H,. 
c. 车 g 是 的 另 一 点 且 g= 二 gp， 则 在 g 的 迷 向 子 群 是 Hg[LH,j]g *. 
25， 证 明 命题 18. 


14.6 不 变 测 度 的 惟一 性 


本 节 的 目标 是 要 表明 在 许多 重要 情形 下 ， 在 相差 一 个 正常 数 因 子 的 意义 下 ， 不 变 贝尔 测度 
惟一 存在 ， 在 14.1 节 的 一 般 框 架 中 给 出 惟一 性 结果 会 使 我 们 离 得 太 远 ， 但 我 们 将 证 明 局 部 紧 
群 上 的 左 不 变 贝 尔 测度 和 右 不 变 贝 尔 测度 是 惟一 的 ， 尽 管 它们 可 以 互 不 相同 ， 我 们 也 处 理 适 当 
地 作用 于 局 部 紧 空 间 的 局 部 紧 群 的 情形 ， 在 这 些 情形 中 我 们 可 以 导出 满足 给 定 的 正则 条 件 的 不 
变 博 雷 尔 测 度 的 惟一 性 . 

令 与 v 为 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空间 X 上 的 贝尔 测度 ， 对 于 每 个 pE C.(X) 满 足 


Jew = ee 


=vE 
对 于 所 有 有 界 贝 尔 集 王 成 立 ， 若 * 是 局 部 紧 空 间 Y 上 的 贝尔 测度 ， 则 XXY 的 所 有 贝尔 子 集 
关于 乘积 测度 yxX4 可 测 ， 因 此 C.(XXY) 内 的 每 个 函数 gp 关于 XXXY 可 积 . 我 们 将 主要 关心 
GXG 的 情形 ， 其 中 G 是 局 部 紧 群 . 若 p 和 wyEC(G)， 则 函数 Cz，y) 二 p(x)y(zy !) 属 于 
C.(GXG) 且 因此 关于 jyXa 可 积 . 
令 G 为 紧 群 ， 且 令 为 G 上 的 左 不 变 哈 尔 测度 令 v 为 G 上 的 右 不 变 险 尔 测 度 ， 我 们 要 
求 xG 二 wvG=1 以 规范 化 它们 . 车 pg 是 G 上 的 任意 连续 实 值 函数 ， 我 们 有 


[90 dn) = | p98) dp(z) 
= | [| pcr) dz) aol) 
= | [| ,pao ac 
= | [edo java 


= | cp)do(y)， 


这 里 我 们 用 到 了 4 的 左 不 变性 ， 并 将 富 比 尼 定 理 运用 于 p(yz)， 且 用 到 v 的 右 不 变性 . 
由 于 


那么 


| 一 | sd 
对 于 每 个 函数 PEC (G) 成 立 ， 我 们 有 py 二 v. 因此 每 个 规范 化 的 左 不 变 贝尔 测度 等 于 每 个 规范 
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化 的 右 不 变 贝 尔 测度 .因此 ，G 上 的 任意 两 个 规范 化 的 左 不 变 贝尔 测度 必须 相等 ， 两 个 右 不 变 
贝尔 测度 也 如 此 ， 我 们 已 经 建立 了 下 面 定理 : 

19. 定理 令 G 为 紧 群 ， 那么 惟一 存在 左 不 变 贝 尔 测 度 jy 满足 1G 二 1， 它 也 是 满足 uG 二 1 
的 准 一 的 右 不 变 贝 尔 测 度 . 


若 紧 空 间 的 博 雷 尔 测 度 是 内 正则 的 ， 则 它 是 正则 的 且 在 紧 G; 上 确定 它 的 值 . 这 给 出 下 面 
的 系 : 

20. 系 令 G 为 紧 群 ， 那 么 惟一 存在 左 不 变 正 则 博 雷 尔 测度 1 满足 pkpG 一 1， 它 也 是 惟一 的 
满足 kwG 一 1 的 正则 右 不 变 贝 尔 测度 . 

在 对 紧 群 G 证 明 惟 一 性 的 过 程 中 ，G 的 紧 性 被 用 来 保证 p(yzx) 在 GXG 上 的 可 积 性 .在 局 
部 紧 情 形 下 惟一 性 的 证 明 更 为 微妙 . 

令 v 为 G 上 非 零 的 右 不 变 贝 尔 测度 ,yy 是 C.CG) 内 的 固定 的 非 负 函数 .将 y 乘 以 一 个 适当 
的 正常 数 ， 我 们 可 以 假定 


fy dy) =1. 
定义 G 上 的 实 值 函数 A 如 下 
Adz) = [9 2 ao). (1) 
那么 根据 命题 16,4 是 连续 的 . 由 于 在 每 个 开 集 上 是 正 的 且 yCy zx) 在 y 的 某 个 开 集 上 是 正 的 ， 
因此 函数 A(z) 是 正 的 . 我 们 注意 到 ACe) = |g(yr)du(y) 一 工 令 PCz) = [A(D). 
令 为 任意 非 零 的 左 不 变 贝 尔 测度 ,将 它 乘 上 一 个 适当 的 正常 数 ,可 以 假定 “是 规范 的 从 而 
Jy dn) 一 1. 对 于 任意 的 pE C.(G) 我 们 有 


Jp(napcr)= Jp TNA dys) 
— |[Jeca re yg zdocy) ducz) 


= [Tg rey x) dnlz) jd ， 


这 里 我 们 用 到 了 富 比 尼 定 理 ， 它 是 适用 的 ， 因 为 连续 函数 p(Cz)PCz)VC "xz) 在 GXG 内 有 
紧 支 撑 . 根据 wx 的 左 不 变性 我 们 有 


[por gy nd) = [pa TO gn de) 
因此 根据 富 比 尼 定 理 
|wcadncD= [gear yd) jaocy， 
= [| |p)r or) do Jo Ce) de), 
测度 v 的 右 不 变性 蕴涵 着 
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Ja rr) docy) 一 [ow roavcy). 
因此 


JCn dpe = [pT go) » [Cry dncn) 


= [pT doy). 


这 对 于 所 有 pE C.(G) 成 立 ， 因 而 dy 二 Tdv， 即 jy 关于 v 绝对 连续 ， 且 它 的 拉 东 - 尼 科 迪 姆 导数 
是 TT 由 于 了 的 定义 与 无 关 ， 因 而 任意 两 个 规范 的 左 不 变 贝尔 测度 必须 相等 ， 交 换 左 和 右 
(或 运用 该 结果 于 群 G* ) 重 复 上 面 的 证 明 ， 我 们 看 到 在 相差 一 个 常数 因子 的 意义 下 任何 两 个 右 
不 变 贝 尔 测度 是 相等 的 ， 因 此 有 下 面 的 定理 : 

21. 定理 ”任何 两 个 局 部 紧 群 的 左 不 变 贝 尔 测度 除 相 差 一 个 常数 因子 外 相同 . 类 似 地 ， 任 
何 两 个 局 部 紧 群 的 右 不 变 贝 尔 测 度 除 相 差 一 个 常数 因子 外 相同 . 

根据 正则 性 我 们 有 下 面 的 系 : 

22. 系 ”任何 两 个 局 部 紧 群 上 的 左 不 变 内 正则 博 雷 尔 测 度 除 相 差 一 个 常数 因子 外 是 相同 
的 ， 且 类 似 的 结论 对 右 不 变 测度 成 立 ， 

我 们 也 有 拟 正 则 左 不 变 博 雷 尔 测度 的 存在 性 与 惟一 性 ， 然 而， 我 们 注意 到 ， 当 G 不 是 e 紧 
的 时 候 ， 内 正则 博 雷 尔 测度 与 拟 正 则 不 变 博 雷 尔 测 度 一 般 不 同 ， 以 下 是 一 个 典型 例子 . 

令 了 为 集合 R* 具有 如 下 拓扑 : 一 个 集合 是 开 的 当 且 仅 当 它 与 R* 的 每 条 水 平 直 线 的 交 是 
开 的 ， 于 是 X 是 R* 的 水 平 直 线 的 直接 并 集 ， 每 条 水 平 直 线 具 有 通常 的 拓扑 、 因此 X 是 局 部 
紧 ， 车 我 们 定义 加 法 为 通常 的 了 :上 的 向 量 加 法 ， 则 它 成 为 一 个 交换 群 ， 集 合 ECX 是 博 雷 尔 
集 当 且 仅 当 它 与 每 个 直线 的 交 是 博 雷 尔 集 . 它 是 ec 有 界 当 且 仅 当 它 仅 与 可 数 条 水 平 直线 相交 ， 
由 于 六 是 一 个 交换 群 ， 所 以 左 不 变 和 右 不 变 是 等 同 的 ， 定 义 在 博 雷 尔 集 巨 上 的 内 正则 不 变 博 
雷 尔 测度 jy 为 

LE= Pm(lE NL,), 


其 中 二 ,是 水 平 线 {<x，y); y=a)}， 且 m 是 及 上 的 勒 贝 格 测度 ， 若 记 与 不 可 数 的 水 平 直线 相 
交 ， 则 拟 正则 不 变 博 雷 尔 测度 wp 定义 为 
/下 一 co 

在 其 他 地 方 定义 为 ZE 一 /已 .有 和 / 的 主要 差别 在 于 它们 对 于 那些 与 不 可 数 水 平 直线 相交 但 与 
每 条 直线 的 交集 是 勒 贝 格 测度 为 零 的 集合 的 处 理 . 若 E 是 这 样 的 集合 ， 则 pj E=0 且 pE=o%. 

(1) 定义 的 函数 4A 称 为 G 的 模 函 数 ， 初 看 起 来 A 与 $y 和 wv 的 选择 无 关 ， 由 于 每 个 左 不 变 博 
雷 尔 测度 具有 形式 du 二 crdv， 其 中 古 =A~!. 我 们 看 到 不 同 的 少 的 选择 得 到 的 A 仅 相差 一 个 党 
数 因子 ， 由 于 A(e) =1， 所 以 它们 必须 给 出 相同 的 A， 若 运用 右 不 变 贝尔 测度 的 惟一 性 ， 我 们 
看 到 每 个 右 不 变 的 贝尔 测度 必须 具有 形式 dv 一 cAdy， 由 于 A(e) 一 1， 因 此 A 必须 与 v 的 选择 
无 关 ， 若 由 是 属于 C.(G) 的 另 一 个 非 负 函数 ， 则 


[hz) duty) = ACz) : [pC dv). 
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从 这 里 可 得 出 ， 若 f 是 任意 v 可 积 函 数 ， 则 
Jf O72 dy) = A [fCy dol). 

我 们 用 以 下 命题 叙述 关于 A 的 事实 : 

23. 命题 存在 一 个 G 上 的 满足 A(zxy) 一 ACx)A(y) 的 正 连续 函数 A 使 得 每 个 左 不 变 贝尔 
测度 / 与 每 个 右 不 变 测 度 用 dv 二 cAdjy 相 联系 ，c 是 某 个 正常 数 ， 若 f 是 任何 关于 vw 可 积 的 
沁 数 ， 我 们 有 

i | romaadocn =- ACz) |f 077) do0y). 


i | /Czy) doy) = ACe7) fy doy). 
车 /关于 j 可 积 ， 我们 有 
证 [fCz9) ducz) = A |f C2) dye). 


iv [fOr dn) = A {fr dp). 


我 们 观察 到 当 且 仅 当 对 所 有 zxE€G，A(zx) 二 1，G 上 存在 双边 不 变 贝 尔 测 度 . 具有 这 个 性 质 
的 群 称 为 是 么 模 群 。 因 此 所 有 紧 群 和 所 有 交换 群 是 么 模 的 ， 所 有 可 逆 nXn 和 窍 阵 构成 的 群 也 是 
么 模 的 (见习 题 33)， 在 习题 32 中 我 们 给 出 了 局 部 紧 群 的 例子 ， 其 上 的 左 不 变 测度 和 右 不 变 测 
度 是 不 同 的 . 

不 变 测 度 的 存在 性 和 惟一 性 的 交互 作用 有 时 可 用 来 导出 不 变 测度 的 附加 性 质 ， 作 为 一 个 例 
子 ， 我 们 建立 以 下 命题 : 

24. 命题 R" 上 的 勒 贝 格 测度 在 R*" 上 的 刚体 运动 群 是 不 变 的 . 

证 明 ” 勒 贝 格 测度 平移 不 变 ， 即 在 局 部 紧 交 换 群 了 上 不 变 ， 工 为 当 我 们 取 群 运算 为 向 量 
加 法 时 R" 形 成 的 群 。 根据 定理 21， 勤 贝 格 测度 是 这 个 群 上 仅 有 的 不 变 贝尔 测度 ; 即 R" 上 的 任 
何平 移 不 变 的 贝尔 测度 必须 是 常数 乘 以 勒 贝 格 测度 后 所 得 到 的 测度 . 

R" 上 的 刚体 运动 群 是 一 个 等 距 的 传递 群 ， 因 而 等 度 连续 .根据 定理 6， 存在 R* 上 的 一 个 贝 
尔 测度 x， 其 在 刚体 运动 群 下 是 不 变 的 ， 由 于 y 在 平移 群 下 不 变 ， 所 以 它 必 须 是 一 个 常数 乘 以 
勒 贝 格 测度 后 所 得 到 的 测度 ， 因 此， 勒 贝 格 测度 在 所 有 刚体 运动 群 下 是 不 变 的 . 国 

关于 惟一 性 的 研究 以 下 命题 是 我 们 的 结论 : 

25. 定理 令 G 为 传递 且 适 当地 作用 于 一 个 局 部 紧 这 斯 多 夫 空 间 义 的 局 部 紧 群 ， 那 么 X 
上 惟一 存在 在 G 作用 下 不 变 的 贝尔 测度 . 

证 明 令 p 为 X 的 点 ， 我 们 取 它 做 基点 ， 令 为 G 上 的 左 不 变 贝 尔 测度 ， 令 <: G-~X 为 
将 g 映射 到 gp 的 映射 ,那么 x 是 一 个 适当 映射 . 

由 于 在 紧 集 在 适当 映射 下 的 逆 像 是 紧 的 且 一 个 G; 在 任何 连续 映射 下 的 逆 像 是 一 个 Ga， 因 
此 只 要 已 是 c 有 界 贝尔 集 ，r-:[B] 就 是 c 有 界 贝尔 集 ， 由 此 我 们 可 以 定义 一 个 XX 上 的 贝尔 测 
度 jy 如 下 : 

uE = 4 LE). (2) 
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由 于 x [sg]=gr [五 ] 且 是 左 不 变 的 ， 因 此 A 在 G 下 不 变 . 

我 们 接着 证 明 对 于 某 个 G 上 的 左 不 变 贝 尔 测度 ) 每 个 X 上 的 G 不 变 贝 尔 测度 是 由 (2) 给 
出 的 ， 令 

天 一 (REG:ED) 一 思 一 ALD]. 
由 于 7 是 适当 的 ， 因 此 K 是 G 的 紧 子 群 . 令 v 为 K 上 的 不 变 贝 尔 测度 且 p 是 C.(G) 内 的 函数 ， 
定义 
Cg) 一 | pCak) do(k). 

对 于 hEK 我 们 有 


ylgh)= | grk) duck) 


一 | get) duck) 


= ylg). 
车 gp 一 + 上 是 gip 一 x， 则 gy 一 gh， 这 里 EK， 因此 gp 二 gi 了 于 涵 y(g) 一 yl(g1). 
车 只 要 g p= 二 zx 我 们 设 y' (z)=yCg)， 则 y' (xz) 是 一 个 不 依赖 于 那些 满足 gp 二 x+ 的 g 的 选 
择 的 良 定义 ， 不 难 证 明 supp 内 是 x[ supp 们 ， 其 包含 于 x[(supp 办。 开 ]， 由 于 两 个 紧 集 的 乘 
积 是 紧 的 且 x 将 紧 集 映 到 紧 集 ， 我 们 必须 有 supp% 为 紧 ， 对 于 每 个 pE C.(C) 定 义 


ICp) = [yg° czdpcz) 
那么 I 是 一 个 C.(G) 上 的 正 线性 泛 函 ， 且 惟一 存在 G 上 的 贝尔 测度 4 使 得 
rp) = | pd. 
对 于 fEG 令 py(g)=g(fg)， 那么 
pC8)= | pr( 配 ?doCb 


一 | egtodoCb 
= 内 jg)， 
从 这 里 我 们 看 到 
py; (x) 一 办 Cr) 
因此 


ICPpr) 一 [5 (x) du(z) 


= |y* Cfr) ducz) 
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Jp ce) = [pede), 


因而 A 是 G 上 的 左 不 变 贝 尔 测 度 ， 若 pg* 是 C.(CX) 中 的 任意 函数 ， 令 gp 为 如 下 定义 的 G 上 的 
函数 ， 


pl(g) 一 2” (gp). 


那么 
ICp) = |9 (dulz). 
nuE = A [LE]). 
由 于 在 相差 一 个 常数 因子 的 意义 下 , 4 是 惟一 的 ， 因 此 在 相差 一 个 常数 因子 的 意义 下 ,不 
变 贝 尔 测度 w 必须 也 是 惟一 的 . | 


26. 令 G 是 局 部 紧 群 且 p，yY 为 属于 C.(C) 的 函数 . 
a. 令 S 和 工 为 GXG 到 其 自身 的 映射 ，S(《x,，y)) 二 (zx, yz),，T((x,，y))==(rx，Xxy  》. 
证 明 S 和 T 工 是 GXG 到 其 自身 的 同 胚 映射 . 
b. 函数 g(x)，yCyz) 和 yl(zy ') 都 是 GXG 上 的 连续 函数 . 
c. 函数 pCz)y(zy ') 在 GXG 上 具有 紧 支 撑 . 根据 g 和 vy 的 支撑 描述 它 的 支撑 . 
27. 证 明 命题 23，[ 提 示 : 为 从 (i) 导 出 (Gi)， 用 定义 为 f* (z) 二 f(z ') 的 f"* 代 兰 f. 为 证 明 
(iii)， 用 A 的 可 乘 性 写 下 


|f Cz) ducz) = A |f C27)AL zy) JA) dps), 


用 测度 A(z)du(z) 的 右 不 变性 .] 
28. a. 证 明定 理 25 的 证 明 中 用 到 的 函数 y* 是 上 的 连续 函数 . [提示 : 首先 证 明 函 数 y 是 一 
个 G 上 的 连续 函数 . ] 


b. 证 明 1(g) 一 | 9 Cz)dp(z) 殖 涵 wE 一 Mr 1[E])， 


29. 证 明 一 个 群 么 模 当 且 仅 当 它 关于 左 不 变 测 度 可 积 是 关于 右 不 变 测度 可 积 ， [提示 : 这 个 条 
件 蕴 涵 A 有 界 . ] 

30. 令 G 为 局 部 紧 度 量 群 ， 即 其 基本 拓扑 空间 是 局 部 紧 度 量 空间 ， 若 

pCgr gy) 一 p(zyy) = plrg ,yg) 

对 于 所 有 zx，y，gEG 成 立 ， 则 我 们 称 G 的 度量 o 为 双边 不 变 度量 . 证明 若 一 个 局 部 紧 度 
量 群 G 有 双边 不 变 度 量 ， 则 它 是 么 模 的 . [提示 : G 上 的 等 距 群 等 度 连续 . ] 

31. 令 G 为 Rs 中 所 有 适当 旋转 组 成 的 群 SO(3) ， 或 等 价 地 ， 所 有 有 具有 行列 式 等 1 的 3X3 正 交 
和 矩阵. 
a. 邻 R, 表示 以 角度 g 绕 正 轴 的 旋转 ，Se 表示 以 角度 9 绕 正 y 轴 的 旋转 . 证 明 每 个 OE€G 

可 表示 为 以 下 乘积 
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O= R,SeR,, 
其 中 0( 委 9 委 2x，0 委 04 委 <， 且 0 委 y<2x. 
. 证 明 该 表示 是 惟一 的 ， 除 非 6 一 0 或 9 二 x， 即 除非 O 是 关于 x 轴 的 旋转 或 在 > 轴 反 射 后 
关于 xz 轴 的 旋转 . 
c. 令 于 为 关于 z 轴 的 旋转 子 群 ， 证 明 XX 一 G/H 到 R* 的 单位 球面 是 自然 同 胚 的 ， 它 将 群 元 
素 R。SoeR, 映 为 球 坐 标 为 (1，9，g) 的 点 . 
. 用 几何 意义 描述 G 在 X 的 作用 并 导出 XX 上 的 G 不 变 测 度 是 由 下 式 给 出 的 球面 面积 : 


nuE = 上 sinededy 
e、 用 定理 25 证 明 G 上 的 不 变 测 度 由 


[es 


性 . 


AE = | singdgdpdy 
给 出 ， 
14.7 和 群 的 微分 同 肤 


本 节 我 们 考虑 当 X 是 微分 流 形 且 G 是 微分 同 胚 的 传递 群 的 情形 时 不 变 测 度 的 存在 性 和 性 
质 ， 若 G 自身 有 可 微 流 形 结构 使 得 映射 (x，y) 一 xy 和 zx 一 x ' 是 GXG 和 和 G 上 的 可 微 映 射 ， 我 
们 说 G 是 一 个 地 群 。 李 群 的 例子 由 nXn 实 或 复 可 道 矩 阵 的 满足 某 些 代数 条 件 的 那些 子 群 给 出 ， 
例如 ， 所 有 可 道 矩阵 群 ， 行 列 式 等 1 的 矩阵 群 ， 正 交 和 矩阵 群 ， 等 等 . 

历史 上 ，1897 年 A. Hurwitz[19] 首 先 对 于 李 群 引 人 和 人 不 变 积分 .任意 局 部 紧 可 分 度量 群 上 
的 不 变 测度 的 存在 性 首先 由 A. Haar[18] 于 1933 年 给 出 ，A. Weil[27]1940 年 把 它 推广 到 一 般 
局 部 紧 群 ，14. 3 节 给 出 的 对 不 变 测度 的 处 理 是 在 S，Banach([13]， 附 录 了 ) 对 可 分 度量 空间 优 
美 处 理 的 激励 下 做 出 的 . 

虽然 胡 尔 维 芯 的 方法 仅 适用 于 微分 同 胚 群 的 情形 ， 但 它 是 最 简单 的 方法 且 有 对 不 变 测度 导 
出 明确 的 公式 的 优点 . 


令 久 为 可 微 流 形 且 jy 是 X 上 的 员 尔 测度 . 若 对 于 每 个 具有 可 微 坐 标 为 zx ，…，xzu 的 坐标 
图 U 存在 正 连续 函数 Bu (xz) 使 得 对 于 每 个 可 测 的 ECU 有 
uE = | Bu nde dzxa "drs, (3) 
我 们 说 4 是 可 微 测度 或 光滑 测度 .其 中 用 dzi…dz, 表 示 n 维 勒 贝 格 测度 . 若 U 与 具有 坐标 为 
y1，……，ya 的 坐标 图 V 重合 ， 则 在 Uf1V 中 必须 有 
my | P| un) 
其 中 写 
Ady _ 9y; 
如 一 det| 下 


这 里 常常 称 赋予 坐标 图 的 函数 Bu 十 为 一 个 体积 元 . 
现在 假定 G 是 X 上 的 微分 同 胚 传递 群 ， 令 U 和 VV 为 满足 对 于 某 个 gEG，gLUJ]CYV 的 华 
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标 邻 域 . 为 使 我 们 的 体积 形式 给 出 集合 ECU 上 的 一 个 不 变 测度 ， 必 须 有 

ogr) | 9E| = Bu (7x). C4) 
若 固定 U 中 的 基点 2 且 将 其 乘 上 一 个 适当 的 常数 使 得 BCp) 二 1， 则 为 使 (4) 成 立 在 g==gp 的 任 
何不 变 体 积 形式 必须 如 下 给 出 

By (gq) = Byl(gp) = 58 (5) 
这 表明 若 不 变 体积 形式 存在 ， 则 它 是 惟一 的 . 公式 (5) 可 用 于 定义 一 个 不 变 体 积 形式 在 9 点 的 


值 ， 假 定 不 管用 哪个 满足 gp 二 9 的 gEG， 我 们 都 得 到 同一 个 By (q) 的 值 ， 因 此 我 们 得 到 By (gq) 
的 良 定 义 的 值 当 且 仅 当 


一 1 


| 经 |= | 部 (6) 
对 于 任何 两 个 满足 g 一 gb 且 9 二 hp 的 元 素 g，hEG 成立. 但 g 和 4 将 p 映射 到 相同 的 点 当 且 
仅 当 h-'gp 二 p， 即 车 hh 'g 一 是 p Oe 了 人 根据 链 式 法 则 
因此 (6) 对 于 所 有 满足 gp 二 hp 的 g， ， 大宇 当 且 仅 归 对 于 所 有 满 中 kp 一 p 的 EEG， | 9k/9x|= 
1. 这 给 出 以 下 定理 : 
26. 定理 令 G 为 可 微 流 形 匀 上 的 微分 同 胚 的 传递 群 且 pEX， 那 么 存在 一 个 在 G 下 不 变 
的 可 微 测度 当 且 仅 当 在 pp 点 


对 于 每 个 满足 p 一 pp 的 元 素 kEG 成 立 ， 在 这 种 情形 下 ， 除 去 一 个 常数 因子 外 该 测度 惟一 ， 且 
它 由 (5) 给 出 . 
为 看 到 其 实际 上 如 何 实现 ， 我 们 取 X 为 右 半 平面 { (zx!，zxs)ER : x 之 0} 且 取 G 为 形 如 


uw U 
8 | | 
的 矩阵 群 ， 其 中 xz>0， 且 gz 如 下 给 出 : 
| | 
那么 G 是 简单 传递 的 ， 即 给 定 x 和 y 存在 惟一 的 g 使 得 gz 一 y 令 为 =(1，0) 且 取 体 积 形式 为 
dzxidzx;. 若 


则 


当 gp=y, 我 们 有 《xu， Vv)=《y1, y2). 因此 
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oo) = | = 
且 X 上 的 不 变 测度 为 
/下 一 | dyi dy;. 
习题 


32. 令 G 为 形 如 


的 2X2 和 矩阵 群 ,其 中 x>0 且 G 具 有 将 G 考虑 为 右 半 上:，zv 平 面 的 拓扑 . 


a. 通过 设 gx 二 uz 十 v 令 G 可 微 地 作用 于 R!. G 在 z=1 的 迷 向 群 是 什么 ?用 定理 26 导出 


在 G 的 这 个 作用 下 不 存在 RY' 上 的 不 变 可 微 测度 . 

b. 证 明 G 上 的 左 不 变 测 度 为 
让 一 [ow dudv. 

c, 证 明 G 上 的 右 不 变 测度 为 
WE = | dudv. 

d.G 上 的 模 函 数 A 是 什么 ? 

33. 令 G 为 所 有 nXn 可 逆 实 矩阵 [zy ] 群 .证明 G 是 么 模 的 且 它 的 不 变 测度 为 
uE = | | detLzj] | “dzu dz dx. 


34. 令 G 为 X 到 其 自身 的 微分 同 胚 群 且 互 为 G 在 点 pEX 的 迷 向 子 群 . 
a. 证 明 映 射 h 一 | 9h/ 3 xz|s 是 从 瑟 到 正 实数 的 同 态 . 
b. 证 明 若 这 个 同 态 有 界 ， 则 对 所 有 hE H，| ap/az | 三 1. 
c. 若 迷 向 子 群 也 在 p 是 紧 的 ， 则 存在 在 G 下 的 不 变 微分 度量 . 


35. 给 出 一 个 R:z 上 的 不 拓扑 等 度 连续 但 具有 非 零 不 变 可 微 度量 的 微分 同 胚 的 传递 群 的 例子 . 
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第 15 章 测度 空间 的 映射 


15.1 点 映射 与 集 映 射 


令 和 和 Y 为 任意 两 个 空间 ，9p 是 将 X 映 入 Y 的 映射 ， 与 p 相伴 随 的 是 从 与 Y 相伴 随 的 对 
象 到 与 X 相伴 随 的 相应 对 象 的 几 个 映射 例如， 定义 为 B(E) = 二 g 1!'[E] 的 集 映射 8B 是 从 Y 的 
子 集 到 X 的 子 集 的 映射 。 该 映射 保持 并 、 交 和 补 ， 它 称 为 由 p 诱导 或 伴随 的 集 映 射 ， 我 们 将 p 
称 为 点 映射 若 (X，@y 和 (YY，3) 是 可 测 空间 ， 则 对 于 从 X 到 了 的 点 映射 p， 若 对 于 每 个 EE 
B83 有 gp-'[EjE GQ 成 立 ， 我 们 称 它 为 可 测 的 .因此 p 是 可 测 的 当 且 仅 当 更 将 3 上 映 人 和 人 @， 

若 上 是 (X，Q&)? 上 的 实 值 函数 ， 则 f 是 将 XX 上 映 人 及 的 映射 ， 且 了 关于 @ 可 测 当 且 仅 当 j 是 
将 (和 X，Q@) 映 人 (R，B$) 的 可 测 映射 其 中 3 是 博 雷 尔 集 的 o 代数 ， 一 个 实 变量 的 实 值 函数 是 勤 
风格 可 测 的 当 且 仅 当 它 是 将 (RR， 针 ) 映 入 (R，B) 的 可 测 上 映射， 其 中 和 W 是 勒 贝 格 可 测 集 类 ; 它 
是 博 雷 尔 可 测 的 当 且 仅 当 它 是 (R，3B) 映 人 (R，B) 的 可 测 映 射 . 

与 g 相伴 随 的 是 从 Y 上 的 实 值 函数 空间 到 XX 上 的 实 值 函数 空间 的 映射 gq" (有 二 /。qp， 这 
个 映射 p* 常常 称 为 p 的 伴随 映射 ， 且 它 保持 和 、 积 、 最 大 值 ， 等 等 . 若 p 是 可 测 的 ， 则 gp* 将 
可 测 函 数 映 人 可 测 函 数 . 

令 @ 为 和 的 子 集 的 代数 且 3 为 了 的 子 集 的 代数 ， 那么 使 得 BCY) 王 X，5( 匹 ) 一 一 G(E) 及 
5(CAUB)=G6(4)UG(CB) 的 B 到 @ 的 映射 B 称 为 一 个 ( 格 ) 同 访 映 射 . 若 & 和 3 是 c 代数 且 瑟 具 
有 性 质 


os(\JE) = LU gE), 
那么 @ 称 为 一 个 6 同 态 有 映射 ， 每 个 由 瑟 到 了 的 点 映射 诱导 的 集 映 射 是 c 同 态 映 射 ， 但 我 们 有 
不 是 由 任何 点 映射 诱导 的 o 同 态 映 射 (习题 2). 

令 (X，Q@) 和 YY，B) 是 可 测 空间 且 @ 是 从 3 到 @ 的 o 同 态 映射 ,那么 @ 诱导 了 从 
(X，G@) 上 的 测度 到 (YY，3> 上 的 测度 的 映射 B" ， 若 我 们 定义 更 "Ap 为 〈 更 "AD) (E)==y(@B(E)). 
以 下 命题 可 认为 是 换 元 公式 . 

1. 命题 令 g 为 测度 空间 (X，Q@，y) 到 可 测 空间 (了 ，B) 的 可 测 点 映射 ， 令 轩 为 被 请 导 的 
了 到 @ 的 集 上 映射， 那么 对 于 每 个 了 上 的 非 负 可 测 函 数 扩 ， 我 们 有 


| as = | .cmd 
证 明 “若是 特征 函数 ,该 命题 显然 成 立 . 从 这 里 可 以 得 出 车 了 是 简单 函数 ,该 命题 显然 成 
立 . 由 于 |W OANA 所 以 命题 成 立 . 加 


9 
税 


令 B 为 了 的 包含 Y、 儿 及 每 个 仅 由 单个 元 素 组 成 的 集 {y} 的 子 集 族 ， 那 么 每 个 3 到 X 的 子 集 
“入 喘 射 别 ， 其 保持 有 限 交 、 任 意 并 且 (7) 一 X 且 @(2) 二 7， 是 由 点 映射 诱导 的 映射 ，[ 集 
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合 E, 一 ((y}) 不 相交 且 它 们 的 并 集 为 X， 对 属于 ,的 z+ 令 g(zx)=y.] 

2. 令 X=Y 一 L0，1j， 且 令 @ 是 L0，1] 的 或 者 是 可 数 集 或 者 是 可 数 集 的 补 集 的 所 有 子 集 组 成 的 集 
簇 ， 那么 @ 是 oc 代数 . 令 3B=(Y， 人 好 )， 对 于 EE @， 车 下 为 可 数 集 定 义 @BCE) 一 名 ,车 玉 为 
可 数 集 的 补 集 定 义 更 CE)=Y， 那 么 更 不 是 由 任何 了 到 X 的 点 映射 诱导 出 来 的 oc 同 态 映射 . 

. 证 明 伴随 映射 pg* 可 被 延 拓 为 将 Y 上 的 扩充 的 实 值 函数 映射 到 X 上 的 扩充 的 实 值 函 数 空间 . 
将 命题 1 推广 到 这 种 情形 . | 
4. 令 (XK，G@)，(Y，3) 和 (Z，e) 是 测度 空间 且 p: X->Y 和 yy: Y>Z 是 可 测 上 映射, 证明 y。9 
是 (XX，G@) 到 (Z，e) 的 可 测 映射 .这 与 车 f 是 勒 贝 格 可 测 且 g 为 博 雷 尔 可 测 实 值 函 数 ， 则 g 

。f 勒 贝 格 可 测 但 /。&g 不 必 勒 贝 格 可 测 这 一 事实 有 何 关 系 ? 

5. 证 明 By 是 一 个 测度 . 

6. a. 令 g 为 (XQ@, py) 到 YY，B，v) 的 可 测 点 映射 ， 是 3 映 入 Q@ 的 被 诱导 的 集 映射 假设 
Bj 关于 vw 绝对 连续 且 v 是 有 限 ( 或 a。 有限) 测度 ， 定义 [Ldy/dvj] 为 By 关于 wv 的 拉 东 - 尼 
柯 迪 姆 导数 ， 那 么 对 于 每 个 Y 上 的 非 负 可 测 函 数 了 我 们 有 


| cr padp = |./[ 笃 ja 


. 令 为 [0，1] 上 的 非 负 可 测 函 数 ，g 是 L0，1]j 上 的 单调 绝对 连续 函数 满足 g(0) 二 0， 
g(1) 二 1， 那 么 


CD 


TT 


| /LacDIe Wa = | rpde 
7. a. 令 ( 久 X，Q@) 税 ，B) 为 可 测 空间 ，B 是 从 B 到 @ 的 o 同 态 映 射 证明 存 在 Y 上 的 可 测 实 值 
函数 到 X 上 的 可 测 实 值 函数 的 惟一 线性 映射 Te。， 其 将 非 负 函数 映 人 非 负 函数 ， 使 得 对 特 
征 函 数 Xe 我 们 有 
To (XE) = Xo. 
b. 令 为 (X，Q@) 上 的 测度 ，f 是 Y 上 的 非 负 可 测 隐 数 ， 那 么 


| Tecpi = | rae' do， 


15.2 布尔 Go 代数 


一 个 布尔 代数 是 一 个 元 素 集 ， 其 上 定义 了 两 个 二 元 运算 “V ”与 “人 ”以 及 单元 运算 “”， 这 
些 运 算 满 足以 下 规则 : 

i. AV A=A. 

i.AAA=A. 

ii. AV B=BVA. 

ii'. AA B=BAA. 

ii (AV BYV C=AV (BV OC). 

ii’. (AA BYAC=AAC(BAO). 

iv. AV (BAOC)=(AVB)A(AVO). 
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iv. AA (BVC)=(AAB)V (AAO). 

v (AAB)=A’'VB.. 

vi (A’')’=A. 

vii. 30 使 得 AA0=0 有 日 AV0=A. 

viii. A AA=0. 
布尔 代数 的 一 个 例子 是 某 个 集合 X 的 子 集 的 代数 G@， 其 中 V ，A， 解 释 为 U， 门 ， 一 ， 我 们 有 
时 称 V ，A， 为 “并 ”,“ 交 ”与 “ 补 ” 

一 个 布尔 代数 @ 成 为 偏 序 ， 若 我 们 定义 A 和 8B 为 AAB=A. 那么 0 是 最 小 元 , 而 X=0 是 
最 大 元 ， 此 外 ，A VB 是 @ 内 的 比 A 和 B 都 大 的 最 小 元 . 

一 个 布尔 代数 @ 称 为 布尔 co 代数， 车 对 于 每 个 @ 的 元 素 的 序列 (A, ) 存 在 一 个 最 小 元 素 B 使 


得 A, 态 B 对 于 所 有 7 成立， 这 个 元 素 B 记 为 V A,， 在 一 个 布尔 代数 中 ， 元 素 C 一 人 V 4 


是 使 得 C 志 A 对 于 所 有 成立 的 最 大 元 素 ， 写 作 C= 人 A,， 布尔 a 代数 的 一 个 例子 是 集合 
的 子 集 的 a 代数 . 另 一 个 例子 是 : 令 (X，Q@，y) 为 测度 空间 且 多 是 零 测 度 集 族 .Q@ 中 的 两 个 集 
合 称 为 模 驱 等 价 ， 若 它们 的 对 称 差 属 于 哎 . 等 价 集 的 有 限 或 可 数 并 集 与 交集 等 价 ， 因 而 等 价 集 
类 构成 一 个 布尔 a 代数， 我 们 将 它 记 为 @/ 哎 . 

每 个 布尔 代数 同 构 于 适当 空间 X 的 子 集 的 代数 ， 但 并 非 每 个 布尔 c 代数 同 构 于 某 个 空间 的 
子 集 的 e 代数 ， 我 们 遇 到 的 最 多 的 情形 是 最 后 一 个 例子 ， 这 里 布尔 c 代数 是 &/ 咏 ， 事 实 上 ， 我 
们 需要 的 的 仅 有 的 性 质 是 个 若 AE Q@ 且 BEQ@, 其 中 BEA, 则 BEN; (ii) 若 A,€RKR， 则 


VA,€Er. 具有 这 些 性 质 的 布尔 代数 @ 的 子 集 称 为 6 理想 ， 且 我 们 可 以 定义 @ 模 的 等 价 类 


”的 布尔 a 代数 Q@/ 抑 . 


一 个 由 集合 和 X，X 的 子 集 的 o 代数 @ 以 及 Q@ 的 o 理想 多 组 成 的 三 元 组 (X，Q@，K) 称 为 具有 
零 集 的 可 测 空间 ， 那 么 @/ 哆 给 了 我 们 一 个 典型 的 布尔 e 代数 ， 对 于 形 如 Q@/ 折 的 布尔 o 代数 ， 
区 别 点 (X 的 元 素 ) 、 集 合 (@ 的 元 素 ) 和 G@/ 哎 的 元 素 ( 模 零 集 的 集合 ) 特 别 重 要 ， 

对 于 两 个 布尔 a 代数 之 间 的 映射 $8: @ 一 B, 若 BC(A) 一 B(A)’, B(A1VA:)=B(A1)V 


8B(As)， 且 B( VV A;) 一 V8(A,), 我 们 称 它 为 o 同 态 ， 因此 存在 从 GQ 到 @/t 的 自然 o 同 态 ， 
它 是 通过 将 BCA) 作 为 @/ 匈 中 包含 @ 的 等 价 类 来 定义 的 . 

今 (X，Q@， 换 ) 为 具有 和 零 集 的 可 测 空间 且 /，g 为 X 上 的 两 个 可 测 函 数 ， 我 们 说 /一 g 几乎 
处 处 [mw]， 若 存在 一 个 集合 NE 多 使 得 只 要 有 zxFN 就 有 f(x) 二 g(x). 在 文中 许多 地 方 不 区 
别 几 乎 处 处 相等 的 函数 ， 这 导致 我 们 考虑 模 相等 几乎 处 处 成 立 的 XX 上 的 实 值 可 测 函 数组 成 的 
空间 M(X)。， 我 们 常常 遵从 早期 的 不 正式 的 实际 做 法 ， 即 谈 到 一 个 函数 属于 M(X) 我 们 指 的 
是 了 所 属 的 等 价 类 [ 方 .我 们 将 模 相等 几乎 处 处 成 立 的 扩充 的 实 值 函 数 空间 记 为 M"(X). 

车 f 和 gg 是 两 个 几乎 处 处 相等 的 可 测 函数 ， 则 集合 {z: f(z)<a} 和 {z: g(x)<<a) 仅 相差 
_ 个 集合 NE 区 因此 M* (X) 的 每 个 元 素 [ 门 通过 对 于 某 个 属于 [ 门 的 了 人 令 8 为 包含 
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{ZX: 了 f(x) 之 a) 的 等 价 类 确定 了 布尔 o 代数 &/ 哎 的 元 素 族 {B.: a€ R}. 我 们 称 @/ 取 的 元 素 的 族 
{B,}) 为 函数 f 的 体 (soma)。s， 一 个 函数 的 体 满 足 

i， 对 于 wa<8，B.<B, 

i 只 要 a<B8 且 B=lima, Bs= V B,. 
任何 以 R 为 序 且 满足 GD 和 (ii 的 布尔 c 代数 的 元 素 簇 {B,} 称 为 一 个 抽象 体 ， 以 下 命题 说 的 是 布 
尔 o 代数 @/ 抑 的 每 个 体 是 M"(X) 的 某 个 元 素 的 体 . 

2. 命题 令 ( 久 ，Q@， 抑 ) 为 具有 罕 集 的 测度 代数 县 {Bs。) 是 @/ 凶 的 体 ， 那 么 惟一 存在 
M*" (X) 的 元 素 [ 让 使 得 {B。) 是 [的 体 ， 元 素 [ 有 为 实 值 ， 即 它 属 于 MC(X)， 当 且 仅 当 

i V B, 一 外 及 人 B=%. 

证 明 体 是 {B,} 的 函数 f 的 存在 性 由 命题 11. 10 得 到 .为 建立 惟一 性 ， 令 g 为 任意 可 测 函 
数 ， 其 体 是 {B.}， 那么 对 于 每 个 满足 a<8 的 有 理 数 对 (a，B〉 集 合 

{Xi:g(z) Laff = (zg) <a) ~ (rz:f(7) < B)， 
因而 必须 也 属于 和 L， 因 此 集合 
{zigC7) < fF =U) {riglr) <a<BE fa)) 


必须 属于 NN， 类 似 地 ， 集 合 {z: 0) 之 (2)) 必 须 属于 抠 ， 因而 /一 g 几乎 处 处 成 立 . 国 

以 下 命题 是 有 用 的 系 : 

3. 命题 ( 西 科 尔 斯 基 ) 令 (X，Q@， 了 ) 为 具有 零 集 的 可 测 空 间 ， 且 令 四 为 [0，1j] 的 博 雷 尔 
集 族 3 到 5 代数 @/ 咏 的 5 同 态 ， 满 足 盏 ([0，1]) 一 X， 那 么 存在 从 X 到 [0， 1 的 可 测 映 射 使 得 
对 于 每 个 BEB 有 wp I[B] 属 于 等 价 类 @$(B). 若是 具有 这 个 性 质 的 任意 其 他 点 映射 ， 则 J 二 9 
在 除 换 的 子 集 外 成 立 . 

证 明 令 A =@([0， 四 )， 那么 (4。} 是 属于 @/ 驱 的 体 ， 因 而 存在 一 个 函数 PE M(X)， 其 
体 是 {A,)， 由 于 A 二 多 且 对 于 a>1 有 A 二 X， 因而 0<qg1, 且 9 将 X 映 入 [0， 1J. 令 : 
PB>@/ 抽 为 定义 为 亚 (B) 二 pg“'(B) 的 o 同 态 ， 那么 

更 ([o,a)) = A, = $B([0,a)). 
因此 亚 和 @ 在 半 开 区 间 上 一 致 、 由 于 它们 是 o 同 态 ， 因 而 它们 在 a 代数 上 一 致 . 因此 对 于 所 有 
博 雷 尔 集 有 B 王 耿 . 三 


8. 证 明 在 一 个 布尔 o 代数 中 有 
BA(VA.)=V (BAA,. 


9. 令 @ 为 布尔 ec 代数 且 哎 是 布尔 理想 .证 明 车 AABE NK， 则 A'AB'E 取 ， 且 若 (A.AB,.)E 
m， 则 我 们 有 


日 该 词 来 源 于 希腊 语 ， 是 指 “ 体 ”body)， 而 在 Carathéodory[17] 中 ， 称 {B。) 为 “ 体 尺度 ”(soma scale)， 称 每 个 B。 为 
“ 体 ”(soma). 
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(V 4.)A(V B,)e . 
令 @G 和 ?为 布尔 c 代数 且 BB @ 一 B 为 o 同 态 . 令 见 二 {NEQ@: BCN) 一 0)， 那 么 NN 是 @ 的 一 
个 o 理 想 . 


15.3 测度 代数 


谈 到 测度 代数 ， 我 们 指 的 是 布尔 o 代数 @ 与 定义 在 其 上 的 非 负 实 值 函数 jy 使 得 w (A) 一 0 
当 且 仅 当 4=0 且 


A( V Ai)= ZA 
若 对 于 ij，A; 人 Aj 一 0， 我 们 称 上 是 @ 上 的 测度 . 若 (X， $B，p) 是 一 个 有 限 测度 空间 、 抑 是 
零 测 度 集 艇 ， 且 将 .考虑 为 布尔 o 代数 @ 一 2 了 /RR 上 的 测度 ， 即 若 我 们 无 法 区 分 相差 一 个 零 测度 
集 的 3 集合 ， 则 得 到 一 个 测度 代数 . 

在 布尔 代数 中 我 们 定义 两 个 元 素 的 对 称 差 AAB 为 AAB= (4AAB')V(A4A' AB). 若 定义 
p(A，B) 二 《AAB), 则 一 个 测度 代数 成 为 一 个 度量 空间 ， 这 个 度量 空间 总 是 完备 的 ， 且 映射 
A>A’，(A，B) 一 AVB 和 (A，B) 一 AAB 是 连续 的 .一 个 测度 代数 称 为 可 分 的 ， 若 它 作为 一 
个 度量 空间 是 可 分 的 . 

对 于 从 测度 代数 (@ ， 心 到 测度 代数 (3 ，z) 的 映射 6， 若 BC(A)=[@(A)]，@(A1V A:) 一 
BCAD VY BCAs) 及 (A)= 二 v(@B(A))， 则 我 们 称 它 为 同 构 映 入 ， 若 @ 是 映 上 的 则 称 它 为 同 构 ， 若 
测度 代数 作为 一 个 度量 空间 来 考虑 ， 则 一 个 同 构 是 保持 补 和 有 限 并 的 等 距 . 这 就 得 到 一 个 同 构 
也 保持 可 数 并 与 交 ( 见 习题 10). 

测度 代数 @ 的 一 个 元 素 A 尖 0 称 为 一 个 原子 ， 若 BA 仅 发 生 在 B= 二 A 且 B=0 的 情形 . 令 
qm 为 [0，1] 的 可 测 子 集 类 ， 为 零 测度 子 集 类 ， 而 m 为 勒 贝 格 测度 ， 那 么 (9/ 融 ，m) 是 一 
无 原子 的 可 分 测度 代数 ， 以 下 定理 断言 ， 除 同 构 外 ， 这 科 的 人 

4. 定理 (卡拉 泰 奥 多 里 ) 令 (@，1 为 可 分 测度 代数 满足 jp (X) 一 1， 那 么 存在 (@G，7) 到 
由 [0，1] 上 的 勒 贝 格 测 度 m 诱导 的 测度 代数 ( 缴 / 护 ，m) 的 同 构 @. 主公 汪 和 大原 于 导 交 


”下 是 映 上 的 . 


证 明 由 于 (@，y) 可 分 ， 存 在 稠密 于 G@ 的 元 素 序 列 (A,). 令 @ 为 布尔 代数 ， 它 由 取 和 集合 


Ai，…，A, 的 所 有 交集 的 并 集 与 它们 的 补 集 得 到 ， 并 令 G-= Ua， 那么 @。 仍然 是 一 个 布 
尔 代 数 ， 这 是 因为 ， 给 定 任意 属于 @- 的 A 和 B， 它 们 分 别 属于 @, 和 Gs。 但 车 mn， 则 有 
GCCQ,， 因 而 4，4VB 和 AAAB 全 都 包含 于 @.,CCQ-. 

我 们 将 通过 归纳 定义 @w 映 入 所 有 [0，1] 的 半 开 子 区 间 的 有 限 并 集 的 代数 5 的 映射 @， 代 数 
@, 由 4 个 集合 0，A!，A1， XX 构成, 且 pwA1 二 pAi 一 xyX 二 1. 令 

$A) = [0,pA1) ,BA1) = [AD ,B00) = ,BX) = [0,1). 

那么 更 保 持 并 、 交 、 补 与 测度 ， 假 设 现在 已 经 在 @.-: 上 定义 了 下 使 得 它 将 @,_-: 映 上 由 半 开 区 间 
[0，z)，[zi，zz)，…，[xs，1) 生 成 的 代数 且 下 是 测度 保持 以 及 保持 并 和 补 的 测度 . 我 们 想 将 
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映射 8 延 拓 到 G@,. 令 B,，…，B 为 属于 G1 的 集合 ， 它 们 被 映 上 区 间 [0,， zz )，…，[zx;，1)， 
那么 @-1 由 集合 B,，…，B; 的 所 有 有 限 并 集 组 成 且 @, 由 集合 A AB,…, A,AB., A AB,,…，, 
入 A Bi 的 所 有 有 限 并 集 组 成 ， 对 那些 交集 为 0 的 集合 设 @ 等 于 名 ， 对 那些 交集 非 零 的 集合 令 
GA, AB;)=[z;, x;tpu (A AB,))Rh BA AB,)= [zt (A, MB,), ritri). 
由 于 

nCA, A B,)+pu (AA B)) = p(B;) = rin— zj 
我 们 看 到 这 些 是 适当 定义 的 区 间 ，@ 是 测度 保持 ， 且 

BA, A B,) U BA A Bi) = [zj,xi) = B(B,). 
从 中 得 出 我 们 能 延 拓 @ 到 所 有 Q@& 使 得 它 保持 并 、 补 与 测度 . 

为 此 我 们 已 经 通过 归纳 定义 了 从 @。 到 驱 / 哎 的 映射 更 使 得 它 是 测度 保持 ， 因 此 它 是 一 个 
等 距 ， 由 于 @- 在 @ 稠 密 且 度量 空间 踊 / 咏 是 完备 的 ， 因 此 能 延 拓 更 使 之 成 为 从 @ 到 踊 / 叶 的 
等 距 . 

为 看 到 下 保持 补 ， 令 巨 为 任意 属于 @ 的 元 素 且 选 取 AE GQ 使 得 (EAA)<<e， 那么 A'E 
@- 且 ME'AA') 一 ACEAA)<es， 由 于 外 是 一 个 等 距 且 下 (4A 7) 一 一 @(4A)， 我 们 有 m(BE')A 


AA) 一 m(@(E)AGB(A)) 过 e。 因 此 对 于 所 有 6 之 0,， mm(@(E)A (8))< 
2e， 因 此 BCE 二 一 @B(E) 属 于 代数 r/R， 类 似 的 讨论 表明 
BE V F) = ®(E) U GCF). 

由 于 @ 是 一 个 等 距 ， 因 此 它 是 一 对 一 映 和 人 的 .为 确定 $B 的 值 域 ， 令 五 为 用 以 定义 代数 @, 上 的 
映射 @ 的 那些 区 间 的 端点 集 . 那么 四 将 G@. 映 上 端点 属于 FE 的 半 开 区 间 的 有 限 并 和 集 的 代数 . 假 
定 玉 不 是 所 有 的 [0，1]， 且 令 了 为 其 构成 的 [0，1) ~ 的 开 区 间 之 一 ， 即 一 个 包含 于 一 上 其 端 
点 落 在 EE 的 区 间 ， 由 于 了 的 端点 沙 在 E, I 是 B[G@~] 内 区 间 的 极限 ， 因而 落 在 BLG@J]. 令 
AE@ 使 得 [A]=1， 且 令 B 为 @ 的 元 素 满足 B 碾 A， 那么 BL[Bj]CI. 由 于 了 可 被 @。 的 元 素 通 
近 ， 因 此 6(B) 可 被 BLG@. j 的 元 素 通 近 . 而 后 面 的 这 些 集合 或 者 包含 I 或 者 与 1 不 相交 . 因此 
B(B) 一 I 或 8(B) 二 如， 且 由 于 多 是 一 对 一 的 , 我 们 有 B 一 A 或 B 一 2， 因此 A 是 一 个 原子 . 

这 样 我 们 就 证 明了 车 @ 无 原子 ， 则 E=[0，1]. 但 车 EE=[0，1]， 则 每 个 半 开 区 间 属 于 
G[La], 因 此 B[ Qj] 包含 每 个 博 雷 尔 集 ， 由 于 L0， 1] 上 的 每 个 可 测 子 集 是 博 雷 尔 集 和 一 个 零 测度 
集 的 并 集 ， 在 这 种 情形 下 我 们 有 BL@ jj] 二 rm/. 加 

该 定理 说 的 是 ， 车 (X，B，/) 是 一 个 无 原子 的 可 分 测度 空间 且 满 足 jy.〈(X) 王 1， 则 相应 的 
测度 代数 同 构 于 由 [0，1] 上 的 勒 贝 格 测度 诱导 的 测度 代数 . 它 未 曾 断 言 L0，1] 与 和 间 的 点 映 
射 的 存在 性 ， 甚 至 3 到 [0，1] 的 可 测 集 的 集 映 射 的 存在 性 ， 而 是 仅 断 言 3 的 模 零 集 的 集合 与 模 
零 测度 集 的 可 测 集 的 对 应 .因此 若 有 一 个 集合 BE B， 我 们 不 能 将 它 赋予 一 个 可 测 集 而 是 仅 能 
赋予 一 个 [0，1J 的 可 测 集 的 等 价 类 . 下 一 节 我 们 将 建立 断言 由 给 定 的 测度 代数 的 映射 诱导 的 点 
映射 的 存在 性 的 准则 . 


习题 


11. a 令 (@，w 为 测度 代数 且 《A,) 是 元 素 序列 使 得 对 于 n 隆 m，A, 人 A。 一 0。 那 么 V A,= 


399 
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天 


lim V A,. (这 里 lim 意味 着 在 由 y 定义 的 度量 空间 的 极限 . ) 


b. 令 (@，p) 为 测度 代数 旦 (A,) 为 元 素 属于 @ 的 任何 序列 ， 那么 VA, 一 1i 
c. 证 明 若 更 是 测度 代数 (@ ，p) 到 测度 代数 (B，v) 的 同 构 映射 ， 则 


6( V A.,) =V BA,); 
即 @ 是 o 同 态 映 射 . 
12. 证 明 作 为 一 个 度量 空间 的 测度 代数 完备 . [车 (A,) 是 柯 西 序列 ， 可 以 假设 对 于 m,n 之 N 


有 (A,AA。) 二 2-”， 于 是 ,车 也 .= V A,, 我 们 有 y(A.AB,) 二 2“"'. 现在 人 B, = 
limB, =limA,. ] | 

13. 证 明 在 一 个 测度 代数 中 运算 ， 和 人 和 V 是 连续 的 . 

14. 证 明 一 个 测度 代数 (如 同 我 们 已 经 定义 的 满足 w(X)<ce) 仅 可 能 有 可 数 个 原子 ， 因 此 任何 
完备 可 分 测度 代数 或 者 同 构 于 区 间 ( 具 有 勒 贝 格 测度 )， 或 者 同 构 于 由 可 数 个 原子 组 成 的 测 
度 空间 (离散 测度 空间 )， 或 者 同 构 于 前 两 个 空间 的 并 集 . 

15. 讨论 测度 代数 ， 其 中 我 们 允许 p 为 扩充 的 实 值 函 数 . 


15.4 ” 博 雷 尔 等 价 


车 (X，@y 和 ( 巡 ，3) 是 可 测 空间 ， 我 们 或 许 会 问 在 什么 条 件 下 它们 等 价 . 这 里 等 价 指 的 是 
存在 六 映 上 Y 的 一 对 一 映射 p 使 得 p 和 9p-: 是 可 测 的 ， 即 对 于 每 个 AEQ 有 gLA1]E 3 和 对 于 每 
个 BEB 有 gp-'[BJ]E Q@， 一 般 说 来 这 是 一 个 困难 的 问题 ， 本 节 我 们 将 证 明 当 X 和 Y 是 不 可 数 
完备 可 分 度量 空间 时 ， 这 种 等 价 性 总 是 成 立 的 ， 

谈 到 度量 空间 X 上 的 博 雷 尔 集 类 我 们 指 的 是 ， 如 同 通常 的 定义 ，X 上 包含 开 集 (或 等 价 
地 ， 包 含 闭 集 ) 的 最 小 oc 代数 . 令 (X，Q@) 和 (Y，B) 为 两 个 具有 它们 的 博 雷 尔 集 族 的 度量 空间 . 
一 个 映射 f: XY 称 为 博 雷 尔 映射 或 博 雷 尔 可 测 映射 ， 若 对 于 Y 的 每 个 博 雷 尔 集 /1[Bj 是 X 
的 博 雷 尔 集 ， 为 证 明 f 是 博 雷 尔 映射 仅 需 证 明 对 于 每 个 属于 Y 的 开 集 O，f [LO] 是 X 的 博 雷 
尔 集 ， 因 此 连续 映射 是 博 雷 尔 映 射 ， XX 上映 上 YY 的 一 对 一 博 雷 尔 映射 (其 逆 1 ' 也 是 博 雷 尔 映射 ) 
称 为 博 雷 尔 等 价 或 博 雷 尔 同 构 映 射 . 我 们 现在 的 目标 是 证 明 每 个 不 可 数 完备 可 分 度量 空间 与 
[0，1j] 博 雷 尔 等 价 . 

若 定义 博 省 尔 映射 或 博 雷 尔 同 构 映 射 的 阶 或 类 我 们 能 够 对 博 雷 尔 等 价 说 得 更 精确 些 ， 关 一 
个 博 雷 尔 映射 了 是 连续 的 我 们 说 它 是 贝尔 0 类 映射 ， 若 对 于 每 个 开 集 OCY，f “LOj 是 一 个 
F,， 我 们 说 它 是 贝尔 1 类 映射 2， 对 于 一 个 博 雷 尔 等 价 f， 若 f 是 a 类 了 是 8 类 我 们 称 它 为 
(Ca，B) 类 ， 注 意 到 连续 映射 和 1 类 映射 的 (任意 阶 ) 合 成 是 1 类 博 雷 尔 映 射 .我 们 将 证 明 不 可 数 
完备 可 分 度量 空间 与 [0，1] 的 博 雷 尔 等 价 可 取 为 (1，1) 类 . 


口 、 更 高 阶 类 的 定义 参见 KuratowskiL11]， 第 373 页 . 
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我 们 从 一 些 初步 的 观察 和 引 理 开始 ,为 了 本 节 的 目标 我 们 称 度量 空间 的 子 集 下 为 厚 的 ， 
若 每 个 与 E 相交 的 开 集 相 父 E 于 无 限 集 ， 即 若 王 的 每 个 非 空 相对 开 子 集 是 无 限 的 .我 们 称 度 
量 空间 的 子 集 互 为 非常 厚 的 ， 若 王 的 每 个 非 空 相对 开 子 集 是 不 可 数 的 . 注意 到 厚 和 非常 厚 的 
定义 是 绝对 的 : 它们 仅 依 赖 于 而 不 依赖 于 XX 或 嵌入 X 的 方式 . 

点 XEE 称 为 孤立 的 ， 若 存在 一 个 开 集 O 〇 使 得 ONE= {x}， 容 易 看 到 一 个 集合 巨 是 厚 的 
当 且 仅 当 它 没有 孤立 点 ， 若 EE 是 厚 的 ， 则 也 是 厚 的 . 车 玉 是 厚 的 且 O 是 开 的 ， 则 ENO 是 
厚 的 . 

5. 引 理 ”每 个 可 分 度量 空间 和 是 非常 厚 集 下 和 可 数 ( 开 ) 集 C 的 不 相交 并 集 . 

证 明 令 C 为 那些 包含 于 可 数 开 集 的 zxEX 的 集合 ， 由 于 XX 可 分 ， 林 德 勒 夫 性 质 成 立 ， 
且 C 可 被 可 数 开 集 艇 覆盖 ， 该 艇 中 的 每 个 集合 是 可 数 的 .因此 C 是 可 数 开 集 ， 集 合 EF 二 X~C 
具有 性 质 ， 每 个 包含 已 的 点 的 开 集 必 包 含 X 的 许多 不 可 数 个 点 ， 因 此 包含 巨 的 不 可 数 个 点 . 
因此 ， 瑟 是 非常 厚 的 . | | 

6. 引 理 令 下 为 非 室 厚 闭 子 集 ， 那 么 下 二 所 UG 满足 Fi 站 G 二 多， 其 中 所 和 GG 是 非 空 
集 ， 本 闲 且 G 为 下 与 开 集 的 交 . 

证 明 令 zo。 和 zi 为 F 的 两 个 点 ，O 为 任意 包含 zi 且 满足 将 O 的 开 集 ， 那 么 ONF 是 厚 
的 因而 Fi = 二 5 也 是 厚 的 . 设 G 一 FN ， 那 么 G 是 厚 的 ， 由 于 xo€ 成 ， 因 此 集合 所 和 G 
非 空 . 国 

7. 引 理 设 入 是 非 空 厚 的 可 分 度量 空间 ， 那 么 X= UG;， 这 里 (G;) 是 直径 小 于 工 的 不 相 
交 非 空 厚 集 的 无 限 序列 ， 且 满足 每 个 G; 是 闭 集 与 开 集 的 交集 . 

证 明 由 于 X 可 分 ， 因 此 它 可 被 可 数 个 直径 小 于 1 的 开 集 簇 {0;} 和 覆盖. 设 

6.=0.~ (Do). 
那么 G, 是 厚 的 ， 是 闲 集 与 开 集 的 交集 且 直 径 小 于 1， 令 (G;) 为 将 Cs 中 的 那些 空 集 去 掉 得 到 的 
序列 ， 那 么 X= UG;，G; 不 相交 且 非 空 ， 满 足 G1 一 0, 闭 . 车 这 个 序列 仅 是 一 个 有 限 序列 ， 我 
们 可 以 对 G1 反复 运 用 引 理 6 以 得 到 所 要 的 无 限 序列 . | 

如 同 通常 的 做 法 ， 我 们 用 N 表示 具有 离散 拓扑 的 自然 数 集 ， 或 等 价 地 具有 度量 p(n，m) 一 1 车 
1 天 zx。 那么 可 数 个 NN 的 复制 的 直接 积 N* 是 同 胚 于 区 间 的 无 理 点 组 成 的 空间 g 的 度量 空间 (见习 题 
9. 45 或 习题 17)， 空 间 N*? 由 所 有 整数 的 无 限 序列 (zx ?组 成 ， 且 它 的 拓扑 的 基 申 形 如 

太一 (人 (和 NI05 二 for j 委 7 
的 集合 族 给 出 . 

8. 命题 令 X 为 无 孤立 点 的 完备 可 分 度量 空间 ， g 为 单位 区 间 的 无 理 点 的 集合 ， 那 么 存 
在 9g 映 上 X 义 的 一 对 一 连续 映射 9 使 得 对 于 9 的 每 个 开 子 集 0， 9pLO] 是 和 的 一 个 下 。， 

证 明 仅 需 构造 出 N* 映 上 XX 的 一 对 一 映射 p 满足 对 于 N* 的 每 个 开 集 0，y[O] 是 一 
个 开 . 
由 于 XX 无 孤立 点 ， 因 此 它 是 厚 的 ， 根 据 引 理 7 

X=U Ci， 
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其 中 《4G;) 是 无 限 非 空 不 相交 厚 集 序列 ， 且 每 一 个 是 开 集 与 闭 集 的 交集 ， 因 此 每 个 (G: 既是 一 个 
Gs 又 是 一 个 此外， 对 于 z，zEG，oCz，z)<1， 其 中 po 一 是 X 的 度量 ， 

由 于 G; 是 一 个 G。 且 X 是 完备 的 ， 因此 存在 一 个 G; 的 度量 po， 在 G 上 等 价 于 oo 且 使 得 Gi; 成 
为 完备 度量 空间 (命题 ?. 33)， 对 于 每 个 G; 定 义 这 样 一 个 度量 ， 并 且 通 过 当 xi€ Gi,， Xj € G;， 
i 六 j 时 设 p1(x:，zj) 王 00 将 它们 组 合成 X 的 扩充 的 实 值 度量 .我 们 也 取 pi 之 2po 

由 于 每 个 G; 是 厚 的 完备 可 分 度量 空间 ， 因 此 可 以 重复 这 一 过 程 得 到 


G; = U Gy ， 

其 中 (Gs )%, 是 无 限 不 相交 非 空 厚 集 序列 ， 每 一 个 是 开 集 与 (X 内 ) 闭 集 的 交集 ， 对 于 z，Zz E 
Gs ，p Crz，z)<<1， 选取 ps 在 Gs 上 等 价 于 p 满足 p: 之 2p1 且 (Gs，p:) 是 完备 度量 空间 . 

根据 归纳 我 们 将 每 个 有 限 序列 mw 一 (人 二 ，…，zia 对 应 于 集合 Gi ,…,;, ， 其 为 开 集 与 闭 集 的 交 
集 ， 在 度量 p, -其 直径 小 于 1 且 关于 度量 p, 之 2p,-1 完 备 ， 两 个 长 度 为 n 的 不 同 序列 对 应 于 不 相 
交 的 集合 .也 有 

-Us 
令 > 一 (人 EN， 且 设 9 = 人 na， 机 zt》 由 于 G， 直入 小 于 2 " 9 因此 交集 


上 


1 


1 


至 多 有 一 点 . 

对 于 每 个 n 选取 元 素 zx, EG, .那么 对 于 ! 疡 2 有 Xx1€EG, CCG,， 因 而 对 于 4，m 之 n 有 
plz1，zm) 达 2“”， 因 此 (zx,) 是 一 个 柯 西 序列 ， 且 根据 《X， o? 的 完备 性 它 收 敛 于 元 素 zx, EX， 对 
于 l/，m 之 n 我 们 也 有 

pr zirTm) < 2 
因此 (xz;) 是 一 个 属于 (G, ，ps) 的 柯 西 序列 ， 因 此 ，(x) 收 化 于 G, 的 某 一 点 ， 该 点 必 为 x,， 这 
是 由 于 p 和 pi 在 Gs 上 等 价 ， 且 在 (X，p) 中 (x;) 至 多 有 一 个 极限 。 因 此 x.€ 们 G,. 

由 于 门 G, 至 多 有 一 点 ， 我 们 看 到 它 恰好 有 一 点 ， 因 此 对 应 关系 ws) 一 z, 定义 了 从 N" 到 XX 

的 一 一 映射 . 容易 看 到 它 是 映 上 的 ， 且 
pLNi mid = Gai, 
因此 每 个 ;EN* 有 一 个 邻 域 ， 即 NN,， 其 在 的 像 的 直径 小 于 2 因此 ，y 是 连续 的 . 

每 个 开 集 OCN 是 集合 N;… 的 可 数 并 集 ， 因 此 更 [O] 是 形 如 Gi;.… 的 集合 的 可 数 并 集 . 
由 于 后 者 的 每 一 个 是 一 个 F,， 因 此 和 LOjJ 是 一 个 下 图 

9. 命题 令 Z 为 无 理 数 集 g 和 可 数 无 限 离散 集 疡 的 直接 并 集 ， 任 何不 可 数 完备 可 分 度量 
室 间 六 是 由 一 对 一 连续 映射 生成 的 Z 的 像 ， gp 满足 对 于 每 个 开 集 OCZ，gLOj 是 一 个 F. 

证 明 “我们 可 以 写 X= EUC， 其 中 瑟 是 非常 厚 集 且 C 是 可 数 的 ， 若 需要 的 话 ， 去 掉 玉 的 
多 余 点 ， 可 以 假定 C 是 可 数 无 限 的 .由 于 C 是 可 数 的 ， 因 此 EE 仍然 是 非常 厚 的 .由 于 XX 不 可 
数 ， 因 此 EE 非 空 . 

现在 C 是 一 个 下 ,， 因 而 EE 是 一 个 Gs;， 因 此 可 被 重新 度量 化 而 成 为 一 个 完备 的 厚 的 度量 
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空间 ， 令 wm 为 命题 8 给 出 的 g 映 上 玉 的 上 映射。 对 zE 巨 取 p(z) 一 p(z)， 且 到 9 为 D 上 任意 的 
D 映 上 C 的 一 一 映射 由 于 Z 是 g 和 DD 的 直接 并 集 ， 且 在 每 个 求 和 元 p 连续 ， 因 此 p 必须 在 Z 
上 连续 .每 个 开 集 OCZ 是 g 的 开 子 集 和 DD 的 子 集 的 直接 并 集 ， 因 此 pLO] 是 两 个 F。 的 集合 的 
并 集 ， 因 而 它 自身 是 一 个 F,. 

这 个 命题 的 映射 p 是 博 雷 尔 等 价 类 (0，1)， 它 的 逆 是 博 雷 尔 等 价 类 (1，0)， 由 于 博 雷 尔 等 
价 类 (1，0) 与 一 个 博 雷 尔 等 价 类 (0，1) 的 复合 是 博 雷 尔 等 价 类 (1，1)， 因 此 有 以 下 的 系 : 

10. 定理 ( 库 拉 托 夫 斯 基 ) 令 (X，p) 和 (Y，o) 为 两 个 不 可 数 完备 可 分 度量 空间 ， 那 么 它们 
之 间 存 在 一 个 (1，1)? 类 的 博 雷 尔 等 价 . 

特别 地 ， 每 个 不 可 数 完备 可 分 度量 空间 博 雷 尔 等 价 于 [0，1]. 
16. a. 证 明 一 个 厚 集 的 闭 包 是 厚 的 . 

b. 证 明 一 个 厚 集 与 开 集 的 交集 是 厚 的 . 

c, 证 明 一 个 集 是 厚 的 当 且 仅 当 它 无 孤立 点 . 
17. 证 明 每 个 可 数 完备 度量 空间 有 孤立 点 . 
18. 车 度量 空间 存在 一 个 由 既 开 又 闭 的 集合 组 成 的 拓扑 基 ， 则 我 们 说 它 是 零 维 的 . 

a. 证 明 零 维 空间 的 每 个 子 集 是 零 维 的 . 

b. 令 巨 为 区 间 TCR 的 子 集 ， 其 补 集 稠密 于 了， 那么 下 是 零 维 的 . 

c, 若是 零 维 的 ， 则 引 理 7 的 集合 G, 可 到 为 开 的 (和 闭 的 )， 

d. 令 ECR 为 一 个 无 孤立 点 的 Gy 使 得 疙 在 R 稠密 ， 那么 EE 同 胚 于 N*. [提示 : 在 证 明 命 

题 8 中 运用 (c). ] 


15.5 完备 可 分 度量 空间 上 的 博 雷 尔 测度 


令 为 度量 空间 ， 谈 到 X 上 的 博 雷 尔 测度 我 们 指 的 是 定义 在 X 的 博 雷 尔 集 上 ， 或 由 于 我 
们 倾向 于 处 理 完备 测度 ， 这 样 测度 的 完备 化 上 的 测度 . 我 们 从 李 特 尔 伍德 第 一 原理 的 一 个 推广 
开始 ， 它 叙述 的 是 有 限 测度 的 某 种 正则 形式 . 
11. 命题 令 0 为 度量 空间 X 上 的 有 限 博 雷 尔 测度 ， 那么 对 于 任意 博 雷 尔 集 玉 ， 我 们 有 
1 下 二 inf{jyO;EC 0O,O 是 开 的 ) 


WE 二 sup{yF :FCE,F 是 闲 的 ). 
证 明 ”满足 该 命题 结论 的 集 族 只 是 一 个 o- 代 数 ， 若 中 包含 所 有 闭 集 ， 则 它 必须 因此 包含 所 
有 请 雷 尔 集 . 
每 个 闭 集 自动 满足 这 些 条 件 的 第 二 条 ， 因 此 我 们 仅 需 证 明 对 于 每 个 闭 集 下 有 
JI 下 一 inftpO:O 忆 FE,O 是 开 的 }、 
由 于 FCO， 因 此 jyF 志 KxO， 因 而 FF 至 多 等 于 下 确 界 . 另 一 方面 ， 度 量 空间 的 每 个 闭 子 集 是 一 
个 G;， 因 此 存在 开 集 序列 O; 满足 
F=(0O:. 


264 第 三 部 分 一 般 测度 与 积分 论 


由 于 m0O, 过 co， 所 以 有 jyF=limyO; 之 inf{yO: ODDF，O 开 的 }. | | 

两 个 测度 空间 (X，Q@，y) 和 (Y，B，v) 称 为 同 构 ， 车 存在 从 关上 映 上 YY 的 一 个 一 对 一 映射 
9 使 得 对 于 所 有 AEQ@ 有 gLA]E B 与 v(ypL[LA]) 一 yA， 且 对 于 所 有 BEB 有 gpg 1[BjE QG， 因 此 
A(p9 "LBj) 二 vB， 为 简 音 起见， 我 们 常 说 测度 jy 和 是 同 构 的 ， 若 两 个 测度 是 同 构 的 ， 则 它们 
的 完备 化 是 同 构 的 ， 作 为 任何 不 可 数 完备 可 分 度量 空间 与 [0，1] 的 博 雷 尔 等 价 性 的 推论 ， 我 们 
有 以 下 命题 

12. 命题 每 个 不 可 数 完备 可 分 度量 空间 上 的 博 雷 尔 测 度 同 构 于 L0，1] 上 的 博 雪 尔 测度 . 

在 有 限 测度 情形 将 得 到 更 精确 的 结果 ， 我 们 首先 叙述 可 分 度量 空间 上 的 博 雷 尔 测 度 的 一 些 
性 质 ， 而 把 它们 的 证 明 留 给 读者 (习题 21 和 22). 

13. 命题 令 和 为 可 分 度量 空间 且 凡 是 和 上 的 博 雷 尔 测度 ， 那 么 惟一 存在 一 个 闭 集 下 CX 
使 得 (XX~ 下 二 0 且 ApCFIO)>0 对 于 每 个 满足 下 门 O 隆 所 的 开 集 〇 成 立 . 

命题 给 出 的 闭 集 下 称 为 w 的 支撑 . 我 们 说 博 雷 尔 集 上 的 博 雷 尔 测 度 jy 严格 正 ， 若 对 于 
每 个 满足 五 门 O 关 好 的 开 集 O 有 ACE 站 O)>0. 因此 测度 Ap 的 支撑 是 使 得 jy 在 其 上 严格 正 的 最 
大 闭 集 和 其 补 集 为 零 测度 集 的 最 小 闭 集 . 

博 雷 尔 集 A 称 为 测度 w 的 原子 ， 若 给 定 任何 的 博 雷 尔 集 BCA 或 者 有 yjB 二 0 或 者 有 
AAA 一 了 B) 天 0， 以 下 命题 是 可 分 空间 的 原子 的 有 用 性 质 . 

14. 引 理 令 jy 为 可 分 度量 空间 久 上 的 博 雷 尔 测度 ，A 是 j 的 一 个 原子 ， 那么 存在 点 XE 
A 使 得 

nu(A ~ {xz}))=0. 

我 们 称 {z} 为 原子 A 的 支撑 . 回顾 车 jy 是 有 限 的 (或 有限 ) 则 它 只 能 有 可 数 个 原子 . 令 j 
为 有 限 (或 有限) 测度 且 C= {zx;: {zi} 是 jy 的 原子 的 支撑 }， 那 么 C 是 一 个 可 数 集 ， 且 jy 限制 
于 XX~C 无 原子 . 定义 为 uzE 二 ux(ENMmC) 的 测度 js 称 为 的 原子 部 分 ， 定义 为 jn (EE) 二 jy(E~ 
C0) 的 测度 yu 称 为 wx 的 无 原子 部 分 或 w 的 连续 部 分 ， 显 然 ，y 王 jn 十 4:， 且 这 个 分 解 是 惟一 的 . 
我 们 称 C 为 测度 jy; 的 承载 形 . 注意 到 js 的 支撑 是 集合 C， 它 一 般 比 C 大 ,集合 XX~C 是 一 个 
G，. 我 们 用 以 下 引 理 概括 这 些 事实 : 

15. 引 理 令 j 为 可 分 度量 空间 关上 的 有 限 ( 或 o 有限) 博 雷 尔 测 度 ， 那 么 义 是 不 相交 集 的 
并 集 XX 一 XX1 UC， 其 中 C 是 可 数 集 ，Xi 无 孤立 点 ， 凡 限制 于 XI 无 原子 . 

证 明 令 C 为 4 的 原子 部 分 的 承载 形 与 引 理 5 中 具有 非常 厚 的 补 的 可 数 集 的 并 . 国 

谈 到 标准 测度 空间 我 们 指 的 是 以 下 测度 空间 之 一 : 

i. 区 间 [a，5jCR， 其 中 m 是 勒 贝 格 测度 或 mx 是 零 测度 . 

i. 可 数 离 散 集 (比如 说 ， 整 数 集 ) 且 m 是 任意 有 限 测度 . 

ii. 类 型 G) 和 类 型 (让 之 一 的 测度 空间 的 不 相交 的 并 集 . 

16. 定理 令 0 为 完备 可 分 度量 室 间 久 上 的 有 限 博 雷 尔 测度 ， 那 么 (X， 呈 ，A) 同 构 于 标准 
测度 室 间 ， 若 义 不 可 数 且 pj 无 原子 ， 则 ( 久 ， 避 ，j) 同 构 于 类 型 (让 的 标准 测度 空间 ， 

证 明 车 祥 可 数 ， 则 (X，B，y) 同 构 于 类 型 (让) 的 测度 空间 . 假设 立 不 可 数 且 有 原子 . 
令 C 为 4 的 原子 部 分 的 承载 形 ， 那 么 C 可 与 负 整 数 集 的 子 集 一 一 对 应 ， 且 y 限制 于 C 同 构 于 
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该 集 上 的 测度 . 

由 于 X~C 是 一 个 G;，、 它 可 重新 度量 化 为 完备 度量 空间 ， 因此 仅 需 证 明 若 4 是 不 可 数 完 备 
可 分 度量 空间 X 上 的 无 原子 博 雷 尔 测度 ， 则 (X，B，y) 同 构 于 L0，5] 上 的 勒 贝 格 测度 ， 其 中 
6 二 xX( 我 们 假设 它 为 正 的 ). 

根据 命题 12 测度 空间 (X，B，y) 同 构 于 [0，1J 上 的 博 雷 尔 测度 yy. 令 下 为 4 的 支撑 ， 且 
我 们 首先 考虑 下 二 [0，1] 的 情形 ， 令 p(x) 为 定义 为 p(x) 二 pyL0，x] 的 4 的 累积 分 布 函 数 ， 由 
于 无 原子 ， 因 此 p 是 连续 的 .4 的 支撑 是 [0，1]， 因 而 p 严格 增 ， 因 此 gp 是 [0，1j] 映 上 
[0， 65] 的 同 胚 映射 ,容易 看 出 对 于 任何 博 雷 尔 集 E CL0, 1], yxE=m(gLE]). 

剩 下 的 仅 需 考虑 的 支撑 下 适当 地 包含 于 L0，1j 的 情形 ， 令 G=(0， 1 站 FEF, 那么 G 是 一 
个 开 集 因而 是 可 数 个 开 区 间 秘 的 不 相交 的 并 集 . 令 y(z) 二 kL0，z]， 那 么 9 是 [0，1j 映 上 
[0, 5] 的 连续 映射 ， 其 中 5 二 uyX, 但 yy 将 G 的 每 个 区 间 映 上 单 点 令 工 和 RR 为 G 的 区 间 的 左 
(或 右 ) 端 点 集 ， 那 么 gLGj 二 yg[LLj 一 gLRJ. 

设 互 =FNRNEN， 其 中 吕 是 下 的 可 数 子 集 ， 那么 gp 是 下 映 上 [0，6j~JLRj] 的 一 对 一 
连续 映射 ， 由 于 y 将 下 的 紧 集 映 到 紧 集 ， 因 而 它 将 日 的 相对 闭 子 集 映 上 [0， bj~gLRUDj] 的 
相对 闭 子 集 ， 因 此 它 是 互 映 上 [0,， 6~ERUDj 的 同 胚 映射 令 N 为 包含 于 y[ 昌 | 的 无 孤立 
点 的 非 空 G; 且 有 mN = 二 0， 根 据 引 理 6 我 们 可 以 把 N 表示 为 两 个 非 空 无 孤立 点 的 Gs 的 不 相交 
的 并 集 N 二 NiU N;， 由 于 1[Nj 是 无 孤立 点 的 Gs,， 因 而 存在 一 个 y "LNj 与 Nj; 之 间 的 博 雷 
尔 等 价 g、 一 个 G 与 Ns 之 间 的 博 雷 尔 等 价 以 及 一 个 LURUD 与 gLRUDj] 之 间 的 博 雷 尔 等 价 . 
将 这 些 博 雷 尔 等 价 与 5 | (五 一 虹 :[LN]) 放 在 一 起 给 出 了 [0， 菇 与 [0， 扫 的 博 雷 尔 等 价 y 对 任 
何 属于 [0， 中 的 博 雷 尔 集 已 ， 

mE= m([E UN]~ yLR U DJ 
= yg [EU N] ~ YR UYU DJ 
= u(y LED. 加 

在 建立 最 后 一 个 定理 时 ， 我 们 不 曾 关注 博 雷 尔 等 价 的 类 型 ， 但 有 时 有 其 他 博 雷 尔 等 价 版 本 
是 有 用 的 ， 在 那里 我 们 的 来 自 于 “标准 ”空间 的 映射 是 如 命题 9 给 出 的 (0， 1) 型 的 博 雷 尔 等 价 . 
由 于 现在 对 博 雷 尔 等 价 p 有 更 多 的 要 求 ， 因此 必须 允许 所 取 的 标准 空间 有 更 多 的 自由 度 .为 简 
单 起 见 我 们 仅 沽 虚无 原子 测度 的 情形 ， 这 导致 下 面 的 定义 ， 

谈 到 无 原子 标准 度量 测度 空间 我 们 指 的 是 其 上 具有 博 雷 尔 测 度 m 的 度量 空间 Z， 其 中 
(Z，m) 是 以 下 测度 空间 之 一 : 

i. Z 二 [a, 56]~~D1， 其 中 [a，5]CR，Di 可 数 且 m 是 勒 贝 格 测度 . 

ii Z 一 (59，o] 一 D,， 其 中 (8，cCR，PD: 可 数 县 m 是 零 测度 . 

ii. 类 型 i) 的 测度 空间 和 类 型 (让 测度 空间 之 一 的 不 相交 的 并 集 . 

用 命题 9 而 非 它 的 系 ， 我 们 有 以 下 定理 . 该 定理 的 证 明细 节 留 给 读者 . 

17. 定理 “ 令 /" 为 完备 可 分 度量 空间 X 上 的 有 限 博 雷 尔 测度 ， 那 么 存在 从 标准 度量 测度 空 
间 乙 映 上 X 的 连续 一 对 一 映射 p: Z> 久 使 得 对 于 每 个 开 集 O 〇 CZ，gqpLOj 是 一 个 F。 且 对 于 每 个 
博 雷 尔 集 ECX, yuE==m(g[LEJ]). 
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我 们 必须 允许 从 Z 去 掉 可 数 集 D, 和 D;; 否则 根据 p 的 连续 性 ，yp[2] 厚 的 部 分 是 紧 的 和 


连通 的 . 此外， 当下 是 的 支撑 时 gp '[X~Fj] 必 须 为 开 的 .因此 当 j 的 支撑 不 包含 X 所 有 的 


厚 的 部 分 时 类 型 (ii) 的 成 员 出 现在 我 们 面前 . 

作为 该 定理 的 推论 我 们 有 以 下 命题 ， 当 X 完备 时 它 加 强 了 命题 11. 

18. 命题 令 义 为 完备 可 分 度量 空间 且 j 为 鲜 上 的 博 雷 尔 测度 ， 那 么 对 于 每 个 满足 
WE 过 oo 的 博 雷 尔 集 世 ， 我们 有 

nuE = sup{uxK: KCE,K 紧 }. 

证 明 用 v 人 代替/， 这 里 v4=AwC4mE)， 可 以 看 到 仅 需 对 有 限 测 度 建立 命题 . 为 简单 起 
见 ， 我 们 假定 w 无 原子 ， 那 么 存在 标准 度量 测度 空间 映 上 X 的 连续 映射 p 使 得 jE 二 mA， 其 
中 A 二 [a,，6j 站 p '[E]. 命题 3. 15 说 的 是 给 定 s>0， 存 在 闭 集 FCA 使 得 

mF > mA—e. 
由 于 下 是 有 的 团 有 界 子 集 ， 因 此 它 是 紧 的 ， 根 据 的 连续 性 ，K 一 gLFj 也 是 紧 的 .因此 KCE 上 有 
=mF>mA—e=yE—e. 

由 于 e 任意 ， 因 此 得 到 命题 . | 
19. 证 明 满足 命题 11 结论 的 集 人 能 尽 是 一 个 c 代数 . [提示 : 

a. 集合 互 满足 第 一 个 条 件 当 且 仅 当 五 满足 第 二 个 条 件 . 

b. 车 (已 是 集合 序列 ， 则 每 个 E; 满足 第 一 个 条 件 ， 作 E; 也 如 此 . 

c. 若 (E;) 是 集合 序列 ， 则 每 个 E; 满足 第 二 个 条 件 ，UE; 也 如 此 . 

d. 集 艇 内 是 一 个 o 代数 . ] 
20. 证 明 若 测度 空间 (X，Q@，y) 和 (Y，B，v) 是 同 构 的 ， 则 它们 的 完备 化 (X，G。，j) 和 (Y， 

B,D) 也 是 同 构 的 . 
21. 证 明 命 题 13. [提示 ; 令 U=U({O; O 开 且 jO=0}, 那么 jU==0,， FF 二 X~U 是 所 要 的 

集合 . ] 
22. 证 明 引 理 14. [提示 : 定义 v 为 vE 二 y(E 门 A)， 那么 v 的 支撑 恰 有 一 点 . ] 
23. 证 明定 理 17. 
24. 当 py 有 原子 时 将 命题 18 的 证 明细 节 补 充 完整 . 
5. a. 证 明 : 车 我 们 允许 半 有 限 区 间 [0，co) 出 现在 标准 测度 空间 的 定义 中 ， 则 定理 16 可 延 拓 

到 oc 有 限 测度 y 的 情形 . 
b. 修改 标准 度量 测度 空间 的 定义 使 得 定理 17 也 包含 c 有限 测度 的 情形 . 
c. 证 明 命题 18 中 的 假设 “xE 二 oo” 可 以 减弱 为 “EE 是 一 个 o。 有限 测度 的 集合 ”. 


15.6 完备 可 分 度量 空间 上 的 点 映射 与 集 映 射 


令 (X，Q@&， 9 和 CY, B，M) 为 具有 零 集 的 可 测 空间 ， 其 中 X 和 Y 为 可 分 度量 空间 ，@ 
和 B 是 它们 的 博 雷 尔 集 ， 本 节 我 们 研究 在 何 种 程度 布尔 o 代数 @/R 和 B/k 的 o 同 态 与 同 构 由 
点 映射 诱导 ， 以 下 命题 是 命题 3 与 定理 10 的 直接 结果 . 


CS 
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19. 命题 令 (X，@， 驱 ) 为 具有 零 集 的 可 测 空间 ，Y 是 不 可 数 完备 可 分 度量 空间 ,是 Y 
的 博 雷 尔 集 B 到 @/ 多 的 o 同 坊 ， 那 么 存在 一 个 外 映 上 YY 的 博 雷 尔 可 测 映 射 p: XX>Y 使 得 对 于 
每 个 BEB 有 gp :[B] 属 于 等 价 类 (B)， 若 是 任何 具有 这 个 性 质 的 其 他 博 雷 尔 映射 ， 则 9 一 
ya.e. [Lm]. 

以 下 定理 是 冯 “。 诺 伊 曼 定理 的 一 个 推广 ， 其 假设 了 更 是 关于 @ 和 ?3 上 的 适当 测度 的 测度 保 
持 ， 这 个 假设 是 不 必要 的 . 

20. 定理 令 和 和 Y 为 完备 可 分 度量 空间 ，@ 和 ?是 它们 的 博 雷 尔 集 ， 踊 和 马 是 @ 和 3 内 
的 go 理想 ， 若 外 是 @/ 肌 映 上 B/ 抽 的 o 同 构 ， 则 硝 在 集合 XoE 9 和 集合 YoE 踊 以 及 YY 一 Yo 映 
上 X~X。 的 一 对 一 映射 p， 使 得 pg 和 gp ! 可 测 且 BC(A) 一 p '[Aj] 模 抑 . 

证 明 ”根据 命题 19 存在 诱导 更 和 更 ! 的 博 雷 尔 可 测 映射 p: YX 和 y: X>Y， 由 于 y。9 
诱导 @ /NM 上 到 其 自身 的 恒 等 o 同 构 ， 根 据 命题 19 的 惟一 性 断言 我 们 必须 有 4。9? 一 id a.e. 
[mw]， 因 此 存在 集合 X。€ 驱使 得 p 是 X 一 Xe 上映 上 pL[X~X。] 的 博 雷 尔 等 价 ， 由 于 gLX~X。] 
属于 等 价 类 @G-1(X) ， 它 是 包含 Y 的 等 价 类 ， 因 此 有 YY。 二 Y~gLX~X。oj 是 抑 的 一 个 元 素 . ”时 

若 博 雷 尔 集 X。 和 了 Y, 有 相同 的 势 ， 则 从 Kuratowski[11] 的 结果 得 知 它 们 博 雷 尔 等 价 ， 且 因 
此 博 雷 尔 等 价 p 可 延 拓 为 X 与 Y 的 博 雷 尔 等 价 ， 简 单 的 例子 (习题 25) 表 明 Xe 和 了 Yo 可 以 有 不 
邮 的 势 ， 因 而 出 现 一 个 或 另 一 个 是 不 可 避免 的 ， 然 而 ， 正 如 以 下 定理 所 证 明 的 ， 若 更 是 @/ 红 
映 上 它 自身 的 自 同 构 ， 则 它们 可 被 排除 . 

21. 定理 令 义 为 完备 可 分 度量 空间 ，B 为 义 的 博 雷 尔 集 族 ，L 是 B 的 go 理想 ， 若 四 是 任 
何 吕 /了 映 上 其 自身 的 o 同 构 ， 则 存在 下 映 上 它 自身 的 一 对 一 映射 9 使 得 p 和 gp 为 博 雷 尔 可 测 
且 B(A)= 二 pg '[Aj 模 抑 . 

证 明 ”根据 定理 20 存在 属于 兄 的 集合 X。 和 YY, 与 一 对 一 的 XX~Y。 映 上 XX~X。 的 博 雷 尔 可 
测 映射 J.， 令 

Zo = Xo UU Yo ,Zi = gLZo] U fy! [Zo 1],Zr = gLZ.] U LZ,j. 
由 于 yy 和 wy ! 将 抑 的 集合 映 入 的 集合 ， 因 此 有 ZE RN. 设 Z=UZ,， 那 么 ZE N， gLZ]CZ, 
且 六 1L[ZJC2Z. 因此 yy 和 yy! 是 X~Z 映 入 X~Z 的 一 对 一 映射 且 由 于 它们 是 互 逆 的 ， 因 此 它 
们 必须 将 六 ~Z 上 映 上 X~Z. 车 XEX~Z 令 g(rz)=y(x), 车 xzE2Z 令 g(x) 一 x， 这 样 来 定义 
p， 则 gp 是 X 映 上 其 自身 的 博 雷 尔 等 价 且 除 在 集合 ZE 抑 外 与 jy 一致. 图 

我 们 说 度量 空间 X 是 拓扑 完备 的 ， 若 有 一 个 等 价 的 度量 使 它 完 备 。 最 后 两 节 的 命题 和 定 
理 中 XX 完备 的 条 件 可 被 X 拓扑 完备 的 条 件 代替 ， 这 是 因为 度量 自身 在 这 些 命题 和 定理 的 结论 
中 没有 出 现 ， 度量 空间 拓扑 完备 的 条 件 等 价 于 作为 一 个 绝对 的 Gs 的 条 件 : 完备 度量 空间 的 每 
个 G; 是 拓扑 完备 的 ， 且 任何 度量 空间 的 拓扑 完备 子 集 是 一 个 G;:。 因 此 XX 拓扑 完备 的 条 件 保 证 
X 的 博 雷 尔 子 集 绝对 可 测 ， 即 它们 是 它们 所 嵌入 的 任何 度量 空间 的 博 雷 尔 子 集 . 

在 本 节 的 定理 中 完备 性 的 假设 对 得 到 点 映射 是 必要 的 ， 这 可 用 以 下 例子 说 明 . 存在 集合 
ACro， 1] 满 足 m' A 二 1 及 m" B=1， 其 中 B 一 [0, 1]~A( 见 Halmos[5]，70 页 ). 令 y: 有 一 
R 定义 为 J(x) 一 一 x+， 对 于 每 个 集合 ECR， 令 h(E) 为 它 的 可 测 包 ( 见 12. 6 节 )， 那 么 h(E) 由 
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模 零 测度 集 确 定 ， 因 而 h(E) 可 取 为 B83/ 了 m。 的 一 个 元 素 ， 其 中 3 是 [一 1，1j 的 博 雷 尔 子 集 类 ， 
Mm。 是 零 测度 集 类 . 令 . 久 二 AUy[LB]， 且 取 @ 为 形 如 E=XNF 的 站 的 子 集 的 o 代数 ， 其 中 下 
是 博 雷 尔 集 ， 取 多 为 由 零 测度 集 组 成 的 @ 的 子 集 ， 那 么 ht(X 间 F) 是 属于 下 的 等 价 类 ， 因 而 hh 是 
Q@/ 抑 映 上 B/M, 的 o 同 构 ， 若 定义 为 
DE) = Xf gLACE)], 

则 丐 是 一 个 @/ 哎 映 上 其 自身 的 c 同 构 . 令 9@ 为 由 BCF) 王 [FE 站 XI 给 出 的 [一 1，1 的 博 雷 尔 子 
集 映 上 @/ 叹 的 映射 ， 那 么 诱导 6 。@ 的 任何 映射 90: X>[ 一 1，1j 必 须 等 于 y 几乎 处 处 成 立 ， 
但 匀 和 yLX] 除 0 外 不 相交 ， 从 这 可 得 到 不 存在 诱导 $B 的 点 映射 p: X 一 X. 

在 这 个 例子 中 我 们 看 到 相伴 随 的 点 映射 应 是 5， 但 y 不 可 能 将 XX 映 和 人头 ， 这 是 因为 有 
“ 太 多 裂 链 ”"， 用 适当 的 度量 将 X 完备 化 可 填 满 这 些 裂 颖 使 得 y 将 X 的 点 映 为 完备 化 过 程 中 所 
增加 的 点 . 


26. 证 明定 理 20 中 集合 X。 和 和 YY,( 或 至少 它们 中 的 一 个 ) 是 无 法 避免 的 .[ 令 X 为 LO，1j 的 无 理 
数 集 且 9 二 {名 ),，Y 为 [0，1] 且 mR 为 所 有 有 理 数 集 的 子 集 组 成 的 集合 ， 取 BC(E) 王 EE.] 
27. 令 (X，GQ@， 抑 ) 为 节 末 描述 的 例子 . 
a. 证 明 对 [一 1，1] 的 每 个 博 雷 尔 子 集 王 有 hCFNMX) 一 LF]， 其 中 LF] 为 仪 在 零 测 度 集 上 与 
不同 的 博 雷 尔 子 集 类 . 
b. 证 明 @ 是 @/ 抑 到 其 自身 的 o 同 构 . 
c. 证 明 车 6: X->[ 一 1，1] 诱 导 B。@， 则 9 几乎 处 处 等 于 y. 
d. 证 明 不 存在 诱导 $ 的 点 映射 p: X 一 X. 


1S$.7 Lr 的 等 距 


我 们 通过 导出 刻画 L*[0，1] 映 上 其 自身 的 等 距 ， 即 那些 L?[0，1] 映 上 其 自身 使 得 Uf | 二 
上 | fi 的 线性 映射 来 说 明 上 一 节 定 理 的 用 途 ， 我 们 从 建立 两 个 不 等 式 开 始 ， 第 一 个 不 等 式 是 
关于 实数 (或 复数 ) 的 而 第 二 个 不 等 式 是 关于 空间 L* 的 元 素 的 . 
22. 引 理 令 & 和 为 实数 ， 那 么 著 2 入 p<<o0， 则 
18+ nl? 二 | &—y1* 宇 20 8 上 十 | 71*)， 
而 车 0 过 pp 入 2， 则 
| 8+ pl? 二 | 一 yl? S20 8&4? +1 7 1 ). 
车 志 关 2， 则 等 式 仅 当 & 或 等 于 零 时 成 立 . 
证 明 车 2 一 2， 我 们 有 等 式 对 于 所 有 上 和 7 成 立 . 若 2<p<ce， 则 1 所 pp/2， 运用 指数 为 
p/2 和 p/(p 一 2) 的 赫 尔 德 不 等 式 于 a’ 十 B” 得 到 
a BS (CartB (1+? 
或 者 . 
0? 十 B? 守 22 (C0? 十 B22. (1) 
若 0<p<2， 用 4/ 户 代替 户 ， 则 (1) 成 为 
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Qa 十 B4 之 9p-2)/p (a? 十 B2)*?. 
车 我 们 用 et 代替 a 而 用 p* 代 兰 68， 该 式 变 成 
a? 十 8 之 202)72(ap 十 B2)202 ， 


或 者 
地 十 B?<C 2 (二 BD. (2) 
由 于 
& 
0 魏 5 < 1， 
全 十 7 
我 们 有 
| | 名 
(TIT ET 2<p (3) 
和 
| &1? a 
rE > FT p<=2. (4) 
”对 wy 得 到 类 似 的 不 等 式 且 相 加 ， 我 们 分 别 得 到 
Iél?+lnl*(E+7F) 2<p (5) 
和 
1 éls+l vl? 二 +7)? p<2. (6) 


我 们 证 明了 仅 当 ==0 或 w=0 时 (3) 或 (4) 的 等 式 成 立 且 因 此 (5) 或 (6) 的 等 式 成 立 . 
假定 p>>2， 在 (1) 中 用 | 6 二 7| 和 1 8 一 7 | 分别 代替 a 和 Bp， 那 么 根据 (5)， 
| 二 十 了 1 十 | nl 2 | 十 | £6 一 91 
二 2(@ 十 及)*? 
>2C0| E14+| y1?) 
这 就 建立 了 引 理 的 第 一 个 不 等 式 ， 且 用 (2) 和 (6) 类 似 地 得 到 第 二 个 不 等 式 . 我 们 看 到 在 p 云 2 
的 任何 一 种 情形 中 仅 当 &=0 或 9 二 0 时 (3) 和 (4) 的 等 式 成 立 . 国 
通过 积分 我 们 有 以 下 引 理 ， 它 是 引 理 22 的 一 个 推论 . 
23. 引 理 邻 1 声 p 二 oo0，p 关 2， 并 假定 f 和 g 属于 L*， 那 么 
lf+gl*+ lf—gl*=20171*+ lal’) 
当 且 仅 当 /。g 一 0 几乎 处 处 成 立 . 

24. 定理 (Lamperti) 邻 1 攻 bp<co， p 天 2，U 是 L*[0，1] 到 其 自身 的 线性 变换 使 得 
IUF l= fll,， 那 么 在 在 一 个 [0，1] 映 上 (几乎 所 有 的 )[0， 1] 的 博 雷 尔 可 测 映射 p 和 一 个 
hEL? 使 得 

Uf 一 六。 (f° 9). 
， 画 教 户 惟 一 确定 (在 ae'. 等 价 范围 内 ) 且 gp 在 hh 关 0 的 集合 上 惟一 确定 (在 ae 等 价 范围 内 ). 
对 于 任意 博 雷 尔 集 忆 ， 我 们 有 


| |h ?a= | dr. 
9 [E] E 
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证 明 ”我 们 定义 函数 了 的 承载 形 为 集合 (AD 天 0). 若 {EL*， 则 了 的 承载 形 仅 模 零 集 
定义 ， 因 此 对 于 /EL*，f 的 承载 形 是 模 零 测度 集 的 博 雷 尔 集 的 o 代数 3/ 了 的 一 个 元 素 ， 通过 


设 B(A) 等 于 UX4 的 支撑 ， 我 们 定义 [0，1] 的 博 雷 尔 集 到 博 雷 尔 集 模 零 集 的 映射 $B， 若 人 和 如 
不 相交 ， 根 据 引 理 23 我 们 有 


Xa 二 Xa? 二 Xa—Xs |* = 2c Xal?+t | Xe ll?). 
由 于 如 线性 且 保 持 范 数 ， 再 次 运用 引 理 23， 我 们 有 
(UXa) »« (UXs) = 0 a.e. 
因此 下 将 不 相交 集 上 映射 到 不 相交 集 . 车 A 和 B 不 相交 ， 则 Xaus 二 X4 十 Xs， 因而 UXaua 一 UXa 十 


UxXs， 由 于 右边 的 两 个 函数 有 不 相交 承载 形 ， 我 们 看 到 @B(4UB) 一 5(4) US(B) 对 于 不 相交 集 
成 立 ， 因 此 对 于 任意 博 雷 尔 集 对 成 立 . 
若 Bf[0, 1]]==E, 我 人 有 6(A)=E~6(A)， 因 此 $B 是 一 个 8 到 EE 的 博 雷 尔 子 集 的 代数 


的 同 态 映射 ， 若 A= Ua 其 中 A 不 相交 ， 我 们 有 
xX = lim 
属于 L?*， 因 而 根据 U 的 连续 性 ， 


UXA = lim DUK 


因此 BC(4) 二 UGB(A;)， 且 B 是 一 个 o 同 态 映射 . 
根据 命题 3 存在 一 个 博 雷 尔 可 测 映 射 p， 其 将 已 映 人 [0，1] 使 得 王 (4) 三 w [LA]， 由 于 @ 
仅 能 将 零 测 度 集 映 到 零 测度 集 ， 因 此 除 可 能 的 零 测度 集 外 映射 p 必须 映 上 所 有 的 [0，1]， 对 于 


GE 瑟 ,通过 设 p(D=0 将 p 延 拓 为 对 于 所 有 的 [0，1] 有 定义 . 


函数 1 二 Xto,1 属 于 L*， 令 h=U(1),， 那么 hEL? 且 4 的 承载 形 是 E， 若 A 是 [0，1j 的 任意 
博 雷 尔 集 ， 我 们 有 1 二 =X 十 X*， 因 此 h==UX4s 十 UXA. 但 右边 的 函数 有 不 相交 的 承载 形 ， 因 而 
在 UXs 的 承载 形 上 UX4 必 须 等 于 h.。 因此 UX4 王 hh * Xes) 王 hh。 (Xs4。q).， 因此 ， 车 yy 是 任何 简 
单 函数 ， 必 须 有 Uy 二 hh，(y。q)， 由 于 L* 的 每 个 阔 数 可 被 简单 函数 依 范 数 通 近 且 U 是 范 数 保 
持 ， 因 此 有 Uf==h，(f。g) 对 于 所 有 fE1L?* 成 立 . 

定理 中 剩 下 的 结论 现在 容易 得 到 . 图 


28. a. 证 明 若 线性 变换 U 是 L?[0，1] 映 上 的 ， 则 X~ 正 具有 零 测 度 . 
b. 在 这 种 情形 中 p 本 质 上 是 一 对 一 的 ( 即 除 一 个 零 测度 集 外 一 对 一 )， 9 :是 可 测 的 ， 且 9 
和 9-: 将 零 测 度 集 映 到 零 测 度 集 ， [提示 : 运用 定理 24 于 变换 U-:， 且 运用 定理 的 惟一 
性 部 分 于 I=UU- :与 I 一 UTU.j】 


d 
。 证 明 在 这 种 情形 中 若 我 们 定义 测度 py 为 A 二 mCp[LAJ])， 则 | 1 “一 | 公 | 
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29. 你 能 对 一 般 有 限 测度 空间 的 L*(XX，yp) 的 等 距 说 些 什么 ? (一 般 来 讲 ， 你 不 能 得 到 点 映射 但 
必须 满意 于 集 映 射 @. ) 


30. 证 明定 理 24 中 给 出 的 刻画 对 L*L0，1j 不 成 立 . 

31. 一 个 巴 拿 赫 空 间 X 称 为 一 致 凸 ， 若 给 定 e>>0， 存 在 一 个 了 <]1 使 得 只 要 ww 和 ~， 是 满足 | xl 一 
v==1 且 wu 一 v1 之 2e 的 X 的 元 素 ， 就 有 | 外 zz 由 委 27， 用 积分 形式 的 引 理 22 证 明 当 
Pp 之 2 时 工 ” 是 一 致 凸 的 且 我 们 可 以 到 1 一 (1 一 时 7 
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有 时 不 使 用 测度 的 概念 而 直接 引 人 积 分 是 方便 的 ， 这 发 生 在 我 们 有 了 定义 在 某 个 “基本 函 
数 ” 的 类 L 上 的 基本 积分 了 而 我 们 要 放大 函数 类 上 、 延 拓 积 分 1 使 它 具 有 抽象 勒 贝 格 积分 的 所 
有 性 质 ， 包 括 收敛 定理 时 的 情形 ， 例 如 ， 若 我 们 取 类 工 为 由 定义 在 (一 eo，co) 上 且 在 有 限 区 间 
外 消失 的 连续 实 值 函数 组 成 且 取 了 为 黎 曼 积分 ， 则 期 望 通过 某 种 延 拓 过 程 得 到 勒 贝 格 可 积 函 数 
类 与 勒 贝 格 积分 ,对 于 这 种 情形 丹尼尔 首先 实施 了 这 么 一 个 延 拓 过 程 ， 马 绍 尔 ，。 斯 通 推 广 了 这 
个 做 法 且 澄 清 了 这 个 延 拓 了 的 积分 的 结构 ， 本 章 我 们 的 目标 就 是 描述 这 个 延 拓 过 程 并 且 阐 明 它 
与 测度 论 的 联系 . 

令 工 为 定义 在 某 个 集合 X 上 的 实 值 函数 族 ， 人 假定 是 一 个 向 量 格 ， 即 只 要 函数 和 g 属 
于 上 L 就 有 af+B8g，fVg 和 /Ag 也 属于 L. 由 于 fAg=ft+g 一 (fVg), fVg=(f~g)V0+ 
g， 我 们 看 到 由 函数 组 成 的 向 量 空间 L 是 向 量 格 ， 若 对 于 每 个 属于 工 的 上 有 hV0 属 于 LL， 因此 
一 个 由 消 数 组 成 的 向 量 空间 是 向 量 格 ， 若 对 于 f 的 运算 广 一 AV0 封 闭 . 由 于 | 了 | 一 广 十 
(一 让 * ， 因 此 每 个 向 量 格 包含 该 格 中 每 个 函数 的 绝对 值 ， 反 过 来 ， 若 工 是 一 个 向 量 空间 使 得 


对 每 个 /属于 上 有 | /| 属于 L， 则 工 是 一 个 向 量 格 ， 这 是 由 于 f+ 一方 (f 十 1 了 1). 


L 上 的 线性 泛 函 了 称 为 正 的 ?， 若 To) 之 0 对 于 每 个 属于 工 的 非 负 函 数 g 成 立 . 若 工 是 正 
的 且 pg 委 Y%， 则 I(y) 三 I(y). L 上 的 正 线性 泛 函 了 称 为 丹尼尔 泛 函 或 丹尼尔 积分 ， 若 以 下 条 件 
满足 : 

D. 车 (py 是 属于 工 的 函数 序列 且 在 每 一 点 递减 趋 于 零 ， 则 limT(Cp,) 一 0. 

这 个 条 件 显然 等 价 于 以 下 条 件 之 一 : 

D'. 车 (ps 是 属于 工 的 递增 函数 序列 ， 且 若 9 是 工 中 的 函数 使 得 8y 委 limnp,， 则 TC9) 志 
limI(g,). 

DY. 若 (w,) 是 属于 上 的 非 负 函数 序列 ， 且 gpg 是 上 的 一 个 函数 使 得 g 世 2 ww， 则 I(y) 志 
2 I(u,). 

丹尼尔 积分 的 一 个 例子 是 取 工 为 定义 在 (一 2o，oo) 上 且 在 有 限 区 间 外 消失 的 连续 函数 集 且 
取 工 为 黎 曼 积分 ， 另 一 个 例子 来 自 于 X 的 子 集 的 代数 @ 上 的 测度 y.， 我 们 通过 取 工 为 简单 函数 
类 且 取 了 为 关于 的 自然 积分 得 到 它 ， 第 三 个 例子 由 取 工 为 关于 测度 jy 的 所 有 可 积 函 数 构成 的 
类 给 出 . 

最 后 一 个 例子 不 太 满 足 我 们 所 给 出 的 定义 ， 这 是 因为 可 积 函 数 可 以 是 扩充 的 实 值 函 数 . 因 


OG 确切 地 说 ,我 们 应 该 称 了 为 “ 非 钠 ”?， 但 根据 上 下 文 的 联系 “下 ”的 使 用 看 来 是 标准 的 . 
@@ 当然， 这 里 的 lim 指 的 是 逐 点 极限 ， 
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此 我 们 想 拓 上 广 我 们 的 定义 以 覆盖 这 种 情形 ， 但 必须 仔细 处 理 函 数 f 十 g 在 形 如 ce 一 se 或 一 co 十 co 
的 点 无 定义 这 一 事实 ， 因 此 我 们 说 世 是 由 X 上 扩充 的 实 值 函数 组 成 的 向 量 格 ， 假 定 只 要 和 
g 属于 工 ， 就 有 函数 fV g，fAg 和 af 属于 工 ， 就 如 同 每 个 函数 户 使 得 ACz) 一 xCz) 十 gCz) 属 
于 工 ， 只 要 右边 有 定义 的 话 . 因 此 为 使 和 式 f 十 g 属于 上 我 们 要 求 它 取 所 有 可 能 的 值 ， 只 要 上 h 
是 任何 可 能 的 值 就 写 为 h 二 f 十 g. 谈 到 工 上 的 线性 泛 函 我 们 指 的 是 从 工 到 R 的 映射 工 使 得 
I(af) 二 aI() 且 只 要 hh 二 ff 十 g，I1(h)= 二 I(f) 十 I(g). 这 蕴涵 着 车 hh 和 hh, 是 两 个 满足 hi 二 f 十 g 
与 hs 一 f 十 g 的 鲨 数 ， 则 TChi)==T(h;). 

若 工 上 的 正 线性 泛 函 工 满足 条 件 D， 我们 便 称 它 为 一 个 丹尼尔 积分 . 

我 们 允许 f(x) 十 g(x) 在 使 得 和 式 意 义 模糊 的 点 x 取 所 有 可 能 的 值 ， 这 一 事实 对 使 扩充 的 
实 值 函 数组 成 的 向 量 格 中 的 元 素 可 能 取 无 穷 值 的 集 P 有 一 些 结果 ， 因 此 我 们 称 X 的 子 集 P 为 
格 工 的 极 集 ， 若 存在 函数 hE€EL 使 得 对 所 有 zzEP，| PCz) | = 三 co. 

i. 引 理 令 P 为 极 集 ，fEL 且 g 为 扩充 的 实 值 函数 使 得 对 于 工 世 PP，g(Cz) 一 AFCz)， 那 么 
gE€EL HI(g)=I(f). 

证 了 明 令 有 为 L 的 满足 对 于 xEP，| h(xr) | 一 ce 的 元 素 ， 那 么 无 论 h(x) 一 h(x) 在 哪里 
定义 都 有 

h(x)—h(r) = g(r) — f(xr) 
假定 在 所 有 意义 模糊 的 情形 我 们 取 g(x) 一 f(x) 二 0， 因 此 g 一 /属于 L 且 
IC(g— f/f) = 1)—1h) = 0. 
因此 
gr) = f(x)++ [g(rz) 一 Cr) 
无 论 右边 在 哪里 定义 均 成 立 ， 因 此 gE€L, 且 
T(g) = I1(/+I(g—f) = 1(f). | 

运用 引 理 1， 用 实 值 函数 代替 工 内 扩充 的 实 值 函数 ， 我 们 能 建立 以 下 命题 . 

2. 命题 “ 令 了 为 由 X 上 扩充 的 实 值 函 数组 成 的 向 量 格 ， 那 么 条 件 D，D' 和 DY 等 价 . 

一 般 来 说 工 中 函数 的 极限 不 一 定 在 L 中 ， 而 丹尼尔 和 斯 通 的 程序 ， 即 本 章 我 们 要 建立 的 
程序 ， 将 工 延 拓 到 包含 志和 在 适当 的 极限 运算 下 封闭 的 类 工 ;,， 在 很 多 方面 这 个 延 拓 过 程 平 行 
于 卡拉 泰 奥 多 里 关于 测度 的 延 拓 过 程 ， 在 16. 3 节 ， 我 们 在 不 太 强 的 限制 条 件 下 ,证明 该 延 拓 
了 的 积分 事实 上 是 关于 某 种 适当 测度 的 积分 . 
习题 
1. 证 明 条 件 D，D' 和 D 等 价 . 

2. 令 py 为 代数 @G 上 的 测度 ,，L 为 @ 上 的 简单 函数 类 ，LT 为 关于 的 积分 ， 证 明 工 是 一 个 向 量 格 

且 工 是 一 个 丹尼尔 积分 . 

3. 令 工 为 定义 在 (一 ee，oo) 上 且 在 有 限 区 间 外 消失 的 连续 实 值 函 数 族 ,I 为 L 上 的 黎 曼 积分 . 

证 明 I 是 一 个 丹尼尔 积分 . [提示 : 迪 尼 定理 是 有 用 的 . ] 

4. 证 明 命题 2. 
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16.2 延 拓 定理 


我 们 从 考虑 由 X 上 所 有 扩充 的 实 值 函 数组 成 的 类 工 , 开始 ， 它 们 中 的 每 一 个 是 工 中 的 单调 
递增 函数 序列 的 极限 ， 显 然 ， 若 f 和 g 属于 工 .， 则 函数 xf 十 pg 也 属于 L,， 这 里 a 和 8B 是 非 负 
常数 . 若 (m,) 是 工 中 的 递增 函数 序列 ， 则 (ITCp,) 必定 是 递增 实数 序列 因而 有 极限 (可 以 是 co). 
我 们 试图 定义 limT(Co.) 作 为 工 对 于 函数 了 的 值 ， 而 f 为 序列 (yp,) 的 逐 点 极限 ， 为 实现 这 个 目 
标 ， 我 们 需要 知道 这 个 值 仅 依赖 于 函数 f 而 不 依赖 于 极限 是 /的 递增 序列 (mw, ?的 选择 ， 这 由 以 
下 引 理 保证 : 

3. 引 理 若 (y,) 和 Cy) 是 上 的 递增 序列 且 limp, 和 lim， 则 limT(g,) 夺 limT(y,). 

证 明 ”对 于 固定 的 nx， 我 们 有 y, 志 limg, 志 limy， 因 而 根据 (D )，I(y,) 志 limI(y)， 因 此 
limT(¢,)<limT(g,). 国 

因此 我 们 能 够 将 泛 沙 I 延 拓 为 L。 上 的 扩充 的 实 值 泛 函 使 得 它 具 有 性 质 : 对 于 fg 有 
I1( 有 过 I(g) 且 对 于 正常 数 a 和 8 及 属于 L, 的 函数 让 和 & 有 I(C(af 二 Bg) 二 a1( 了 ) 十 BI(g)， 显然 
L, 是 一 个 格 ， 这 是 因为 若 mw 和 f 且 yg, 那么 pnNys 人 fAg 且 pV fVg. 


4. 引 理 ”一 个 非 负 函数 三 属于 了 。 当 且 仅 当 存 在 工 中 的 非 负 函数 序列 (y。) 使 得 了 二 2 pe 
这 种 情形 下 I(f) 一 2》) 1(y,). 
证 明 “ 当 ” 部 分 是 平凡 的 . 另 一 方面 , 令 f 是 非 负 的 且 p。f+ f, 其 中 p, € L. 用 pV 0 代替 
Pn ,我 们 可 以 假定 每 个 Pn 是 非 负 的 . 设 内 二 和 ,对 于 ?二 1 人 一 Jr Pn-l ,那么 f= 和 2 ps , 且 
1(f)= limI(g,) 
一 limI( Dy,) 
一 lim D1Cy,) 


= IOy,). 中 


v=1 


5. 引 理 。” 令 (f,) 为 L, 内 的 非 负 函数 序列 ,那么 函数 有 一 2 属于 L. 且 11 = ZTC 


证 明 “对 于 每 个 z 存 在 二 中 的 非 负 函 数 的 序列 (y,。) 使 得 f, 二 习 p. 因 此 f 22w"…。 由 
于 整数 对 集合 是 可 数 的 ,因此 了 是 工 内 的 非 负 画 数 序列 的 和 因而 必须 属于 工 。 也 有 
1IC(f)= DIT.) 


= IC 国 
对 于 和 上 的 任意 函数 我 们 定义 上 积分 (了) 为 


第 16 章 丹尼尔 积分 275 


IC 六 = infT(8) ， 

这 里 我 们 采用 约定 空 集 的 下 确 界 为 十 eo， 定义 下 积分 I 为 1(f)= 二 一 (一 了 有 ， 以 下 引 理 给 出 了 这 
些 上 积分 和 下 积分 的 基本 性 质 ， 引 理 6 的 性 质 可 由 了 的 定义 直接 得 到 . 

6. 引 理 令 h=f 十 g， 那 么 了 (h) 委 TCP 十 ICg)， 假 定 右边 有 定义 ， 著 c 宇 0， 则 TCc/)== 
cI( 有 ). 若 fe, 则 I 有 ICg) EI(A SI(g). 

7. 引 理 ”我 们 有 ICP<TCP， 若 fEL,， 则 I( 有 一 1(f) 一 1 有). 

证 明 我 们 有 0=100)=I(f 一 让 区 IC) 十 1( 一 了 ， 因 此 IC( 有 = 一 TC 一 有 (内. 

为 证 明 第 二 个 陈述 ， 我 们 注意 到 若 /EL,， 则 根据 了 的 定义 有 1( 有 ) 志 I(f). 若 g€L, 且 
f 志 g; 那 么 I( 有 ) 志 I(g) 因 而 1(/) 志 1(f)， 这 就 得 到 I( 有 IC 有. 着 gEL， 那么 一 gELCL,， 
因而 (一 g)==1( 一 g) 二 一 1(q)， 因 此 IC(y) 二 1(y)， 但 每 个 fEL, 是 工 内 的 递增 函数 序列 (gp,》 
的 极限 . 由 于 f 宇 pg,， 因 而 有 I(1) 之 I(y,) 一 1(y,)， 因 此 

ICf) 之 limI(gp,) = I(). 

由 于 ICP<I(CP=TICP ， 因 此 有 I( 六 一 工 亡 . 硬 


8. 引 理 邻 (f,) 为 非 负 函 数 序列 , 且 令 三 一 ,于 I < P71). 


证 明 车 I(f,) 二 co 对 于 某 个 vo 成 立 ， 则 完成 定理 的 证 明 . 若 不 是 这 样 ， 则 给 定 s 盖 0， 存 
在 一 个 函数 g, EL, 使 得 六 科 g， 且 
I(g,) If,)+e. 2™. 
由 于 每 个 g, 非 负 ， 因 此 引 理 5 草 涵 着 函数 g 一 忆 g。 属于 LL, 且 1(g) 一 >I1(g,) 人 21(f,) 十 e， 由 于 
8 之 f， 因 而 有 


1Cf) < DTC) 十 e， 
v=1 


由 于 e 是 任意 正 数 因此 我 们 得 到 引 理 . | 
我 们 称 X 上 的 一 个 函数 f 关于 了 可 积 (或 1 可 积 ),， 若 1( 了 有 ) 二 I1(f) 且 这 个 值 是 有 限 的 . 我 
们 将 关于 了 工 可 积 的 函数 类 表示 为 工 ， 对 于 :的 函数 f 我 们 将 1(f) 写 为 1(f)， 因 此 便 有 了 原 有 
泛 函 1 到 Li 的 所 有 函数 的 延 拓 ， 以 下 命题 给 出 了 Li: 和 这 个 延 拓 了 的 工 的 性 质 : 
9. 命题 ”集合 也是 一 个 包含 了 的 函数 的 向 量 格 ， 且 了 是 工 :上 的 正 线 性 泛 函 ， 其 延 抵 了 工 
上 的 泛 函 工 . 
证 明 若 f 属 于 Li， 则 cf 也 属于 Li， 由 于 对 于 c>>0，T(cP/)=cT( 门 =cLC) 一 Ice 站， 
且 对 于 c 志 0, (c=cI1( 有 ==cI1( 有 ==ICcf). 车 f 和 g 属于 Li， 则 
ICf+ge) IC(N+I(g) 
且 
一 TCF 二 g) 一 了 一 了 一 g) 委 一 工 站 一 区 gE)， 
即 
TCF 十 g) 之 开门 十 区 8). 
因此 
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I(f+i+g)=1Ifig)= 1(f)+1(g), 

因而 f 二 g 属于 L;. 因此 ， 工 是 一 个 线形 空间 ， 且 1 是 Li 上 的 线性 泛 函 ， 引 理 7 蕴涵 Li 太 L 
且 我 们 关于 LL, 上 的 了 的 定义 给 出 了 与 我 们 原来 的 L 上 的 了 一 致 的 正 线性 泛 函 . 

为 证 明 工 是 一 个 格 ， 仅 需 证 明 车 f€EL1， 则 f+ ELi. 令 fEL,， 那 么 对 于 每 个 。>>0 存在 
工 , 中 的 函数 和 8& 使 得 一 h 寺 f 夺 g， 也 有 I(g)<<I( 有 ) 十 过 oo0 且 I(h) 声 一 1(f) 十 e 过 co 由 于 
gg 二 (gV0)+(gA0) 且 (gA0)EL,， 因 而 有 TIC(gA0)>> 一 oo0 且 ITCgV0) 委 ITCg) 一 ITCgEA0) 一 co. 
因此 函数 gj 一 gV0 属 于 LL 有 上 且 I(g1)<<oo. 令 如 二 hA0， 那么 hEL 且 一 刀 声 f1+ 志 gi， 由 于 
8 之 一 h， 因 此 gi 十 hi 志 g 十 hh. 

因此 ，ICgi) 十 (hi ) 志 ICg) 十 1(h) 过 2e， 由 于 一 了 TC) 志 IC(f1 ) 坟 1(f1+) 之 I(g1)， 因 此 有 
I( 扩 ) 一 I( 广 )<2e， 因 而 1( 刘 )=I(f*)， 这 是 由 于 是 任意 的 . 由 于 0&1 )<<I(g1)<<%， 
因而 有 f* € Li1. 因此 工 是 一 个 格 . 国 

以 下 命题 是 单调 收 和 敛 定理 对 于 工 ;的 类 比 ， 它 也 表明 Li 和 了 满足 条 件 D' 因 此 满足 条 件 D. 

10. 命题 令 (f,) 为 上 中 的 递增 函数 序列 ， 且 令 f 二 limf,， 那 么 fEL 当 且 仅 当 lim[I(f,)<oo. 
在 这 种 情形 中 IC(f)==limI(f,). 

证 明 由 于 f 宇 f,， 所 以 (有) 之 1(f,)， 因 此 若 limI(f,)=oo, 则 1( 有 =o,， 且 f&LL. 


假定 limI(f,) 过 oo0. 设 g=f 一 有 ,那么 g 之 0, 且 g 一 》) (f+1 一 f.)， 因 此 根据 引 理 8， 
ICg) 反 D1 — 广 ) 


-21 Cfar) 一 IC 


一 limT(CA) — I(f,). 
因此 
1(f)= ICf+g) 
ICf)+ie) < limI(f,). 
由 于 所 f， 我 们 有 IC 有) 之 1(f,)， 因 而 
TD) 之 limI(f,). 
因此 IC( 有 =1( 有 =limI(f,). | 
11. 系 泛 浮 是 向 量 格 Li 上 的 丹尼尔 积分 
以 下 两 个 命题 是 关于 积分 1 的 法 图 引 理 和 勒 贝 格 收敛 定理 的 类 比 . 
12. 命题 令 ( 户 ) 为 属于 工 的 非 负 函数 序列 ， 那 么 函数 inff, 属于 LL， 上 且 若 limI(f,)<%%， 
则 函数 limf, 属于 Li. 在 这 种 情形 下 ， 
Ildimf,) < limI(f,). 
证 明 邻 g, 一 族人 fi 人 … 人 A 人 f,， 那 么 (g,) 是 属于 工 的 非 负 函数 序列 , 它 递 减 趋 


于 g 一 inff,, 因此 一 g, 和 一 g， 且 由 于 I( 一 g,) 夸 0， 根据 命题 10 我 们 必须 有 g EL. 
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为 证 明 命题 的 其 余部 分 ， 令 h, 一 inf f。， 那 么 (1,) 是 属于 工 :的 非 负 函 数 序列 ， 它 递增 趋 于 
limf.. | 
由 于 对 于 nn 过 wv 为 志 ff，limI(h,) 二 lim1(f,) 二 o， 因 此 根据 命题 10，lim 广 EL 且 
I(imf,)<limI(f,). 各 
13. 命题 令 (f,) 为 属于 Li 的 函数 序列 且 假 定 存在 函数 gELi 使 得 对 于 所 有 nn 我们 有 
| f, 1 三 g, 那 么 若 /二 limf,， 我 们 有 
ICP = limI(f,). 
证 明 函数 f, 十 g 非 负 ， 且 1(f, 十 g) 委 27(g)， 因 此 根据 命题 12 我 们 有 f+g 属于 上 ;上 且 
ICf+i+g) liml(f,+g) = I(g) + limI(f,). 
因此 
IC(f) < limI(f,). 
由 于 函数 g 一 ff, 也 非 负 ， 因 此 有 
ICg— NS limI(g— f;) 
= I(g) — limI(f,). 
因此 
Tml(f,) SSI), 
因而 lim1(f,) 存 在 且 等 于 1( 放 ). | 
习题 
5. 函数 属于 工 , 当 且 仅 当 /二 g 十 p， 其 中 gEL.，g 之 0 且 pgEL. 
6. 证 明 引 理 6. 
7. 证 明 引 理 6 含义 模糊 的 情形 不 会 造成 引 理 7 的 困难 . 


16.3 惟一 性 


环节 证 明 将 荆 上 的 丹尼尔 积分 T 延 拓 到 工 , 是 惟一 的 ， 我 们 从 证 明 以 下 描述 工 ; 的 函数 结构 
的 命题 开始 ， 该 命题 本 身 也 具有 独立 意义 ， 它 是 命题 12. 7 对 于 了 的 类 比 . 

我 们 用 工 。 表 未 X 上 的 那些 为 ,内 的 满足 1(f,) 一 oo 县 lim1(f,) 之 一 的 递减 函数 序列 
(f.) 的 极限 的 函数 类 ， 然 后 将 命题 10 运用 于 (一 了 ) 得 到 Lv C1. 车 是 XX 上 的 任意 函数 使 
得 1(f) 有 限 ， 则 给 定 n 我 们 能 找到 h, EL 使 得 


f 志 及 I(h,) <TCP + 


设 gs 二 有 人 hs 人-… 和信 h,， 我们 有 fg;, 压 h， 因而 (8g,) 是 属于 工 的 递减 函数 序列 ， 满 足 
TC 和 I(g,) 志 1( 有 十 1/n， 因 此 铺 数 8g 一 limgs 属 于 Lu， 而 <g 且 1(f) 二 1(g)， 我 们 因此 建 
立 了 以 下 引 理 : 

14. 引 理 若是 六 上 的 任意 函数 使 得 1(f) 有 限 ， 则 存在 一 个 函数 gELu 使 得 f 三 g 且 
I1(f)=I(g). 

入 上 的 一 个 函数 f 称 为 零落 数 , 若 f ELi 且 I(| ff1)=0. 车 /是 零 函 数 且 1g | 二 了 ff， 
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则 0 和 IC1g1)sICigl) 入 IC 一 0 因此 gELi， 且 8g 是 一 个 零 函 数 . 

15. 命题 和 上 的 函数 /属于 工 ! 当 且 仅 当 三 是 志 Lv 中 的 函数 g 与 非 负 零 函 数 有 的 差 g 一 hh. 
一 个 函数 户 是 一 个 零 函 数 当 且 仅 当 存在 上 Lu 中 的 零 函 数 外 使 得 | 瑚 | 二. 

证 明 若 f=g 一 h， 则 /是 Li 中 的 两 个 沙 数 的 差 因 而 它 自身 必须 属于 Li， 车 | |<， 
其 中 为 零 函数 ， 则 有 是 一 个 零 函 数 . 

车 了 属于 L;， 则 引 理 14 断言 存在 g€Ls 使 得 fg 且 I(f) 二 I(g)， 因此 kh 二 g 一 f 是 一 个 
非 负 孙 数 且 1(4) 二 0， 这 使 得 是 一 个 零 函 数 ， 若 有 是 零 函 数 ， 则 根据 引 理 14 存在 一 个 函数 
kELw 满 足 1hi 寺 kk 且 1(8)=I( |h | ) 一 0. | 

16. 命题 令 工 为 由 X 上 的 函数 组 成 的 向 量 格 志 上 的 丹尼尔 积分 且 令 为 向 量 格 A 汪 LL 上 
的 丹尼尔 积分 ， 若 对 于 所 有 fEL 有 了 IC 有 )==J(f)， 则 向 忆 记 并 且 对 于 所 有 fEL, (==J (内. 

证 明 运用 命题 10 两 次 我 们 看 到 LsCA' 且 对 于 fELs，I(f) 一 J(f)， 因 此 根据 命题 15 
的 第 二 部 分 ， 每 个 关于 了 为 零 的 函数 必须 也 关于 丁 为 零 ， 根据 命题 15 的 第 一 部 分 ， 每 个 属于 
Li 的 函数 了 必须 属于 A1, 且 1 有 )=J( 有 ). 图 


16.4 可 测 性 与 测度 


我 们 说 X 上 的 非 负 函 数 f 是 可 测 的 (关于 I)， 若 对 于 每 个 g 属于 LL 有 gf 属于 Li. 

17. 引 理 若 f 和 g 是 非 负 可 测 函 数 ， 则 fAg 和 /Vg 是非 负 可 测 函 数 . 若 (f,) 是 非 负 可 
测 函 数 序列 ， 其 逐 点 收 仇 于 函数 f， 则 f 可 测 . 

证 明 若 f 和 g 是 非 负 可 测 函 数 且 hh 属于 Li, 则 hhA(fAg)=(hAf)A(hAg)HhA 
(fVg)= 一 A/)V(hAg)， 因 此 由 工 是 一 个 格 可 得 到 fAg 和 /Vg 的 可 测 性 . 若 (f,) 是 一 个 
收 敏 到 f 的 非 负 可 测 函 数 序列 且 g 是 一 个 工 :中 的 函数 ， 则 (六 人 Ag) 是 一 个 志 中 的 收敛 到 fA 人 g 
的 函数 序列 .由 于 | f,Ag | 二 18 |， 根 据 命题 13 我们 有 Ag 属于 工 :. 加 

18. 引 理 令 /为 上 的 一 个 非 负 秀 数 ， 若 对 于 每 个 gEL， gp 人 属于 Li， 则 关于 
I 可 测 . 

证 明 车 pgEL， 则 pAfELi， 命题 10 蕴涵 对 于 gEL. 且 TI(G8)<c，g8AJELI:， 根据 命 
题 13， 对 于 所 有 gE€Ls，g 人 fEL1. 车 hh 是 Li 的 任意 函数 ， 则 命题 15 告诉 我 们 Ah 二 g 一 k， 这 
里 gELw 且 k 是 一 个 非 负 零 函数 ， 由 于 0 才 g 人 f 一 h 人 fk&， 函 数 hA 人 J 与 可 积 阴 数 g A 了 相差 
一 个 零 函数 .因此 h A 了 是 可 积 的 ， 这 就 证 明了 了 是 可 测 的 . 而 

我 们 说 X 中 的 集合 A 是 关于 工 可 测 的 ， 若 其 特征 函数 Xa 可 测 . 我 们 说 集合 A 是 可 积 的 ， 
若 它 的 特征 函数 Xa 可 积 . 注意 到 可 积 集 的 可 测 子 集 其 自身 可 积 . 

19. 引 理 若 和 A 和 B 是 可 测 集 ， 则 集合 AUB，AN 闪 mB 与 A~B 也 是 可 测 集 . 若 (A,) 是 可 
测 集 序列 ， 则 集合 门 A, 和 UA 可 测 ， 若 函数 1 可 测 ， 则 可 测 集 类 @ 是 一 个 og 代数. 

证 明 ANMmB 和 AUB 的 可 测 性 由 事实 Xsans 二 Xs Xs 和 Xaus 一 Xa V Xs 得 到 ， 若 g 属于 工 ， 
我 们 有 gAXs-s= 二 gAX4 一 gAXsns 十 gA0， 而 A~B 的 可 测 性 由 A 和 B 的 可 测 性 得 到 ， 者 A= 
UA,， 则 | 
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Xa = lim(Xa V … V Xa,) 
而 A 的 可 测 性 由 引 理 17 得 到 .对 于 门 A, 可 作 类 似 讨 论 . 若 1 是 可 测 函 数 ， 则 集合 X 是 可 测 
集 ， 且 可 测 集 的 补 集 是 可 测 的 . 面 
20. 引 理 车 1 是 可 测 函 数 且 是非 负 可 积 函 数 ， 则 对 于 每 个 实数 e 集合 
E= (rx:f(x) > a} 
可 测 . 

证 明 若 a 是 负 的 ， 则 E=X 是 可 测 的 ， 这 是 由 于 Xe 二 1 是 1 是 可 测 的 、 因 此 我 们 假定 
a 这 0. 车 a 二 0， 设 g 二 f; 若 a>>0， 设 g 二 (a 1 一 [Ca !f) All. 由 于 g 是 工 内 的 两 个 函数 的 
差 ， 因 此 g 属于 Li， 在 两 种 情形 中 对 于 zxEE 我 们 有 g(x)>0 且 对 于 xE€kE, g(xz) 二 0. 令 
gr 二 1A (rg)， 那 么 ps ELi 且 ps 和 Xz， 因 此 Xz 是 可 测 的， 因而 EE 是 可 测 的 . 国 

21. 引 理 令 函 数 ] 为 可 测 且 定义 可 测 集 类 @ 上 的 集 函 数 为 

nuE = I(Xs). 
车 XE 是 可 积 的 ， 且 其 他 情况 下 jE 二 oo， 那 么 jy 可 测 . 

证 明 我 们 有 y 名 = 二 1(0)==0. 车 A 和 B 是 满足 条 件 ACB 的 可 积 集 ， 则 有 Xa 委 加 ， 因 而 
pA 三 xB， 因此 对 于 可 积 集 y 单调 且 因 此 对 于 可 测 集 jy 单调. 

令 (E,) 是 不 相交 的 可 测 集 序列 ， 且 令 EE= U E;， 若 每 个 E; 不 可 积 ， 则 EE 不 可 积 ， 且 

Hp 下 一 co 一 二 pi 
若 每 个 EE, 可 积 ， 根 据 命题 10， 已 可 积 当 且 仅 当 忆 wpE,<co， 这 是 由 于 Xs 二 Xs,， 在 这 两 种 情 
形 中 都 有 yE 二 pyE:， 且 测度 jy 是 可 数 加 性 的 . 面 

测度 y 具有 性 质 ， 可 积 集 恰好 是 具有 有 限 测度 的 可 测 集 ， 以 下 定理 告诉 我 们 Li 上 的 丹 尼 
尔 积分 了 等 价 于 关于 该 测度 jy 的 积分 . 

22. 定理 (斯 通 ) 令 工 为 由 和 上 的 函数 组 成 的 向 量 格 且 具有 性 质 : 车 fEL 则 1 人 AfEL， 
且 令 1 为 L 上 的 丹尼尔 积分 ， 那 么 存在 一 个 义 的 子 集 的 go 代数 @ 和 @G 上 的 测度 /使 得 每 个 X 上 
的 函数 关于 了 可 积 当 且 仅 当 它 关于 测度 pj 可 积 ， 此 外 ， 

Cn = | /uv 

证 明 令 @ 为 关于 了 可 测 的 集 类 ， 根据 引 理 18 知 1 可 测 . 引 理 19 断言 @ 是 一 个 o 代数 ， 
且 引 理 20 断言 每 个 非 负 工 可 积 函数 关于 @ 可 测 ， 由 于 每 个 [可 积 函 数 是 两 个 非 负 工 可 积 函 数 的 
差 ， 因 此 每 个 工 可 积 函 数 必 定 关 于 @ 可 测 . 

令 为 引 理 21 给 出 的 测度 ， 且 令 f 为 关于 了 可 积 的 非 负 函数 .对 于 每 对 正 整 数 (&，n) 令 

Es, = (x:f(7x) > k2™"}. 
那么 Ei,, 可 测 ， 且 由 于 

Xe = Xe, A (k12"f), 
我 们 有 Xz, EL1， 且 jy(Eis) 二 0， 设 
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2 2 
二 2” > Xe 
kt=1 


那么 pg, EL 且 m+A， 因 此 工 记 = 一 limTCo)， 但 


I(g,) 一 2 S10 = 2 SE = [pde. 
由 于 根据 单调 收敛 定理 ， 
|far — lim [pdx 

我 们 有 

I(f) = ra， 
且 了 关于 /可 积 ， 由 于 任意 了 可 积 函 数 /是 两 个 非 负 工 可 积 函数 的 差 ， 这 样 的 f 必 关于 
可 积 且 

ID = |fay. 

若 了 是 X 上 的 非 负 可 测 函数 其 关于 / 可 积 , 则 我 们 如 前 构造 E., 和 gp 由 于 | fau < co ,每 


个 Es 具有 有 限 测度 ,因而 Xs, ,和 gp 属于 攻 . 由 于 gr 入 且 limI(g,) = | 7dyu < co, 根据 命题 10 
我 们 有 f € L. 因此 每 个 关于 4 可 积 的 了 也 关于 了 可 积 . 加 

23. 命题 令 L 为 由 集合 卫 上 的 辑 数 组 成 的 向 量 格 且 假 定 1EL, 令 B 为 的 子 集 的 最 小 
go 代数 ， 它 使 得 每 个 属于 工 的 函数 关于 另 可 测 ， 那 么 对 于 每 个 丹尼尔 积分 了 惟一 存在 史上 的 测 
度 j 使 得 对 于 每 个 了 EL 

roP = | /de 

证 明 4 的 存在 性 是 定理 22 的 特殊 情形 ， 我 们 仅 需 证 明 / 在 3 上 的 惟一 性 ， 令 @ 为 引 理 19 
给 出 的 可 测 集 的 代数 ， 引 理 20 断言 每 个 属于 工 的 三 关于 @ 可 测 ， 因 而 我 们 必 有 3CQ， 由 于 
1EL， 对 于 每 个 属于 @ 的 B 且 因 此 对 于 每 个 属于 B 的 B， 函 数 Xs 属于 Li， 若 能 证 明 对 每 个 属 
于 B83 的 B 有 CB) = 一 1(Xs)， 我 们 就 能 建立 yx 在 3 上 的 惟一 性 . 

若 我 们 令 A 为 X 上 关于 B 可 测 且 关于 j 可 积 的 函数 的 集合 ， 且 对 于 fEA 设 


1(f) = | ma 
那么 命题 16 蕴涵 对 于 fELi 丫 4，J(f) 二 I( 有 ). 但 车 BEB， 则 Xs EL 人 NA， 因而 
xB= J Xs) 
一 I(Xs). 
因此 在 3 上 由 了 惟一 确定 . 加 


若 用 较 弱 的 假设 即 存在 属于 上 1 的 处 处 为 正 的 函数 来 代替 1EL 的 假设 ， 我 们 仍然 能 够 建立 
命题 中 测度 y 的 惟一 性 (习题 10)， 没 有 这 些 假 设 w 在 3 上 可 能 不 惟一 (习题 11). 
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习题 

8. 令 为 集 代数 @ 上 的 测度 ， 且 令 工 为 由 Q@ 中 具有 有 限 测度 的 集合 的 特征 函数 的 有 限 线性 组 合 
的 函数 组 成 的 函数 族 ， 且 令 了 为 关于 j 的 积分 ,讨论 了 到 工 ;的 延 拓 ， 且 将 此 过 程 对 比 于 对 p 
的 卡拉 泰 奥 多 里 延 拓 过 程 . 

9. 根据 定义 直接 证 明 ， 若 有 和 fs 是 两 个 非 负 可 测 函 数 ， 则 fi 十 fs 可 测 . 

10. 证 明 : 若 用 存在 属于 上 的 处 处 正 的 函数 e 的 假设 代替 1EL 的 假设 ， 则 命题 23 的 结论 仍 成 
立 . [提示 : X= [U tz， e(z)>>1/n}， 且 这 个 给 出 的 证 明 能 够 被 修改 以 证 明 ,在 包含 于 {x， 
elz) 之 1/n) 的 3 的 集合 上 惟一 . ] 

11. 令 久 = (一 co,co) U {w), 且 令 L 上 为 由 六 上 的 那些 在 (一 oo0,co) 上 勒 贝 格 可 积 并 在 w 消失 的 
所 有 函数 组 成 的 ,那么 工 是 一 个 向 量 格 , 且 关于 每 个 属于 工 的 函数 可 测 的 最 小 c 代数 是 由 所 有 


使 得 B [1 (-- co,co) 蔓 贝 格 可 测 的 集合 互 组 成 的 族 3. 令 工 上 的 工 定义 为 TCP) = | 7Cz)dz， 
那么 I 是 L 上 的 一 个 丹尼尔 积分 .定理 22 中 构造 的 测度 “是 什么 呢 ? 证 明 存在 另 一 个 定义 在 了 
上 的 测度 "使 得 对 于 每 个 属于 工 的 f,1(7) = |fdv. 
12. a. 定义 可 测 集 上 的 测度 久 为 xE 一 了 CXs) 若 下 可 积 ,否则 ICXs) = sup{ICXa):ACE,A 可 
积 ). 证 明 是 一 个 测度 且 是 使 得 TC) 一 | fdy 的 最 小 测度 . 
b. 证 明 对 该 测度 pCX) = TN = sup{1(1):f EL,f 和 <1). 
. 证 明 车 了 二 co , 则 该 测度 “是 使 得 ICP) 二 |fdx 且 xCX) 一 IH 的 惟一 测度 


0 
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A&B (A 和 B), 2 ANMB (交集 )，12 

AVB (A 或 B), 2 AUB (并 集 )，12 

"A ( 非 A), 2 A (A 的 补 集 )，12 

A=>B ( 若 A， 则 B)，2 AAB (对 称 差 )，13 

A4 全 也 (A 当 且 仅 当 B), 2 Na 

(x) 《对 于 所 有 zx)，2 AEe | (属于 C 的 A 的 交集 )，14 

(3z) 《存在 一 个 z)，2 ~ 门 (4: AEC} 

国 (证 明 完毕 ),， 4 | R (实数 集 )，31 

N (自然 数 集 )，7 Vy (z 与 y 的 最 大 值 )，34，49，394 
ZE A (x 是 A 的 一 个 元 素 )，7，34 zhAy (z 与 y 的 最 小 值 )，34，49，394 
ACB (A 是 B 的 一 个 子 集 ), 7 Im (上 极限 )，38 

{(zEX: P(z)} 《〈X 中 满足 已 (z) 的 z)，7 F, (特殊 的 博 雷 尔 集 )，53 

[2 ( 空 集 )，8 Gs 

{zx} ( 单 点 集 )，8 LT) (I 的 长 度 )，54 

{xz, y) 〈 无 序 对 )，8 m ( 勒 册 格 可 测 集 类 )，59 

(xz, y) (有 序 对 )，8 Xa (A 的 特征 画 数 )，70 

La, 6] ( 闭 区 间 )，40 CLo, 1] 《[0，1] 上 的 连续 函数 空间 )，126 
(a, 5b) ( 开 区 间 )，40 R’ ( 欧 几 里 得 空间 )，139 

XXxY (X 与 Y 的 直 积 ), 8, 140, 184, 303  S,y (中 心 在 xz 的 球 )，141 

XX ( 直 积 )，20，150，184 E (五 的 闭 包 ) ，43，140，172 

* uiv (相互 奇异 测度 )，276 

X 《 直 积 )，184 ae [加 ( 除 uE=0 的 集合 外 ) ，276 

8 了 《复合 )，10 vp (v 关 于 绝对 连续 )，276 
flIAa (F 限制 于 A),，10 jo 

(zt (有 限 序列 )，11 [时 | ( 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 导数 ) ，278 
(TO 《无限 序列 )，11 a@。 (Q 的 集 的 可 数 并 集 )，293 


P(X) (P 的 子 集 所 成 的 集合 ) ，12 puXw ( 积 测度 ) ，304 
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A 


Absolute value of a measure (测度 的 绝对 值 )，275， 


280(37)9 


Absolutely continuous function( 绝 对 连续 函数 ) ，108 


measure( 测 度 )，276 
Algebra( 代 数 ) 
Boolean( 布 尔 ) ，17，394，395 
of functions( 函 数 的 ) ，210 
measure( 测 度 )，398 
of sets( 集 合 的 ) ，17，394 
Almost everywhere (a. e. ) (几乎 处 处 ) ，69 
convergence( 收 伍 )，73 
Archimedes，Axiom of( 阿 基 米 德 , 公理 )，35 


B 


Baire( 幢 尔 》 
category( 范 畴 ) ，158 
measure( 测 度 ) ，299 ，332 
set( 集 )，332，334 
Ball( 球 )，141，219(9) 
Banach limit( 巴 拿 赫 极 限 )，228(20) ，367 
Banach space( 巴 拿 赫 空 间 )，124,，218 
Base( 基 )，175，233，372 
countable( 可 数 )，177 
local( 局 部 )，233，372 
at a point( 在 一 点 上 的 )，175 
Binary expansion( 二 进 制 展开 ) ，40(22) 


Bolzano-Weierstrass Property( 波 尔 查 诺 -- 魏 尔 斯 特 拉 


斯 性 质 )，153，193 
Boolean algebra( 布 尔 代数 )，17，395 
Borel field( 博 雷 尔 域 )，18 
Borel( 博 雷 尔 ) 


”括号 中 的 数字 为 习题 号 . 


equivalence( 等 价 ) ，402 
measurable( 可 测 )，71(26) 
measure( 测 度 )，329，332，406 
set( 集 )，52，332，334 
Bounded set( 有 界 集 )，33，332 
Bounded( 有 界 ) 
linear functional( 线 性 泛 函 )，130，226 
linear operator( 线 性 算 子 ) ，22 


C 
Cantor( 康 托 尔 ) 
ternary function( 三 分 函数 )，50(48), 71(28)， 
111(15) 


ternary set (三 分 集 ( 康 托 尔 集 ))，46 (37)， 
64(14), 186(47) 

Carathéodory Extension Theorem( 卡 拉 泰 奥 多 里 延 拓 
定理 )，295 

Carathéodory outer measure (卡拉 泰 奥 多 里 外 测 
度 )，327 

Carrier( 承 载 形 )，408, 417 

Cartesian product (二 direct product) (和 销 卡 儿 积 (二 直 
积 )) 

Category( 范 暑 )，158 

Characteristic function( 特 征 函 数 ) ，70 

Cauchy( 柯 西 ) 
criterion( 准则 )，37 
sequence( 序 列 )，37, 96(25), 123, 146 

Closed graph( 闭 图 像 )，232 

Closed set( 闭 集 )，43, 142, 172 

Closure( 闭 包 )，43，142,，172 

Cluster point( 聚 点 ) ，38，146，173 
of a_net( 一 个 集合 的 ) ，189 

Coarser topology( 粗 拓扑 》，174 
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Compactness( 紧 性 )，153, 190 
countable( 可 数 )，193 
local( 局 部 )，199 
sequential( 序 列 )，153，194 
Complement( 补 )，13 
Complete measure( 完 备 测度 )，256 
Complete space( 完 备 空 间 ) ，124，147，218 
Completely regular space( 完 全 正则 空间 ) ，179 
Component( 成 分 ) ，183 
Complex measure( 复 测度 )，280(37) 
Composition( 复 合 )，10 
Conjugate space( 共 斩 空 间 ) ，226 
Connected( 连 通 ) ，182 
arcwise( 绝 式 的 )，183 
locally( 局 部 的 )，183 
Continuity( 连 续 性 )，47, 144，173 
absolute( 绝 对 )，108, 276 
uniform( 一 致 )，148, 187, 220,，374 
Continuous function( 连 续 函 数 ) ，47，144 
uniformly( 一 致 地 )，148 
Contrapositive( 倒 置 的 )，3 
Convergence( 收 钱 )，37, 146, 173 
in the mean( 平 均 )，123 
in measure( 依 测度 )，95, 262 (13) 
pointwise《( 逐 点 )，49, 73, 184 
uniform( 一 致 )〉，49, 188 
Convex( 庙 ) 
function( 函 数 ) ，113 
hull( 包 ) ，242 
set( 集 合 )，239 
Coordinate chart( 坐 标 图 )，207 
Countable( 可 数 )，11, 21 
Countability axioms( 可 数 性 公理 )，177 
Counting measure( 计 数 测度 )，55 (4), 254 
Covering( 履 盖 )，44, 153 
locally finite( 局 部 有 限 )，204 
star-finite( 星 有 限 )，205 
Vitali( 维 塔 利 ) ，97 
Cumulative distribution function( 累 积分 布 函数 )，299 


D 


Decomposable measure( 可 分 解 的 测度 ) ，281(40) 

Dense( 笛 密 ) ，46(31) ，142 

Derivate( 导 数 )，99 

Derivative( 导 数 )，99 
Radon-Nikodym( 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 ?，278 

Diameter( 直 径 ) ，140 

Direct product( 直 积 )，8，20，140，184，304 

Direct sum( 直 和 ) ，185 

Directed system( 有 人 向 系 )，188 

Discrete topology( 离 散 拓扑 )，172 

Disjoint( 不 相交 )，13 

Domain(( 定 义 ) 域 )，9 

Dual space( 对 偶 空 间 ) ，226 


E 


Egoroff's Theorem( 叶 果 洛 夫 定 理 )，73 (30) 

Empty set( 空 集 )，8 

Envelopes，upper and lower( 上 下 包 络 ) ，52 (51) 

Equicontinuity( 等 度 连 续 性 ) ，167，188 
topological( 拓 扑 )，362 

Equivalence relation( 等 价 关系 )，23 

Extreme point( 极 值 点 )，241 


F 


Family( 族 ) ，6 
Field( 城 )，31 
ordered( 序 ) ，32 
Finer topology( 较 细 拓 扑 )，174 
Finite Intersection Property( 有 限 交 性 质 )，153, 190 
Function( 函 数 ) ，9 
absolutely continuous( 绝 对 连续 )，108 
characteristic( 特 征 的 ) ，70 
continuous( 连 续 ) ，47 ，144 
convex(1m), 113 
measurable( 可 测 )，66，259，392 
semicontinuous( 半 连续 )，51(50)，195，196(9) 
set( 集 )，54，253 
singular( 奇 异 )，111 


Functional( 泛 陋 )，130, 222 


K 
G 
Kernel，measurable《( 核 ， 可 测 的 )，324 (42) 
Graph( 图 )，9，232 Kernel，of an operator( 算 子 的 核 ) ，222 
Group topology( 群 拓扑 )，371 
L 
H . 
Lattice( 格 ) ，210，419 
Haar measure( 了 哈 尔 测 度 ) ，373 Least upper bound( 上 确 界 ) ，33 
Hahn decomposition( 险 恩 分 布 )，274 Lebesgue decomposition( 勒 贝 格 分 解 )>，278 
Hausdorff Maximal Principle( 豪 斯 多 夫 最 大 原理 ) ，25 Limit( 极 限 )，37，123，146，173 
Hausdorff space( 豪 斯 多 夫 空 间 )，178 Banach( 巴 拿 赫 )，228(20) ，367 
Heine-Borel Theorem( 海 涅 - 博 雷 尔 定理 ) ，44 of a net( 一 个 集合 的 ) ，189 
Hilbert cube( 希 尔 伯 特 立方 体 )，184 Limit superior( 上 极限 )，38，50 


Hilbert space( 希 尔 伯 特 空间 )，245 

Homeomorphism( 同 胚 )，50，144，174 
uniform( 一 致 ) ，148 

Homogeneous space( 齐 性 空间 ) ，361 

Homomorphism， lattice( 同 态 ， 格 )，393 


Lindel6f space( 林 德 车夫 空间 )，177 

Linear functional( 线 性 泛 消 )，130, 222 

Linear operator( 线 性 算 子 )，220 

Linear space (二 vector space) (线性 空间 (一 向 量 空 


Hull( 包 ) 站 
convex( 西 )，242 Locally compact( 局 部 紧 ) ，199 
measurable( 可 测 的 ) ，324(42) Locally connected( 局 部 连通 ) ，183 
Hurwitz integral( 胡 尔 维 兹 积分 )，388 Locally convex( 局 部 凸 )，240 


Locally finite( 局 部 有 限 )，204 
I Locally measurable( 局 部 可 测 )，257 
Image( 映 像 )，9 Lusin's Theorem (重金 定理 )，?4 (31) 
HE( 当 且 仅 当 )，2 


Indexed set( 加 标 集 )，15 _ M 
Induction，mathematical( 归 纳 ， 数 学 归纳 )，7 Manifold( 流 形 )，206 
Infimum (二 greatest lower bound) (下 确 界 ) ，33 differentiable( 可 微 )，208 
Injective (二 one-to-one)( 单 射 )，10 linear( 线 性 ) ，218 


Inner broduct( 内 积 ) ，245 

Interior( 内 部 )，143，172 

Jntermediate Value Theorem( 介 值 定理 )，48, 182 
Internal point( 内 点 )，239 

Invariant measure( 不 变 测 度 ) ，361 

Inverse image( 遂 象 )，9 

Isolated point( 了 笑 立 点 )，402 


Moore( 穆 尔 ) ，208(38) 
Maximal element( 极 大 元 )，25 
Measurable( 可 测 的 ) 
cover( 窗 盖 )，324 (42) 
function( 函 数 ) ，67，259，392，429 
hull( 包 )，324 (42) 


Tsometry( 等 距 )，145, 415 map( 上 映射 )，392 
set( 集 )，58，289 
J space( 空 间 ) ，253 

Jensen inequality( 詹 森 不 等 式 )，115 Measure( 测 度 ) ，55，253 


Jordan decomposition( 若 尔 当 分 解 )，274 on an algebra( 代 数 上 的 测度 ) ，291 
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complete( 完 备 ) ，256 Ordering( 序 ) 
complex-valued( 复 值 )，280(37) linear( 线 性 )，25 
counting( 计 数 )，55 (4) ，254 partial( 偏 )，24 
decomposabie( 可 分 解 的 ) ，281 (40) Ordinal( 序 数 ) ，26 
Lebesgue( 勒 贝 格 )，56, 61,309，383 Orthogonal( 正 交 )，246 
saturated( 饱 和 )，257 Orthonormal( 规 范 正 交 ) ，246 
semifinite( 半 有 限 )，256 Osgood's Theorem( 奥 斯 古 德 定理 ) ，170 (51) 
o -finitelg 有 限 )，256 Outer measure( 外 测度 ) ，56，288 
signed( 带 号 )，271 Carathéodory( 卡 拉 泰 奥 多 里 )，327 
Measure algebra( 测 度 代数 )，398 regular( 正 则 )，294 
Measure space( 测 度 空间 )，253 topologically regular( 拓 扑 正 则 )，346 


Metric( 度 量 ) ，139 


equivalent( 等 价 ) ，145 P 

extended( 扩 充 )，141 Paracompact( 仿 紧 )，205 
Metric space( 度 量 空间 )，139 Partial ordering( 偏 序 )，24 
Metrizable space( 可 度量 化 空间 ) ，172 Piecewise linear function( 分 段 线性 函数 ) ，50 (47) 
Modular function( 模 本 数 ) ，382 Positive set( 正 集 )，271 

Product( 乘 积 ) 
N . 
direct( 直 积 )，8，20，140，184，303 
n-tuple(n 元 组 ) ，10 measure( 测 度 )，304 
Natural numbers( 自 然 数 )，7，34 topology( 拓 扑 )，184 
Neighborhood( 邻 域 )，143, 176 Proper map( 适 当 有 映射 )，201 
Net( 网 )，189 Pseudometric( 拟 度量 )，140 
Norm( 范 数 )，118，217，220 Pseudonorm( 拟 范 ) ，219 (10) 
Normal space( 正 规 空间 ) ，178 
Normed space( 赋 范 空 间 ) ，118，218 Q 
Nowhere dense( 无 处 稠密 )，158 Quasi regular( 拟 正则 )，340 
Null function( 零 函数 ) ，428 Quotient( 商 )，24, 219, 377，395 
Null set( 零 集 )，271, 396 | 
R 
0 Radon-Nikodym derivative( 拉 东 一 尼 柯 迪 姆 导数 )，278 

One-to-one( 一 对 一 )，10 Range( 值 域 ;，9 
Onto( 到 …… 上 )，9，144 Rational numbers( 有 理 数 ) ，34 
Open( 开 ) Real numbers( 实 数 )，31 

action( 作 用 )，376 extended( 扩 充 的 )，36 

interval( 区 间 )，40 Reductio ad absurdum( 归 缪 法 )，3 

mapping( 映 射 )，229 Reflexive relation( 自 反 关 系 )，23 

set( 集 )，41, 141, 171 Reflexive space( 自 反 空间 )，227 
Ordered field( 有 序 域 ;，32 Regular( 正 则 ) 


Ordered pair( 有 序 对 )》，8 measure( 测 度 )，337 


主题 索引 2389 


outer measure( 外 测度 )，294 
set( 集 )，337 
Regular space( 正 则 空间 ) ，178 
Relation( 关 系 )，23 
Residual set( 余 集 )，158 
Restriction( 限 制 ) 
of a function( 函 数 的 ) ，10 
of a measure( 测 度 的 )，258 (4) 
Riemann-Lebesgue Theorem ( 黎 曼 - 勒 贝 格 定理 )， 
94 (16) 
Riesz Representation Theorem( 里 斯 表示 定理 )，132， 
284，357 


> 


o-algebra (a 代数 ) ，18，395 
o-bounded(o 有 界 ) ，332 
go-compact(o 紧 ) ，203 

or-finiteCc 有 限 )，256 
c-homomorphism(c 同 态 ) ，393 | 
o-ideal(o 理想 )，396 

o-ringloa 环 )，258 (9) 


S 


Saturated measure( 饱 和 测度 ) ，257，299 (9) 
Schwarz Inequality( 施 瓦 获 不等式)，246 
Second Axiom of Countability (第 二 可 数 性 公 
理 )，177 
Segment( 段 )，27 
Semiatgebra( 半 代数 ) ，297 
Semicontinuous( 半 连续 ) ，51，195，196 (9) 
Semifinite measure( 半 有 限 测 度 )，256 
Separable( 可 分 ) 
measure algebra( 测 度 代数 )，398 
metric space( 度 量 空间 )，142 
Separated( 可 分 )，182, 240 
Sequence( 序 列 )，10 
Cauchy( 柯 西 )，37，123，146 
summable( 可 求 和 )，39 (18), 124 
Set( 集 )，6 
function( 函 数 ) ，54，253 


mapping( 上 映射 )，392 
Simple function( 简 单 函 数 ) ，77，260 
Singleton( 单 点 集 ),， 8 
Singular( 奇 异 ) 
function( 函 数 )，11]1 (16) 
measure( 测 度 )，276 
Soma( 体 )，396 
Sphere( 二 ball) ( 球 ) ，141，219 
Spheriod (二 ballD) (球体 ) ，141 
Star-finite( 星 -有 限 )，205 
Step function( 阶 梯 函 数 )，51 
Strong topology( 强 拓扑 )，236 
Stronger topology( 较 强 拓 扑 》，174 
Subadditivity( 次 加 性 )，55 (2), 119, 288 
Subordinate( 从 属 ) ，200 
Summable sequence (series) (可 求 和 序列 (级 数 ))， 
39 (18), 125 
Support( 支 撑 ) 
of a function( 隐 数 的 )，200 
of a measure( 测 度 的 )，351 (24), 408 
Supporting line( 支 撑 直 线 )，115 
Supporting set( 支 撑 集 ) ，241 
Supremum (二 least upper bound) (上 确 界 (最 小 上 
界 ))，33 
Surjective (二 onto)( 满 射 ( 映 上 ))，9 


T 


Ternary( 三 进 制 ) 
expansion( 延 伸 )，40 (22) 
function( 函 数 )，50 (48), 71 (28), 111 (15) 
set( 集 )，46 (37)，64 (14) 
Topological( 拓 扑 的 ) 
group( 和 群 )，372 
property( 性 质 )，144, 187 
space( 空 间 )，171 
vector space( 向 量 空间 )，233 
Topology( 拓 扑 )，171 
countable( 可 数 的 ) ，177 
half-open interval( 半 开 区 间 )，177 (15) 
metrizable( 可 度量 化 ) ，172 
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of pointwise convergence( 逐 点 收 敏 )，184 
stronger，finer( 强 ， 细 )，174 
weak( 弱 ) ，236 
weak"( 弱 * )，237 
weaker，coarser( 较 弱 ， 较 粗 )，174 
Zariski( 扎 里 斯 基 )，181《〈29) 
Total boundedness( 全 有 界 ) ，154 
Total variation( 全 变 差 ) 
of a function( 函数 的 ) ，103 
of a measure( 测 度 的 ) ，275，280 (37) 
Transitive group( 传 递 群 )，361 
Translation invariance( 平 移 不 变 )，54，361 
Tychonoff Theorem( 吉 洪 诺 夫 定理 )，197, 234 


U 


Uniform Boundedness Principles (一 致 有 界 原 理 )， 
160，232 
Uniform( 一 致 ) 
continuity( 连 续 ) ，148 
convergence( 收 和 伍 )，49，187 
convexity( 凸 性 )，418 
equivalence( 等 价 ) ，148 
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